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摘 要: 信息观下研究邻域决策系统的属性约简是一种新颖的思路. 通过分析论域下某样本邻域中其他样本与该样

本决策属性值的异同,定义不一致邻域矩阵. 在计算属性重要度时,利用不一致邻域减少在原条件属性基础上增加一

个属性后条件熵的计算时间. 分析得到邻域系统下条件熵与正域的关系,提出一种信息观下基于不一致邻域矩阵的

属性约简算法,并分析该算法与其他算法的内在联系.实验结果验证了所提出算法的有效性.
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Abstract: It is a new approach for attribute reduction in the neighborhood decision system from the viewpoint of information

theory. By analyzing the decision attribute values of samples in neighborhood, the inconsistent neighborhood matrix is

defined. The inconsistent neighborhood matrix can be used to narrow the research range while adding more attributes with

respect to existing condition attributes. Therefore, it is faster to calculate the significance of attributes by means of condition

entropy. The relationship between the conditional entropy and the positive region is found under the neighborhood systems.

An attribute reduction algorithm based on inconsistent neighborhood matrix is proposed, and the internal connection between

this algorithm and other algorithms is analyzed. The experiment verifies the effectiveness of the proposed algorithm.
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0 引引引 言言言

粗糙集理论[1]自 1982年被提出以来, 已经广泛

应用于属性约简[2]、规则挖掘[3]、知识分类[4]、辅助决

策[5]、图像分割[6]等领域.其中,属性约简是在删除冗

余信息后, 不改变信息系统分类或者决策能力, 从而

简化了数据库结构的复杂度.因此, 属性约简已经是

粗糙集的主要研究内容之一,也是辅助决策、数据挖

掘和知识发现的关键步骤.

现在主要有 3种属性约简的方法: 一是基于可辨

识矩阵的属性约简算法[7]; 二是代数观, 即基于正域

的属性约简算法[8]; 三是信息观, 即基于启发式信息

的属性约简算法[9].

信息熵是一种被广泛应用于不确定性度量的度

量工具, 文献 [10]应用 shannon熵的变形研究了粗糙

集和粗糙关系数据库的不确定性信息度量; 王国胤

等[11]给出了基于 shannon熵的属性约简算法;梁吉业

等[12]提出了一种信息增益具有补特征的信息熵,给出

了其条件熵和互信息,并指出这也是一种模糊熵, 可

应用于度量粗糙集和粗糙分类的模糊性. 经典粗糙集

只适合处理离散型数据,而在现实生活中的实际数据

大多是连续型数据, 因此在处理连续型数据时, 往往

是先对其离散化,再利用经典粗糙集处理. 但在离散

化过程中势必造成信息的损失,对处理结果产生影响,

其结果在很大程度上依赖于离散化的效果.

为了解决这一问题, Lin[13]提出了邻域关系模

型, 该模型主要借助于拓扑学中内点和闭包的概念.
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Yao[14]和Wu等[15]分别研究了 1-step和 𝑘-step邻域信

息系统.在此基础上,胡清华等[16]系统地分析了如何

利用拓扑空间中球形邻域的概念,并构造了代数观下

基于邻域决策系统的数值数据特征选择算法,该方法

直观、易于理解,能够直接处理连续型属性. 此后, Hu

等[17]又将信息熵引入邻域决策系统,以互信息为启发

条件构造了邻域决策系统信息观下的约简算法.

本文为了分析信息观下邻域决策系统的属性约

简, 引入梁吉业等[12]在经典粗糙集下提出的信息熵,

定义了邻域决策系统的信息熵及其条件熵. 分析任一

样本邻域中的其他各样本与该样本决策值的异同,提

出不一致邻域,并发现通过不一致邻域可以加快增加

属性后条件熵的计算速度.此外, 研究发现了邻域系

统下信息观 (条件熵)与代数观 (正域)之间的关系,给

出了其性质和定理;结合条件熵和正域的这些定理可

以加快算法的收敛速度,提出了信息观下基于不一致

邻域矩阵的属性约简算法;分析了胡清华提出的基于

相对正域和基于互信息约简算法与本文算法之间的

内在联系,最后得出这 3种算法在一致邻域决策系统

下是等价的,并通过实验验证了所提出算法的有效性.

1 基基基本本本概概概念念念

1.1 邻邻邻域域域决决决策策策系系系统统统及及及其其其性性性质质质

定义 1[16] 给定实数空间上的非空有限集合𝑈

= {𝑢1, 𝑢2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑢𝑛}, 𝛿 > 0. 对于𝑈上任意对象𝑢𝑖定义

其 𝛿邻域为 𝛿(𝑢𝑖) = {𝑢∣Δ(𝑢, 𝑢𝑖) ⩽ 𝛿}, 其中距离函数

Δ满足: 1) Δ(𝑢1, 𝑢2) ⩾ 0, 当且仅当𝑢1 = 𝑢2, ∀𝑢1, 𝑢2

∈ 𝑅𝑁时, Δ(𝑢1, 𝑢2) = 0; 2) Δ(𝑢1, 𝑢2) = Δ(𝑢2, 𝑢1),

∀𝑢1, 𝑢2 ∈ 𝑅𝑁 ; 3) Δ(𝑢1, 𝑢2) ⩽ Δ(𝑢1, 𝑢2) + Δ(𝑢2, 𝑢3),

∀𝑢1, 𝑢2, 𝑢3 ∈ 𝑅𝑁 .

两个样本的相似程度可以利用距离函数来度量,

一般认为两个样本的距离越近越相似. 在二维实数空

间中,常用的距离有 1-范数 (曼哈顿距离)、2-范数 (欧

氏距离)和无穷范数 (切比雪夫距离). 在相同的邻域

半径 𝛿下, 无穷范数的邻域最大, 因此本文均采用无

穷范数. 无穷范数距离定义为

Δ∞(𝑢1, 𝑢2) =
𝑛

max
𝑖=1

(∣𝑓(𝑢1, 𝑎𝑖)− 𝑓(𝑢1, 𝑎𝑗)∣),
其中𝑛是条件属性的个数.

定义 2[16] 给定一个邻域决策系统NDT = ⟨𝑈,
𝐶,𝐷⟩. 其中: 𝐶是条件属性集, 𝐷是决策属性, ∀𝐵 ⊆
𝐶. 𝛿𝐴(𝑢)表示样本𝑢在属性𝐴 ⊆ 𝑅下的邻域,则决策

𝐷关于𝐵的下近似和上近似定义为

𝑁𝐵𝐷 = {𝑢𝑖∣𝛿𝐵(𝑢𝑖) ⊆ 𝛿𝐷(𝑢𝑖), 𝑢𝑖 ∈ 𝑈},
𝑁𝐵𝐷 = {𝑢𝑖∣𝛿𝐵(𝑢𝑖)

∩
𝛿𝐷(𝑢𝑖) ∕= ∅, 𝑢𝑖 ∈ 𝑈}.

且决策正域POS𝐵(𝐷)就是下近似𝑁𝐵(𝐷).

胡清华定义的邻域没有考虑决策属性,本文在加

入决策属性分析后给出如下定义.

定义 3[16] 给定一个邻域决策系统NDT = ⟨𝑈,
𝐶,𝐷⟩.其中: 𝐶是条件属性集, 𝐷是决策属性.根据邻

域中样本决策值的差异, 将邻域分为一致邻域和不

一致邻域.样本𝑢的一致邻域定义为样本𝑢的邻域中

决策值相同的邻域: ∀𝑢𝑖 ∈ 𝛿𝐶(𝑢), 且𝑢𝑖 ∈ 𝛿𝐷(𝑢), 即

𝛿𝐶(𝑢)
∩

𝛿𝐷(𝑢).

反之,样本𝑢的不一致邻域定义为样本𝑢的邻域

中决策值不同的邻域: ∀𝑢𝑖 ∈ 𝛿𝐶(𝑢),且𝑢𝑖 /∈ 𝛿𝐷(𝑢),即

𝛿𝐶(𝑢)− 𝛿𝐷(𝑢).

图 1给出了样本𝑢一致邻域和不一致邻域的集

合解释.
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图 1 一致邻域和不一致邻域

性质 1 邻域决策系统NDT = ⟨𝑈,𝐶,𝐷⟩, 给定
邻域大小 𝛿,对于决策表中任意𝑢 ⊆ 𝑈 ,有 𝛿𝐵∪𝐴(𝑢) ⊆
𝛿𝐵(𝑢)

∩
𝛿𝐴(𝑢),且其在无穷范数距离下相等.

证证证明明明 因为𝐴 ⊆ 𝐴
∪

𝐵,𝐵 ⊆ 𝐴
∪

𝐵,所以

𝛿𝐵∪𝐴(𝑢) ⊆ 𝛿𝐴(𝑢), 𝛿𝐵∪𝐴(𝑢) ⊆ 𝛿𝐵(𝑢) ⇒
𝛿𝐵∪𝐴(𝑢) ⊆ 𝛿𝐵(𝑢)

∩
𝛿𝐴(𝑢).

由无穷范数距离的定义可知: 设 ∀𝑢𝑖 ∈ 𝛿𝐵(𝑢)∩
𝛿𝐴(𝑢),在属性𝐵下得到最大Δ的属性为 𝑎𝑖,在属性

𝐴下得到最大Δ的属性为 𝑎𝑗 , 所以其在属性𝐵
∪

𝐴

下得到的最大Δ必小于给定的 𝛿, 由此可得 𝛿𝐵(𝑢)
∩

𝛿𝐴(𝑢) ⊆ 𝛿𝐵∪𝐴(𝑢). 因此,有

𝛿𝐵∪𝐴(𝑢) = 𝛿𝐵(𝑢)
∩

𝛿𝐴(𝑢). □

性质 2 邻域决策系统NDT = ⟨𝑈,𝐶,𝐷⟩, ∀𝐵 ⊆
𝐶,给定邻域大小 𝛿,决策正域是不一致邻域为空集的

样本的集合,即

POS𝐵(𝐷) = {𝑢𝑖∣𝛿𝐵(𝑢𝑖)− 𝛿𝐷(𝑢𝑖) = ∅, 𝑢𝑖 ∈ 𝑈}.
证证证明明明 假设 ∃𝑢𝑗 ∈ POS𝐵(𝐷)使得 𝛿𝐵(𝑢𝑗) −

𝛿𝐷(𝑢𝑗) ∕= ∅. 由于𝑢𝑗 ∈ POS𝐵(𝐷), 根据定义 2可得

𝛿𝐵(𝑢𝑗) ⊆ 𝛿𝐷(𝑢𝑗),推导出 𝛿𝐵(𝑢𝑗) − 𝛿𝐷(𝑢𝑗) = ∅,与假

设矛盾. □

由性质 2可以得到,非正域就是不一致邻域不为

空的样本的集合.

1.2 信信信息息息熵熵熵及及及其其其性性性质质质

梁吉业等[12]给出了信息系统在经典粗糙集下信

息熵的统一表示.
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定义 4[12] 设𝑆 = (𝑈,𝐴)是一个信息系统,

信息可统一表示为𝐾(𝐴) = (𝑆𝐴(𝑢1), 𝑆𝐴(𝑢2), ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑆𝐴(𝑢∣𝑈 ∣)),其中𝑆𝐴(𝑢𝑖)为样本𝑢𝑖在属性𝐴下的类. 则

𝐴的信息熵定义为

𝐸(𝐴) =

∣𝑈 ∣∑
𝑖=1

1

∣𝑈 ∣
[
1− ∣𝑆𝐴(𝑢𝑖)∣

∣𝑈 ∣
]
.

在梁吉业给出的经典粗糙集下信息熵的基础上,

定义了邻域决策系统的信息熵.

定义 5 给定一个邻域决策系统NDT = ⟨𝑈,𝐶,
𝐷⟩. 其中: 𝐶是条件属性集, 𝐷是决策属性. 任一样本

𝑢𝑖在条件属性𝐶下的邻域为 𝛿𝐶(𝑢𝑖),则邻域决策系统

条件属性的信息熵定义为

𝐸(𝐴) =

∣𝑈 ∣∑
𝑖=1

1

∣𝑈 ∣
[
1− ∣𝛿𝐶(𝑢𝑖)∣

∣𝑈 ∣
]
.

通过该信息熵可以推导出其条件熵为

𝐸(𝐷∣𝐶) = 𝐸(𝐶,𝐷)− 𝐸(𝐶) =

1

∣𝑈 ∣
∣𝑈 ∣∑
𝑖=1

[
1− ∣𝛿𝐶(𝑢𝑖)

∩
𝛿𝐷(𝑢𝑖)∣

∣𝑈 ∣
]
−

1

∣𝑈 ∣
∣𝑈 ∣∑
𝑖=1

[
1− ∣𝛿𝐶(𝑢𝑖)∣

∣𝑈 ∣
]
=

1

∣𝑈 ∣
∣𝑈 ∣∑
𝑖=1

[ ∣𝛿𝐶(𝑢𝑖)− 𝛿𝐶(𝑢𝑖)
∩

𝛿𝐷(𝑢𝑖)∣
∣𝑈 ∣

]
=

1

∣𝑈 ∣
∣𝑈 ∣∑
𝑖=1

[ ∣𝛿𝐶(𝑢𝑖)− 𝛿𝐷(𝑢𝑖)∣
∣𝑈 ∣

]
.

定义 6 给定一个邻域决策系统NDT = ⟨𝑈,𝐶,
𝐷⟩. 其中: 𝐶是条件属性集, 𝐷是决策属性.任一样本

𝑢𝑖在条件属性𝐶下的邻域为 𝛿𝐶(𝑢𝑖),在决策属性𝐷下

的决策类为 𝛿𝐷(𝑢𝑖), 为样本的不一致邻域. 则邻域决

策系统中决策𝐷关于属性𝐶的条件熵定义为

𝐸(𝐷∣𝐶) =

∣𝑈 ∣∑
𝑖=1

∣𝛿𝐶(𝑢𝑖)− 𝛿𝐷(𝑢𝑖)∣
∣𝑈 ∣2 ,

0 ⩽ 𝐸(𝐷∣𝐶) ⩽ 1− 1

∣𝑈 ∣ .

当且仅当所有样本都是正域时,条件熵𝐸(𝐷∣𝐶)

= 0;当 ∀𝑢𝑖 ∈ 𝑈 , 𝛿𝐶(𝑢𝑖) = 𝑈 , 𝛿𝐷(𝑢𝑖) = {𝑢𝑖}时,条件

熵𝐸(𝐷∣𝐶)取得最大值 1− 1

∣𝑈 ∣ .
定理 1 给定一个邻域决策系统NDT = ⟨𝑈,𝐶,

𝐷⟩, 𝐵 ⊆ 𝐶. 对于任意𝑢𝑖 ∈ 𝑈 − POS𝐵(𝐷), 𝑢𝑗 ∈
POS𝐵(𝐷), 必有𝑢𝑗 /∈ (𝛿𝐵(𝑢𝑖) − 𝛿𝐷(𝑢𝑖)), 且剔除决策

正域后,其条件熵为

𝐸𝑈−POS𝐵(𝐷)(𝐷∣𝐶) =
∣𝑈 ∣2

∣𝑈 − POS𝐵(𝐷)∣2𝐸𝑈 (𝐷∣𝐶).

证证证明明明 由定理 1可知, ∀𝑢𝑖 ∈ 𝑈−POS𝐵(𝐷), 𝑢𝑗 ∈
POS𝐵(𝐷),分两种情况讨论.

1) 𝑢𝑗 ∈ 𝛿𝐵(𝑢𝑖) ⇒ 𝑢𝑖 ∈ 𝛿𝐵(𝑢𝑗) ⇒ 𝑢𝑖 ∈ 𝛿𝐷(𝑢𝑗) ⇒
𝑢𝑗 ∈ 𝛿𝐷(𝑢𝑖) ⇒ 𝑢𝑗 /∈ 𝛿𝐵(𝑢𝑖)− 𝛿𝐷(𝑢𝑖);

2) 𝑢𝑗 /∈ 𝛿𝐵(𝑢𝑖) ⇒ 𝑢𝑗 /∈ 𝛿𝐵(𝑢𝑖)− 𝛿𝐵(𝑢𝑗).

因此, 对于任意𝑢𝑖 ∈ 𝑈 − POS𝐵(𝐷), 𝑢𝑗 ∈
POS𝐵(𝐷),必有𝑢𝑗 /∈ (𝛿𝐵(𝑢𝑖)− 𝛿𝐷(𝑢𝑖)).

由此可得, 对于任意𝑢𝑖 ∈ 𝑈 − POS𝐵(𝐷), 有

(𝛿𝐵(𝑢𝑖) − 𝛿𝐷(𝑢𝑖))
∩

POS𝐵(𝐷) = ∅. 可得𝑢𝑖在𝑈 −
POS𝐵(𝐷)下 的 不 一 致 邻 域 𝛿′𝐵(𝑢𝑖) − 𝛿′𝐷(𝑢𝑖) =

𝛿𝐵(𝑢𝑖)− 𝛿𝐷(𝑢𝑖)− POS𝐵(𝐷) = 𝛿𝐵(𝑢𝑖)− 𝛿𝐷(𝑢𝑖).

由性质 2可得, 对于任意𝑢𝑗 ∈ POS𝐵(𝐷), 有

𝛿𝐵(𝑢𝑗)−𝛿𝐷(𝑢𝑗) = ∅,所以
POS𝐵(𝐷)∑

𝑗=1

(𝛿𝐵(𝑢𝑗)−𝛿𝐷(𝑢𝑗)) =

∅. 可得

𝐸𝑈 (𝐷∣𝐵) =
1

∣𝑈 ∣2
∣𝑈 ∣∑
𝑖=1

(𝛿𝐵(𝑢𝑖)− 𝛿𝐷(𝑢𝑖)) =

1

∣𝑈 ∣2
∣𝑈−POS𝐵(𝐷)∣∑

𝑖

(𝛿𝐵(𝑢𝑖)− 𝛿𝐷(𝑢𝑖)) =

1

∣𝑈 ∣
∣𝑈−POS𝐵(𝐷)∣∑

𝑖=1

(𝛿′𝐵(𝑢𝑖)−𝛿′𝐷(𝑢𝑖)).

因此,

𝐸𝑈−POS𝐵(𝐷)(𝐷∣𝐶) =
∣𝑈 ∣2

∣𝑈 − POS𝐵(𝐷)∣2𝐸𝑈 (𝐷∣𝐶),

其中 𝛿′(𝑢𝑖)表示在𝑈 − POS𝐵(𝐷)下的邻域. □

由定理 1可知,邻域条件熵的实质是非正域样本

的不一致性度量.

定理 2[12] 设𝐵 ⊆ 𝐶,若𝐸(𝐷∣𝐵) = 𝐸(𝐷∣𝐶),且

不存在属性𝐴 ⊂ 𝐵使𝐸(𝐷∣𝐴) = 𝐸(𝐷∣𝐵), 则称属性

𝐵为属性𝐶相对于决策𝐷的一个约简.

定义 7[12] 给定一个邻域决策系统NDT = ⟨𝑈,
𝐶,𝐷⟩, 𝐵 ⊆ 𝐶. 对于任意 𝑎 ∈ 𝐶 − 𝐵, 𝑎相对于𝐵的重

要度定义为 sig(𝑎,𝐵,𝐷) = 𝐸(𝐷∣𝐵)− 𝐸(𝐷∣𝐵∪{𝐴}).
2 属属属性性性约约约简简简算算算法法法

2.1 基基基于于于条条条件件件熵熵熵的的的邻邻邻域域域决决决策策策系系系统统统的的的属属属性性性约约约简简简算算算法法法

结合文献 [11]中经典粗糙集下基于条件熵的属

性约简算法,给出一种基于条件熵的邻域决策系统的

属性约简算法.

算法将信息观下的属性重要度作为指标,以空集

作为起点, 每次对全部剩余属性 𝑎𝑖 ∈ 𝐶 − red计算

𝐸(𝐷∣𝐵∪{𝑎𝑖}), 选择𝐸(𝐷∣𝐵∪{𝑎𝑖})值最小的属性
(也就是属性重要度值最大的属性)加入约简集 red

中,直到所有剩余属性的条件熵等于决策系统的条件

熵𝐸(𝐷∣𝐵∪{𝑎𝑖}) = 𝐸(𝐷∣𝐶).

算法 1 基于条件熵的邻域决策系统属性约简

算法.

输入: 邻域决策系统NDT = ⟨𝑈,𝐶,𝐷⟩;
输出:邻域决策系统的约简集 red.

Step 1: 计算决策系统NDT = ⟨𝑈,𝐶,𝐷⟩的条件
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熵𝐸(𝐷∣𝐶);

Step 2: 令 red = ∅;

Step 3: 对于任意 𝑎𝑖 ∈ 𝐶 − red计算𝐸(𝐷∣red∪
{𝑎𝑖});

Step 4: 选择使𝐸(𝐷∣red∪{𝑎𝑖})最小的 𝑎𝑘, 将 𝑎𝑘

加入到约简 red中;

Step 5: 如果𝐸(𝐷∣red∪{𝑎𝑘}) ∕= 𝐸(𝐷∣𝐶),跳转到

Step 3,否则输出约简 red.

2.2 基基基于于于不不不一一一致致致邻邻邻域域域矩矩矩阵阵阵的的的邻邻邻域域域决决决策策策系系系统统统属属属性性性约约约

简简简算算算法法法

2.2.1 基基基于于于不不不一一一致致致邻邻邻域域域矩矩矩阵阵阵求求求解解解条条条件件件熵熵熵算算算法法法

定理 3 邻域决策系统NDT = ⟨𝑈,𝐶,𝐷⟩, 给定
邻域大小 𝛿,如果𝐵1 ⊆ 𝐵2 ⊆ 𝐶,在计算样本𝑢在属性

𝐵2下的不一致邻域时, 只需要考虑样本𝑢在属性𝐵1

下的不一致邻域,即 𝛿𝐵2(𝑢)−𝛿𝐷(𝑢) ⊆ 𝛿𝐵1(𝑢)−𝛿𝐷(𝑢).

证证证明明明 因为𝐵1 ⊆ 𝐵2 ⊆ 𝐶,所以

𝛿𝐵2(𝑢) ⊆ 𝛿𝐵1(𝑢) ⇒
𝛿𝐵2(𝑢)− 𝛿𝐷(𝑢) ⊆ 𝛿𝐵1(𝑢)− 𝛿𝐷(𝑢). □

定义 8 根据定义 3给出不一致邻域矩阵定义为

NM(𝑖, 𝑗) =

{
1, 𝑢𝑗 ∈ 𝛿𝐶 , (𝑢𝑖)𝑢𝑗 /∈ 𝛿𝐷(𝑢𝑖);

0, else.

定理 3可以大大降低在寻找增加条件属性后样

本的不一致邻域矩阵时搜索范围,定义 8给出了算法

实现的基础,因此结合定理 3和定义 8设计一种根据

现在条件属性下的不一致邻域来计算增加一个条件

属性后条件熵的算法.

算法 2 基于不一致邻域矩阵求解条件熵算法.

输入: 𝐵属性下的不一致邻域NM, 新增条件属

性 {𝑎};

输出: 𝐸(𝐷∣𝐵∪{𝑎}).
Step 1: 对于任意𝑢𝑖 ∈ 𝑈 , 找到其不一致邻域

𝛿𝐵(𝑢𝑖)− 𝛿𝐷(𝑢𝑖) = {𝑢𝑗 ∣NM(𝑖, 𝑗) = 1,∀𝑢𝑗 ∈ 𝑈};

Step 2: 对于任意𝑢𝑗 ∈ (𝛿𝐵(𝑢𝑖) − 𝛿𝐷(𝑢𝑖))作如下

判别,并得到𝐵
∪{𝑎}属性下的不一致邻域矩阵:

If Δ𝐵∪{𝑎}(𝑢𝑖, 𝑢𝑗) > 𝛿,

NM(𝑖, 𝑗) = 0;

Step 3: 根据𝐵
∪{𝑎}属性下的不一致邻域矩阵

得到每一个样本的不一致邻域 ∣𝛿𝐵(𝑢𝑖)− 𝛿𝐷(𝑢𝑖)∣;
Step 4: 根据条件熵求得𝐸(𝐷∣𝐵∪{𝑎}).

2.2.2 信信信息息息观观观下下下基基基于于于不不不一一一致致致邻邻邻域域域矩矩矩阵阵阵的的的邻邻邻域域域决决决策策策系系系

统统统信信信息息息观观观下下下的的的属属属性性性约约约简简简算算算法法法

定理 4 邻域决策系统NDT = ⟨𝑈,𝐶,𝐷⟩, 𝐵1 ⊆
𝐵2 ⊆ 𝐶. 如果属性 𝑎在属性𝐵1下是不必要的, 即

𝐸(𝐷∣𝐵1) = 𝐸(𝐷∣𝐵1

∪{𝑎}), 则属性 𝑎在属性𝐵2下也

是不必要的.

证证证明明明 由题可得

𝐸(𝐷∣𝐵1) =

∣𝑈 ∣∑
𝑖=1

∣𝛿𝐵1(𝑢𝑖)− 𝛿𝐷(𝑢𝑖)∣
∣𝑈 ∣2 =

∣𝑈 ∣∑
𝑖=1

∣𝛿𝐵1(𝑢𝑖)− 𝛿𝐷(𝑢𝑖)∣
∣𝑈 ∣ =

𝐸(𝐷∣𝐵1

∪{𝑎}) ⇒
∣𝑈 ∣∑
𝑖=1

∣𝛿𝐵1(𝑢𝑖)− 𝛿𝐷(𝑢𝑖)∣ =

∣𝑈 ∣∑
𝑖=1

∣𝛿
𝐵1 ∪ {𝑎}(𝑢𝑖)− 𝛿𝐷(𝑢𝑖)∣.

可推导出,对于任意𝑢𝑖,有

𝛿𝐵1(𝑢𝑖) = 𝛿
𝐵1 ∪ {𝑎}(𝑢𝑖) =

𝛿𝐵1(𝑢𝑖)
∩

𝛿{𝑎}(𝑢𝑖) (性质 2) ⇒ 𝛿𝐵1(𝑢𝑖) ⊆ 𝛿{𝑎}(𝑢𝑖).

设𝐵2 = 𝐵1

∪
𝐵,则对于任意𝑢𝑖,有

𝛿𝐵2(𝑢𝑖) = 𝛿𝐵2∪𝐵(𝑢𝑖),

𝛿𝐵2∪{𝑎}(𝑢𝑖) = 𝛿𝐵2∪𝐵1∪{𝑎}(𝑢𝑖),

𝛿𝐵1∪{𝑎}∪𝐵(𝑢𝑖) =

𝛿𝐵1(𝑢𝑖)
∩

𝛿𝐵(𝑢𝑖)
∩

𝛿{𝑎}(𝑢𝑖) =

𝛿𝐵1(𝑢𝑖)
∩

𝛿𝐵(𝑢𝑖) = 𝛿𝐵2(𝑢𝑖).

根据定理 4在算法迭代中提前找到不必要的属

性并剔除.此外,由定理 1可知,剔除正域后的不一致

邻域并没有发生变化,此时可以计算整个论域的条件

熵. 可以通过剔除不必要的属性和对条件熵计算没有

影响的样本加快算法的运行速度.在此基础上结合算

法 1和算法 2给出信息观下基于不一致邻域矩阵的约

简算法.

算法 3 信息观下基于不一致邻域矩阵的属性

约简 (INM).

输入: 邻域决策系统NDT = ⟨𝑈,𝐶,𝐷⟩;
输出:邻域决策系统的约简集 red.

Step 1: 计算决策系统NDT = ⟨𝑈,𝐶,𝐷⟩的条件
熵𝐸(𝐷∣𝐶).

Step 2: 令 red = ∅, 𝐵 = ∅.

Step 3: 如果 red = ∅,则对于任意 𝑎𝑖 ∈ 𝐶 −𝐵,计

算𝐸(𝐷∣red∪{𝑎𝑖});否则,对任意 𝑎𝑖 ∈ 𝐶 − 𝐵,利用不

一致邻域矩阵NM计算𝐸(𝐷∣red∪{𝑎𝑖}). 如果𝐸(𝐷∣
red

∪{𝑎𝑖}) = 𝐸(𝐷∣red),则𝐵
∪{𝑎𝑖} → 𝐵.

Step 4: 选择使𝐸(𝐷∣red∪{𝑎𝑖})最小的 𝑎𝑘, 将 𝑎𝑘

加入到约简 red中, 𝐵
∪{𝑎𝑘} → 𝐵, 并得到相应的不

一致邻域矩阵NM.

Step 5: 如果𝐸(𝐷∣red∪{𝑎𝑘}) ∕= 𝐸(𝐷∣𝐶),那么对

于任意𝑢𝑖 ∈ 𝑈 ,若NM(𝑖) = [0],则𝑈 = 𝑈 −{𝑢𝑖},转入

Step 3;否则输出约简 red.

算法时间复杂度分析: 设 ∣𝑈 ∣和 ∣𝐶∣分别表示邻
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域决策系统的样本数和条件属性个数.首先分析计

算条件熵的时间复杂度,假设正域为空集, 对每个样

本求不一致邻域时, 在最坏的情况下, 算法需要循环

∣𝑈 ∣(∣𝑈 ∣ − 1)(∣𝐶∣ − 1)/2次;然后分析属性约简算法的

时间复杂度,假设所有的属性都是必要的, 即约简以

后还是属性全集, 此时的循环次数为 ∣𝐶∣(∣𝐶∣ + 1)/2.

因此,该算法总的时间复杂度为𝑂(∣𝑈 ∣2 × ∣𝐶∣3).
2.3 分分分析析析几几几种种种约约约简简简算算算法法法之之之间间间的的的联联联系系系

目前, 粗糙集属性约简的理论观点主要有两种:

代数观和信息观. 胡清华等[16-17]将代数观和信息观约

简算法推广到邻域系统.这些约简算法都是启发式约

简算法, 只是启发条件不同.约简算法之间的联系可

以简化为启发条件之间的关系.

文献 [16]根据 Pawlak定义的传统粗糙集理论约

简思想 (代数观),提出了以决策属性对条件属性的依

赖度作为启发条件的属性约简算法 (NRS),即依据决

策表的相对正域是否发生变化; 文献 [17]将信息熵

(用𝐻表示)引入邻域系统,并提出了以互信息 (𝐻(𝐶;

𝐷))作为启发条件的约简算法 (NMI). 本文将梁吉业

等[12]定义的新信息熵 (用𝐸表示)引入邻域系统, 以

条件熵 (𝐸(𝐷∣𝐶))作为启发条件. 这些启发条件的表

达式如下所示:

依赖度

𝑟𝐵(𝐷) =
∣POS𝐵(𝐷)∣

∣𝑈 ∣ ;

互信息

𝐻(𝐵;𝐷) = − 1

∣𝑈 ∣
∣𝑈 ∣∑
𝑖=1

log2
∣𝛿𝐵(𝑢𝑖)∣ × ∣𝛿𝐷(𝑢𝑖)∣

∣𝑈 ∣ × ∣𝛿𝐵(𝑢𝑖)
∩

𝛿𝐷(𝑢𝑖)∣ ;

条件熵

𝐸(𝐷∣𝐵) =

∣𝑈 ∣∑
𝑖=1

∣𝛿𝐵(𝑢𝑖)− 𝛿𝐷(𝑢𝑖)∣
∣𝑈 ∣2 .

这几种启发式算法的约简条件都类似: 对于任意

𝑎 ∈ 𝐵,若有𝜑𝐵−{𝑎} = 𝜑𝐵 ,则 𝑎是多余的,其中𝜑表示

依赖度、互信息和条件熵.

依赖度 𝑟𝐵(𝐷)是相对正域中样本在整个论域中

所占的比率,即论域中确定信息所占的比重.也就是

说, 以依赖度为启发条件的约简算法中, 判断一个属

性是否为冗余属性,是依据删除该属性是否影响决策

表中的确定信息决定的.互信息 (𝐻(𝐵;𝐷))是反映属

性𝐵与决策𝐷之间的依赖程度. 以互信息为启发条

件的约简算法中, 判断一个属性是否为冗余属性, 是

依据删除该属性是否影响不确定信息和确定信息的

比重决定的.
𝐻(𝐵;𝐷) =

− 1

∣𝑈 ∣
∣𝑈 ∣∑
𝑖=1

log2
∣𝛿𝐷(𝑢𝑖)∣

∣𝑈 ∣
(
1− ∣𝛿𝐵(𝑢𝑖)− 𝛿𝐷(𝑢𝑖)∣

∣𝛿𝐵(𝑢𝑖)
∩

𝛿𝐷(𝑢𝑖)∣
)
.

其中 𝛿𝐵(𝑢𝑖) = (𝛿𝐵(𝑢𝑖)− 𝛿𝐷(𝑢𝑖)) + (𝛿𝐵(𝑢𝑖)
∩

𝛿𝐷(𝑢𝑖)).

本文定义的条件熵 (𝐸(𝐷∣𝐵))是每一个样本的不

一致邻域的平均样本在整个论域中所占的比率,即不

确定信息所占的平均比重. 由定理 1可知, 确定部分

的条件熵为零,条件熵由不确定部分产生. 因此约简

算法以条件熵为启发条件时, 若删除某属性后, 既不

影响不确定部分的概率分布,也不影响确定部分的分

类,则该属性可以约简.

当邻域决策表在属性𝐵下为一致决策表 (即

𝛿𝐵(𝑢𝑖) ⊆ 𝛿𝐶(𝑢𝑖))时, 依赖度 𝑟𝐵(𝐷) = 1达到最大值,

信息熵𝐸(𝐷∣𝐵) = 0取得最小值, 而互信息𝐸(𝐶,𝐷)

=
1

∣𝑈 ∣
∣𝑈 ∣∑
𝑖=1

log2
∣𝛿𝐷(𝑢𝑖)∣

∣𝑈 ∣ , 此时的互信息只与决策类有

关,而决策类是不变的. 也就是说,一个决策表的互信

息在所有的一致属性下是固定的.

当决策表在属性𝐵下为完全不一致决策表 (即

𝛿𝐵(𝑢𝑖) = {𝑢𝑖}, 𝛿𝐷(𝑢𝑖) = 𝑈 )时, 依赖度 𝑟𝐵(𝐷) = 0取

得最小值,而此时信息熵𝐸(𝐷∣𝐵)达到最大值 1− 1

∣𝑈 ∣ .
可以看出, 依赖度与条件熵成反比, 互信息𝐻(𝐶;𝐷)

= 0.

推论 1 当邻域决策系统NDT = ⟨𝑈,𝐶,𝐷⟩是一
致决策时, 如果 𝑟𝐵(𝐷) = 𝑟𝐶(𝐷), 𝐵 ⊆ 𝐶, 则𝐸(𝐷∣𝐵)

= 𝐸(𝐷∣𝐶).

证证证明明明 因为邻域决策表在属性𝐶下一致, 所以

𝑟𝐵(𝐷) = 1,即POS𝐶(𝐷) = ∣𝑈 ∣. 根据 𝑟𝐵(𝐷) = 𝑟𝐶(𝐷),

有POS𝐵(𝐷) = POS𝐶(𝐷) = ∣𝑈 ∣.
由性质 2可知,所有样本在属性𝐵和𝐶下的不一

致邻域均为空集. 因此, 𝐸(𝐷∣𝐵) = 𝐸(𝐷∣𝐶) = 0. □

文献 [17]已证明, 对于一致邻域系统, 若 𝑟𝐵(𝐷)

= 𝑟𝐶(𝐷), 则𝐻(𝐵;𝐷) = 𝐻(𝐶;𝐷)必成立. 由此可知

依赖度、互信息、条件熵在一致邻域系统中是等价的.

3 实实实验验验及及及分分分析析析

本文从信息观出发, 结合正域和条件熵的关系,

提出了信息观下基于不一致邻域的属性约简算法

(INM).为了验证算法的有效性,针对邻域阈值对分类

精度的影响较大, 首先通过实验设置合适的邻域阈

值,然后对 INM算法与NRS和NMI约简算法的约简

结果进行对比实验.本次实验选取 5组UCI数据集进

行测试, 所选用的数据集如表 1所示. 本次实验环境

为一台A4 1.9 GH处理器 2G内存的PC机.

表 1 数据描述

数据集 样本数 条件属性个数 决策类别数

1 wine 178 13 3
2 wpbc 198 33 2
3 iono 351 34 2
4 wdbc 569 31 2
5 mushroom 8 124 22 2
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3.1 邻邻邻域域域阈阈阈值值值 𝛿的的的选选选取取取

邻域决策表的一致性是随 𝛿的变化而变化的,因

此当 𝛿发生变化时, 其属性约简的结果也随之变化,

邻域阈值 𝛿的选取直接影响其属性约简结果.本次实

验选取wine、wpbc和 iono三组数据集,通过改变 𝛿的

大小,验证 𝛿对属性约简的结果及约简后分类精度的

影响,实验结果如图 2∼图 5所示. 本次实验 𝛿的取值

以步长 0.01从 0到 1变化.
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图 2 特征数量随 𝛿的变化情况
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图 3 wine数据集
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图 4 wpbc数据集
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图 5 iono数据集

图 2展示了 3组数据集的约简中特征数量随 𝛿的

变化情况. 从图 2可以看出, 当 𝛿在 0∼ 0.1之间以及

接近 1时,约简集中特征数量较少,在 0.1∼ 0.2之间适

中,在 0.2∼ 0.3达到最大并保持.

图 3∼图 5分别展示了 3组数据集约简后, 在

CART、SVM和KNN (𝑘 = 5)三种分类算法下的分类

精度随 𝛿的变化情况. 从图 3∼图 5可以看出, 𝛿在 0

和 1附近时, 其分类精度普遍较低; 在 0.05∼ 0.2分

类精度较高;但是在 0.05∼ 0.15之间,数据集wpbc在

CART算法下的分类精度波动较大,而数据集 iono在

KNN算法下的分类精度也有较大波动. 综合约简集

的特征数量和约简后分类精度的情况, 𝛿选择在 0.15

∼ 0.2之间比较合适. 为了确保实验的一致性,邻域阈

值 𝛿选择为 0.17.

3.2 算算算法法法有有有效效效性性性验验验证证证

本次实验对约简算法的约简结果进行比较. 为

了更好地验证算法的有效性,实验引入经典的CART

和KNN (𝑘 = 5)两种分类器,并以十折交叉验证的分

类精度来评价所选属性的质量.此外, 为减少各属性

量纲不一致对结果的影响,将所有数值型属性标准化

到 [0,1]之间. 具体的实验结果如表 2∼表 4所示.

表 2 约简前后特征数量比较

特征数量
data

原始 NRS NMI INM

wine 13 7 5 8
wpbc 33 19 6 19
iono 34 17 8 17
wdbc 31 21 6 22
mushroom 22 5 3 4

表 3 CART分类器下的分类精度 %
data 原始 NRS NMI INM

wine 89.9±6.4 92.1±4.8 91.0±6.0 92.0±6.3
wpbc 69.6±6.8 71.2±8.1 66.6±10.6 71.7±7.4
iono 85.9±7.2 87.6±7.0 93.2±3.7 90.9±5.1
wdbc 90.5±4.6 92.1±3.0 91.8±3.4 91.9±2.6
mushroom 96.4±9.9 96.4±9.9 96.0±9.8 96.9±9.9
平均值 86.5 87.9 87.7 88.6

表 4 KNN分类器下的分类精度 %
data 原始 NRS NMI INM

wine 93.2±5.9 95.0±3.2 98.3±2.7 95.5±3.5
wpbc 75.8±5.6 74.3±7.9 73.7±6.5 74.3±7.9
iono 81.8±6.7 81.2±7.7 82.7±6.2 88.6±9.2
wdbc 95.6±2.0 95.3±2.5 96.1±2.3 95.4±2.2
mushroom 90.8±12.9 95.2±10.7 93.2±14.0 93.3±14.0
平均值 87.4 88.2 88.8 89.4

表 2展示了原始特征数量和在 3种算法约简后

的特征数量. 从实验的结果可以看出, 代数观和信

息观都可以约简掉不必要属性, NRS和 INM算法所

得到的约简结果大致一致, 而NMI所得的结果比较

少.从邻域阈值选择实验的图 2可以看出, INM在 𝛿取

值 0.1附近也可以找到较少的约简集, 但是此时的分

类精度的波动比较大.

表 3展示了 5组数据集在CART分类器下的原

始分类精度和几种约简算法约简后的分类精度;表 4
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展示了 5组数据集在KNN分类器下的原始分类精度

和几种约简算法约简后的分类精度.从实验结果可以

看出, 几种算法的分类精度与原始分类精度相比较,

都有一定的提高,这说明约简后的特征可以表征整个

数据集,几种约简算法都是有效的. INM算法与NRS

和NMI算法相比, 分类精度略有增幅. 但是, 具体到

iono数据集, NMI算法在CART分类器下的分类精度

比之其他两种算法要高, NRS算法在KNN分类器下

的分类精度又相对较高,这说明 3种算法对不同类型

的数据集敏感程度不同,这也是今后需要深入研究的

方向之一. 总体而言, 这 3种算法是从不同角度对邻

域决策系统进行属性约简,实验表明本文提出的 INM

算法是有效的.

4 结结结 论论论

本文通过分析信息观下的邻域系统,引入梁吉业

定义的信息熵, 给出了邻域系统的信息熵和条件熵,

定义了不一致邻域矩阵,得到了其在邻域决策系统下

的性质和定理. 根据这些性质和定理提出了 INM算

法, 然后分析了 INM算法与胡清华提出的代数观下

NRS算法和信息观下NMI算法之间的联系.其中,

NRS算法是保持确定部分不发生变化, INM算法是保

持不确定部分不发生变化, NMI算法是保持不确定部

分和确定部分的比重不发生变化来进行属性约简,论

证后得到这 3种算法在一致决策系统下是等价的.本

文通过实验分析邻域阈值对INM算法约简结果的影

响来选取邻域阈值,最后通过实验验证了所提出算法

的有效性.
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