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摘 要: 对于不确定或者未知输入系统,常规鲁棒观测器设计对系统和干扰有较多限制条件.区间观测器对系统具

有宽松的前提条件,且对干扰只要求有界,因而区间观测器更具有广泛性. 针对离散和连续的广义未知输入系统,研

究区间观测器的设计问题,通过对离散系统和连续系统进行不同的变换,将系统转化为易于求取区间观测器系数矩

阵的形式;然后基于相同的参数求取方式,给出广义系统区间观测器的设计方法. 仿真结果表明了所提出方法的有效

性和正确性.
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Abstract: For uncertain or unknown input systems, regular robust observers are usually constructed under some restrictive

assumptions. Interval observer has more universality because it relaxes many restrictive assumptions and only needs the

known boundary of the disturbance. Interval observer designing problems for both discrete and continuous descriptor systems

with unknown inputs are considered. Discrete and continuous descriptor systems are respectively transformed into a form in

which the coefficient matrices of interval observer can be obtained much more easily. Then the same interval observer design

framework is developed. Simulation results show the effectiveness and correctness of the proposed method.
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0 引引引 言言言

状态反馈在控制系统综合问题中显示出极大的

优越性. 然而,由于测量手段或其他因素的限制,部分

或全部系统状态难以直接获得. 因此,关于观测器设

计的研究引起了众多学者的关注,取得了大量的研究

成果[1-6]. 早期的观测器设计不考虑系统干扰(或不确

定性),但系统干扰往往是存在的,因此鲁棒观测器成

为学者研究的焦点[7-10]. 文献 [7]针对含有未知输入

的线性系统,提出了一种降维未知输入观测器设计方

法. 文献 [8]利用高阶滑模的技术手段,研究了未知输

入观测器设计方法. 文献 [9]设计了可以同时估计系

统状态及输出噪声的鲁棒𝐻∞滑模广义观测器. 此类

鲁棒观测器设计方法通常对系统施加较严格的前提

条件,同时需要获知有关干扰的较多信息,如缓慢变

化、微分有界, 以及所谓的未知输入匹配条件等. 例

如,文献 [7]要求未知输入矩阵与输出矩阵匹配,文献

[8]要求系统状态及状态的微分有界, 文献 [10]要求

干扰无穷可导. 因此,常规鲁棒观测器设计依然存在

很多限制条件,这些条件都限制了现有方法的应用.

另一方面, Agresti等[11]通过研究得出,很多情况

下,估计出系统状态的上下边界比准确估计系统状态

更有意义.区间观测器随之出现, 作为现有方法的有

力补充, 逐渐成为新的热点问题.区间观测器对系统

和干扰都只有较宽松的限制条件,已经在诸如生物技

术中取得了很好的应用[12-14]. 然而,关于区间观测器

设计的研究成果还不丰富[12-19]. 文献 [16]针对可观测

线性系统,基于系统稳定的前提下, 采用时变线性变

换研究了区间观测器设计方法. 文献 [17]针对一类非
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线性连续系统,研究了区间观测器设计方法, 并提出

了利用时不变线性变换求取区间观测器系数矩阵的

方法. 文献 [18]则将区间观测器与高阶滑模相结合,

用于解决LPV系统的状态区间估计.

广义系统可以用于描述更为普遍的实际系统,自

提出后一直是研究热点[20-24]. 然而,尚未发现针对广

义系统区间观测器的相关研究.因此, 研究广义系统

区间观测器设计对于丰富广义系统鲁棒观测器的设

计方法具有积极意义.本文针对广义系统研究区间观

测器设计问题,提出一种广义系统区间观测器设计方

法. 对于离散情况,直接利用线性变换将系统变为易

于求解的形式. 而对于连续系统,则通过两个变换达

到转换的目的.

本文中,向量比较𝑥(𝑡) ⩾ 𝑧(𝑡) (𝑥(𝑡) > 𝑧(𝑡)),其中

𝑥(𝑡), 𝑧(𝑡) ∈ 𝑹𝑛是指向量𝑥(𝑡)与 𝑧(𝑡)所有对应的元素

比较, 有𝑥𝑖(𝑡) ⩾ 𝑧𝑖(𝑡)(𝑥𝑖(𝑡) > 𝑧𝑖(𝑡)), 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛;

矩阵比较𝐴 ⩾ 𝐵 (𝐴 > 𝐵), 𝐴,𝐵 ∈ 𝑹𝑛×𝑛是指矩阵𝐴

与𝐵所有对应的元素比较, 有 𝑎𝑖𝑗 ⩾ 𝑏𝑖𝑗 (𝑎𝑖𝑗 > 𝑏𝑖𝑗),

𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛.

1 问问问题题题描描描述述述及及及相相相关关关概概概念念念

考虑如下广义系统:⎧⎨⎩𝐸𝜎𝑥(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡) + 𝑤(𝑡),

𝑦(𝑡) = 𝐶𝑥(𝑡).
(1)

其中: 𝜎𝑥(𝑡)在连续系统中表示 𝑥̇(𝑡),在离散系统则表

示𝑥(𝑡+1); 𝑥(𝑡) ∈ 𝑹𝑛、𝑤(𝑡) ∈ 𝑹𝑛和 𝑦(𝑡) ∈ 𝑹𝑝分别是

系统状态向量、干扰和输出状态向量; 𝐸,𝐴 ∈ 𝑹𝑛×𝑛,

𝐶 ∈ 𝑹𝑝×𝑛, rank(𝐸) = 𝑟 < 𝑛, rank(𝐶) = 𝑝. 假设系

统初始状态满足𝑥−(0) ⩽ 𝑥(0) ⩽ 𝑥+(0),干扰𝑤(𝑡)满

足𝑤− ⩽ 𝑤(𝑡) ⩽ 𝑤+. 其中𝑥−(0), 𝑥+(0)和𝑤−, 𝑤+分

别为初始状态和干扰已知的上下界. 不失一般性,假

设系统 (1)是可观测的,则有

rank

[
𝐸

𝐶

]
= 𝑛.

因此,存在行满秩矩阵 [ 𝑇 𝑁 ],使得

𝑇𝐸 +𝑁𝐶 = 𝐼𝑛. (2)

定定定义义义 1 基于原系统的可测信息 𝑦(𝑡), 构造两

个新系统, 它们能分别估计出原系统状态的上下边

界𝑥+(𝑡)和𝑥−(𝑡), 使得对于任何 𝑡 ⩾ 0, 都有𝑥−(𝑡) ⩽
𝑥(𝑡) ⩽ 𝑥+(𝑡), 则两个新系统分别称为系统 (1)的上、

下界观测器,它们共同称为系统 (1)的区间观测器.

定定定义义义 2 若方阵𝐴所有特征值都有负实部, 则

称其为Hurwitz矩阵; 若方阵𝐴所有特征值范数小于

1,则称其为 Schur矩阵;若方阵𝐴所有元素均为非负,

则称其为非负矩阵;若方阵𝐴所有非主对角线元素均

为非负,则称其为Metzler矩阵.

引引引理理理 1 [15] 对于离散系统𝑥(𝑡 + 1) = 𝐴𝑥(𝑡) +

𝜔(𝑡), 若𝑥(0) ⩾ 0, 则必有𝑥(𝑡) ⩾ 0, 其中𝑥(𝑡) ∈ 𝑹𝑛,

𝜔 : 𝒁+ → 𝑹𝑛
+, 𝐴 ∈ 𝑹𝑛×𝑛

+ 是非负矩阵.

引引引理理理 2 [17] 对于连续系统 𝑥̇ = 𝐴𝑥+𝜔,若𝑥(0) ⩾
0, 则必有𝑥 ⩾ 0, 其中𝑥 ∈ 𝑹𝑛, 𝜔 : 𝑹+ → 𝑹𝑛

+, 𝐴 ∈
𝑹𝑛×𝑛是Metzler矩阵.

2 离离离散散散广广广义义义系系系统统统

考虑广义系统 (1)的离散形式,即⎧⎨⎩𝐸𝑥(𝑡+ 1) = 𝐴𝑥(𝑡) + 𝑤(𝑡),

𝑦(𝑡) = 𝐶𝑥(𝑡).
(3)

基于式 (2),系统 (3)可写为

𝑥(𝑡+ 1) = 𝑇𝐴𝑥(𝑡) + 𝑇𝑤(𝑡) +𝑁𝑦(𝑡+ 1). (4)

此时,上界区间观测器可设计为

𝑥+(𝑡+ 1) =𝑇𝐴𝑥+(𝑡) + 𝑇+𝑤+ − 𝑇−𝑤−+

𝐿(𝑦(𝑡)− 𝐶𝑥+(𝑡)) +𝑁𝑦(𝑡+ 1). (5)

其中: 𝑇+ = max(0, 𝑇 ), 𝑇− = 𝑇+ − 𝑇 ,显然𝑇+ ⩾ 0,

𝑇− ⩾ 0, 𝐿 ∈ 𝑹𝑛×𝑝为增益矩阵.

若定义上界估计误差为 𝑥̃+(𝑡) = 𝑥+(𝑡)− 𝑥(𝑡),则

由式 (4)和 (5)易得

𝑥̃+(𝑡+ 1) = 𝑥+(𝑡+ 1)− 𝑥(𝑡+ 1) =

𝑇𝐴𝑥+(𝑡) + 𝑇+𝑤+ − 𝑇−𝑤− + 𝐿(𝑦(𝑡)− 𝐶𝑥+(𝑡))+

𝑁𝑦(𝑡+ 1)− 𝑇𝐴𝑥(𝑡)− 𝑇𝑤(𝑡)−𝑁𝑦(𝑡+ 1) =

(𝑇𝐴− 𝐿𝐶)𝑥̃+(𝑡) + (𝑇+𝑤+ − 𝑇−𝑤−)− 𝑇𝑤(𝑡). (6)

类似地,下界观测器设计为

𝑥−(𝑡+ 1) =𝑇𝐴𝑥−(𝑡) + 𝑇+𝑤− − 𝑇−𝑤++

𝐿(𝑦(𝑡)− 𝐶𝑥−(𝑡)) +𝑁𝑦(𝑡+ 1).

若下界估计误差定义为 𝑥̃−(𝑡) = 𝑥(𝑡)− 𝑥−(𝑡),同样有

𝑥̃−(𝑡+ 1) =

(𝑇𝐴− 𝐿𝐶)𝑥̃−(𝑡) + 𝑇𝑤(𝑡)− (𝑇+𝑤− − 𝑇−𝑤+). (7)

由于𝑇+ ⩾ 0, 𝑇− ⩾ 0,有

𝑇−𝑤− ⩽ 𝑇−𝑤(𝑡) ⩽ 𝑇−𝑤+,

𝑇+𝑤− ⩽ 𝑇+𝑤(𝑡) ⩽ 𝑇+𝑤+.

显然

𝑇+𝑤+ − 𝑇−𝑤− ⩾ 𝑇+𝑤(𝑡)− 𝑇−𝑤(𝑡) ⇐⇒
𝑇+𝑤+ − 𝑇−𝑤− ⩾ 𝑇𝑤(𝑡) ⇐⇒
𝑇+𝑤+ − 𝑇−𝑤− − 𝑇𝑤(𝑡) ⩾ 0.

并有

𝑇+𝑤(𝑡)− 𝑇−𝑤(𝑡) ⩾ 𝑇+𝑤− − 𝑇−𝑤+ ⇐⇒
𝑇𝑤(𝑡) ⩾ 𝑇+𝑤− − 𝑇−𝑤+ ⇐⇒
𝑇𝑤(𝑡)− (𝑇+𝑤− − 𝑇−𝑤+) ⩾ 0.

因此,为了满足𝑥−(𝑡) ⩽ 𝑥(𝑡) ⩽ 𝑥+(𝑡),需保证误差系
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统 (6)和 (7)是稳定收敛的,且状态非负.由假设 𝑥̃+(0)

= 𝑥+(0) − 𝑥(0) ⩾ 0和 𝑥̃−(0) = 𝑥(0) − 𝑥−(0) ⩾ 0,由

引理 1可知,只需 (𝑇𝐴− 𝐿𝐶)是 Schur且非负矩阵.

注注注 1 在为系统 (3)设计常规观测器的方法中,

已有多种方法可以求得增益矩阵𝐿,使得 (𝑇𝐴 − 𝐿𝐶)

是Schur矩阵的, 如文献 [24]利用线性矩阵不等式

(LMI)求解增益矩阵𝐿以使 (𝑇𝐴− 𝐿𝐶)是Schur矩阵.

但在常规观测器中,求得的增益矩阵𝐿无需保证 (𝑇𝐴

− 𝐿𝐶)是非负矩阵.事实上, 尚未发现可以直接求得

增益矩阵以使 (𝑇𝐴 − 𝐿𝐶)是 Schur且非负矩阵的方

法.

对系统 (3)进行线性变换,即 𝜉(𝑡) = 𝑃𝑥(𝑡), 其中

可逆矩阵𝑃 ∈ 𝑹𝑛×𝑛. 令𝑆 = 𝑃−1,有𝑥(𝑡) = 𝑆𝜉(𝑡),则

系统 (3)变为⎧⎨⎩ 𝐸̄𝜉(𝑡+ 1) = 𝐴𝜉(𝑡) + 𝑤(𝑡),

𝑦(𝑡) = 𝐶𝜉(𝑡).
(8)

其中: 𝐸̄ = 𝐸𝑆, 𝐴 = 𝐴𝑆, 𝐶 = 𝐶𝑆.

引引引理理理 3 对于系统 (8),有 rank

[
𝐸̄

𝐶

]
= 𝑛.

证证证明明明 因为

rank

[
𝐸̄

𝐶

]
= rank

[
𝐸𝑆

𝐶𝑆

]
= rank

{[
𝐸

𝐶

]
𝑆
}
= 𝑛,

所以引理成立. 2
引引引理理理 4 存在满秩矩阵 [ 𝑇 𝑁̄ ],使得

[ 𝑇 𝑁̄ ]

[
𝐸̄

𝐶

]
= 𝐼𝑛,

即

𝑇𝐸̄ + 𝑁̄𝐶 = 𝐼𝑛. (9)

其中: 𝑇 = 𝑃𝑇 , 𝑁̄ = 𝑃𝑁 .

证证证明明明 因为

[ 𝑇 𝑁̄ ]

[
𝐸̄

𝐶

]
= [ 𝑃𝑇 𝑃𝑁 ]

[
𝐸𝑃−1

𝐶𝑃−1

]
=

𝑃𝑇𝐸𝑃−1 + 𝑃𝑁𝐶𝑃−1 =

𝑃 (𝑇𝐸 +𝑁𝐶)𝑃−1 = 𝐼𝑛,

所以引理成立. 2
由式 (9),系统 (8)可表达为

𝜉(𝑡+ 1) = 𝑇𝐴𝜉(𝑡) + 𝑇𝑤(𝑡) + 𝑁̄𝑦(𝑡+ 1). (10)

对系统 (8)设计区间观测器如下:⎧⎨⎩

𝜉−(𝑡+ 1) =

𝑅𝜉−(𝑡) + 𝑇+𝑤− − 𝑇−𝑤+ + 𝑃𝐿𝑦(𝑡) + 𝑁̄𝑦(𝑡+ 1),

𝜉+(𝑡+ 1) =

𝑅𝜉+(𝑡) + 𝑇+𝑤+ − 𝑇−𝑤− + 𝑃𝐿𝑦(𝑡) + 𝑁̄𝑦(𝑡+ 1).

(11)

其中: 选择𝑅 = (𝑇𝐴 − 𝑃𝐿𝐶)是 Schur且非负矩阵,

𝑇+ = max(0, 𝑇 ), 𝑇− = 𝑇+ − 𝑇 . 类似地,可以得到

𝑇+𝑤+ − 𝑇−𝑤− − 𝑇𝑤(𝑡) ⩾ 0,

𝑇𝑤(𝑡)− (𝑇+𝑤− − 𝑇−𝑤+) ⩾ 0.

定定定理理理 1 若存在可逆矩阵𝑃 ∈ 𝑹𝑛×𝑛和矩阵𝐿

∈ 𝑹𝑛×𝑝, 使得 Schur且非负矩阵𝑅 = (𝑇𝐴 − 𝑃𝐿𝐶)

成立,令𝑃+ = max(0, 𝑃 ), 𝑃− = 𝑃+ − 𝑃 ,则当

𝜉−(0) = 𝑃+𝑥−(0)− 𝑃−𝑥+(0),

𝜉+(0) = 𝑃+𝑥+(0)− 𝑃−𝑥−(0)

时,系统 (11)是系统 (10)的区间观测器.

证证证明明明 1)定义上界误差为 𝜉+(𝑡) = 𝜉+(𝑡) − 𝜉(𝑡),

由式 (10)和 (11)可得

𝜉+(𝑡+ 1) = 𝜉+(𝑡+ 1)− 𝜉(𝑡+ 1) =

𝑅𝜉+(𝑡) + 𝑇+𝑤+ − 𝑇−𝑤− + 𝑃𝐿𝐶𝜉(𝑡)+

𝑁̄𝑦(𝑡+ 1)− 𝑇𝐴𝜉(𝑡)− 𝑇𝑤(𝑡)− 𝑁̄𝑦(𝑡+ 1) =

𝑅𝜉+(𝑡) + 𝑇+𝑤+ − 𝑇−𝑤− − 𝑇𝑤(𝑡).

并由𝑇+𝑤+ − 𝑇−𝑤− − 𝑇𝑤(𝑡) ⩾ 0和引理 1可知,

若 𝜉−(0) ⩽ 𝜉(0) ⩽ 𝜉+(0),则有 𝜉+(0) = 𝜉+(0)−𝜉(0) ⩾
0, 𝜉+(𝑡) = 𝜉+(𝑡)− 𝜉(𝑡) ⩾ 0. 类似地

𝜉−(𝑡+ 1) = 𝑅𝜉−(𝑡) + 𝑇𝑤(𝑡)− (𝑇+𝑤− − 𝑇−𝑤+).

若 𝜉−(0) ⩽ 𝜉(0) ⩽ 𝜉+(0),有𝜉−(0) = 𝜉(0)− 𝜉−(0) ⩾ 0,

则必有 𝜉−(𝑡) = 𝜉(𝑡)− 𝜉−(𝑡) ⩾ 0.

2) 下面证明 𝜉−(0) ⩽ 𝜉(0) ⩽ 𝜉+(0). 由 𝜉(𝑡) =

𝑃𝑥(𝑡), 𝜉(0) = 𝑃𝑥(0),以及

𝜉(0) =𝑃𝑥(0) = (𝑃+ − 𝑃−)𝑥(0) =

𝑃+𝑥(0)− 𝑃−𝑥(0),

有

𝑃+𝑥−(0)− 𝑃−𝑥+(0) ⩽ 𝜉(0) ⩽

𝑃+𝑥+(0)− 𝑃−𝑥−(0).

因此,当

𝜉−(0) = 𝑃+𝑥−(0)− 𝑃−𝑥+(0),

𝜉+(0) = 𝑃+𝑥+(0)− 𝑃−𝑥−(0)

时,有

𝜉−(0) ⩽ 𝜉(0) ⩽ 𝜉+(0).

综合 1)和 2),可得定理 1成立. 2
因𝑥(𝑡) = 𝑆𝜉(𝑡),显然

inf(𝑆𝜉−(𝑡), 𝑆𝜉+(𝑡)) ⩽ 𝑥 ⩽ sup(𝑆𝜉−(𝑡), 𝑆𝜉+(𝑡)).

又因𝑥−(0) ⩽ 𝑥(0) ⩽ 𝑥+(0),系统 (3)的区间观测器为⎧⎨⎩𝑥−(𝑡) = inf(𝑆𝜉−(𝑡), 𝑆𝜉+(𝑡)),

𝑥+(𝑡) = sup(𝑆𝜉−(𝑡), 𝑆𝜉+(𝑡)).

由𝑅 = (𝑇𝐴− 𝑃𝐿𝐶)可得
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𝑅 = 𝑇𝐴− 𝑃𝐿𝐶 = 𝑇𝐴𝑃−1 − 𝑃𝐿𝐶𝑃−1,

𝑅𝑃 = 𝑇𝐴− 𝑃𝐿𝐶 = 𝑃𝑇𝐴− 𝑃𝐿𝐶.

即有Sylvester方程

𝑃𝑇𝐴−𝑅𝑃 = 𝑄𝐶, 𝑄 = 𝑃𝐿. (12)

若矩阵𝑅和𝑇𝐴没有相同的特征值,则对于任意矩阵

𝑄, Sylvester方程 (12)存在唯一的解𝑃 和𝐿[17].

3 连连连续续续广广广义义义系系系统统统

考虑广义系统 (1)的连续形式,即⎧⎨⎩𝐸𝑥̇ = 𝐴𝑥+ 𝑤,

𝑦 = 𝐶𝑥.
(13)

类似地,系统 (13)可写为

𝑥̇ = 𝑇𝐴𝑥+ 𝑇𝑤 +𝑁𝑦̇.

为了去掉 𝑦̇项,进行系统变换 𝑧 = 𝑥−𝑁𝑦,即𝑥 = 𝑧 +

𝑁𝑦,有

𝑧̇ = 𝑇𝐴(𝑧 +𝑁𝑦) + 𝑇𝑤 = 𝑇𝐴𝑧 + 𝑇𝑤 + 𝑇𝐴𝑁𝑦, (14)

则系统 (14)的上界观测器可以写为

𝑧̇+ =(𝑇𝐴− 𝐿𝐶)𝑧+ + 𝑇+𝑤+ − 𝑇−𝑤−+

((𝑇𝐴− 𝐿𝐶)𝑁 + 𝐿)𝑦. (15)

其中: 𝑇+, 𝑇−和𝐿定义同前. 定义上界误差 𝑧+ = 𝑧+

− 𝑧,则由式 (14)和 (15)得

˙̃𝑧+ = 𝑧̇+ − 𝑧̇ =

(𝑇𝐴− 𝐿𝐶)𝑧+ + 𝑇+𝑤+ − 𝑇−𝑤−+

((𝑇𝐴− 𝐿𝐶)𝑁 + 𝐿)𝑦 − 𝑇𝐴𝑧 − 𝑇𝑤 − 𝑇𝐴𝑁𝑦 =

(𝑇𝐴− 𝐿𝐶)𝑧+ + 𝑇+𝑤+ − 𝑇−𝑤− − 𝑇𝑤.

类似地,下界观测器可以写为

𝑧̇− =(𝑇𝐴− 𝐿𝐶)𝑧− + 𝑇+𝑤− − 𝑇−𝑤++

((𝑇𝐴− 𝐿𝐶)𝑁 + 𝐿)𝑦.

下界误差为 𝑧− = 𝑧 − 𝑧−,则

˙̃𝑧− = (𝑇𝐴− 𝐿𝐶)𝑧− + 𝑇𝑤 − (𝑇+𝑤− − 𝑇−𝑤+).

显然有

𝑇+𝑤+ − 𝑇−𝑤− − 𝑇𝑤 ⩾ 0,

𝑇𝑤 − (𝑇+𝑤− − 𝑇−𝑤+) ⩾ 0.

类似地, 为了满足 𝑡 ⩾ 0的任意时刻, 有 𝑧− ⩽ 𝑧

⩽ 𝑧+,只需保证 𝑧+和 𝑧−收敛且非负.若有 𝑧−0 ⩽ 𝑧0 ⩽
𝑧+0 ,则根据引理 2可知,只需 (𝑇𝐴− 𝐿𝐶)是Hurwitz且

Metzler矩阵. 同样地,直接求取这样的增益矩阵𝐿相

当困难[22].

取非奇异变换矩阵𝑃 , 𝜉 = 𝑃𝑧,系统 (14)可写为

𝜉 = 𝑃𝑇𝐴𝑃−1𝜉 + 𝑇𝑤 + 𝑃𝑇𝐴𝑁𝑦, (16)

其中𝑇 = 𝑃𝑇 .

对系统 (16)设计如下区间观测器:

⎧⎨⎩

𝜉− =𝑅𝜉− + 𝑇+𝑤− − 𝑇−𝑤++

𝑃 ((𝑇𝐴− 𝐿𝐶)𝑁 + 𝐿)𝑦,

𝜉+ =𝑅𝜉+ + 𝑇+𝑤+ − 𝑇−𝑤−+

𝑃 ((𝑇𝐴− 𝐿𝐶)𝑁 + 𝐿)𝑦.

(17)

其中:选取𝑅 = 𝑃 (𝑇𝐴−𝐿𝐶)𝑃−1是Hurwitz且Metzler

矩阵, 𝑇+ = max(0, 𝑇 ), 𝑇− = 𝑇+ − 𝑇 , 显然𝑇+ ⩾ 0,

𝑇− ⩾ 0. 类似地,有

𝑇+𝑤+ − 𝑇−𝑤− − 𝑇𝑤 ⩾ 0,

𝑇𝑤 − (𝑇+𝑤− − 𝑇−𝑤+) ⩾ 0.

定定定理理理 2 若存在可逆矩阵𝑃 和矩阵𝐿,使得所取

Hurwitz且Metzler矩阵𝑅 = 𝑃 (𝑇𝐴 − 𝐿𝐶)𝑃−1成立,

则令𝑃+ = max(0, 𝑃 ), 𝑃− = 𝑃+ − 𝑃 ,当

𝜉−0 = 𝑃+𝑧−0 − 𝑃−𝑧+0 ,

𝜉+0 = 𝑃+𝑧+0 − 𝑃−𝑧−0 ,

𝑧−0 = inf(𝑥−
0 −𝑁𝑦0, 𝑥

+
0 −𝑁𝑦0),

𝑧+0 = sup(𝑥−
0 −𝑁𝑦0, 𝑥

+
0 −𝑁𝑦0)

时,系统 (17)是系统 (16)的区间观测器.

证证证明明明 1)定义上界误差 𝜉+ = 𝜉+ − 𝜉,有
˙̃
𝜉+ = 𝜉+ − 𝜉 =

𝑅𝜉+ + 𝑇+𝑤+ − 𝑇−𝑤− − 𝑇𝑤+

𝑃 ((𝑇𝐴− 𝐿𝐶)𝑁 + 𝐿)𝑦 − 𝑃𝑇𝐴𝑃−1𝜉 − 𝑃𝑇𝐴𝑁𝑦 =

𝑅𝜉 + 𝑇+𝑤+ − 𝑇−𝑤− − 𝑇𝑤.

又因𝑇+𝑤+ − 𝑇−𝑤− − 𝑇𝑤 ⩾ 0, 利用引理 2可知, 若

𝜉+0 = 𝜉+0 − 𝜉0 ⩾ 0,则必有 𝜉+ = 𝜉+ − 𝜉 ⩾ 0. 类似地,

定义下界误差为 𝜉− = 𝜉 − 𝜉−, 同样可以得到, 若有

𝜉−0 = 𝜉0 − 𝜉−0 ⩾ 0,则必有 𝜉− = 𝜉 − 𝜉− ⩾ 0.

2) 若取 𝑧−0 = inf(𝑥−
0 − 𝑁𝑦0, 𝑥

+
0 − 𝑁𝑦0), 𝑧+0 =

sup(𝑥−
0 −𝑁𝑦0, 𝑥

+
0 −𝑁𝑦0), 𝑧0 = 𝑥0 −𝑁𝑦0,则有 𝑧−0 ⩽

𝑧0 ⩽ 𝑧+0 . 又因

𝜉0 = 𝑃𝑧0 = 𝑃+𝑧0 − 𝑃−𝑧0,

故有

𝑃+𝑧−0 − 𝑃−𝑧+0 ⩽ 𝜉0 ⩽ 𝑃+𝑧+0 − 𝑃−𝑧−0 .

取

𝜉−0 = 𝑃+𝑧−0 − 𝑃−𝑧+0 , 𝜉
+
0 = 𝑃+𝑧+0 − 𝑃−𝑧−0 ,

则有 𝜉−0 ⩽ 𝜉0 ⩽ 𝜉+0 ,即有

𝜉+0 = 𝜉+0 − 𝜉0 ⩾ 0, 𝜉−0 = 𝜉0 − 𝜉−0 ⩾ 0.

由以上结论 1)和 2)可知,定理 2成立. 2
由定理 2可知 𝜉− ⩽ 𝜉 ⩽ 𝜉+. 取𝑆 = 𝑃−1, 有 𝑧

= 𝑆𝜉,再取𝑆+ = max(0, 𝑆), 𝑆− = 𝑆+ − 𝑆,有

𝑧 = 𝑆𝜉 = 𝑆+𝜉 − 𝑆−𝜉 ⩽ 𝑆+𝜉+ − 𝑆−𝜉−,

𝑧 = 𝑆𝜉 = 𝑆+𝜉 − 𝑆−𝜉 ⩾ 𝑆+𝜉− − 𝑆−𝜉+.
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令 𝑧+ = 𝑆+𝜉+ − 𝑆−𝜉−, 𝑧− = 𝑆+𝜉− − 𝑆−𝜉+,对于系

统 (14)有 𝑧− ⩽ 𝑧 ⩽ 𝑧+. 又因𝑥 = 𝑧+𝑁𝑦,因此可以取⎧⎨⎩𝑥− = inf(𝑧− +𝑁𝑦, 𝑧+ +𝑁𝑦),

𝑥+ = sup(𝑧− +𝑁𝑦, 𝑧+ +𝑁𝑦).
(18)

对于系统 (13), 有𝑥− ⩽ 𝑥 ⩽ 𝑥+. 因此式 (18)是系统

(13)的区间观测器.

类似地,可以利用前一节中的方法来同时确定矩

阵𝑃 和𝐿. 除此之外, 文献 [16]在基于 (𝑇𝐴 − 𝐿𝐶)是

Hurwitz矩阵的基础上, 通过求取系数矩阵的约当标

准型,给出了一种确定时变可逆矩阵𝑃 (𝑡)的方法.

4 仿仿仿真真真研研研究究究

例例例 1 假设离散广义系统 (3)的参数如下:

𝐴 =

⎡⎢⎣ 0.153 0.045 0.069

0.156 0.252 0.156

0.135 −0.171 −0.636

⎤⎥⎦ ,

𝐸 =

⎡⎢⎣ 1 2 1

0 2 1

1 0 0

⎤⎥⎦ , 𝐶 =

[
1 0 0

0 1 0

]
,

𝑤𝑖(𝑡) =

⎧⎨⎩
0.7, 0 ⩽ 𝑡 < 15;

0.8 sin(0.5𝑡+ 1), 15 ⩽ 𝑡 < 30; 𝑖 = 1, 2, 3.

− 0.7, 30 ⩽ 𝑡 < 60.

设𝑤−=[−0.8,−0.8,−0.8]T, 𝑤+=[0.8, 0.8, 0.8]T.

由式 (2)可得

𝑇 =

⎡⎢⎣ 0.2 −0.2 0.4

0 0 0

0.4 0.6 −0.2

⎤⎥⎦ , 𝑁 =

⎡⎢⎣ 0.4 0

0 1

−0.2 −2

⎤⎥⎦ .

选择Schur且非负矩阵𝑅,以及𝑄为

𝑅 =

⎡⎢⎣ 0.32 0 0

0 0.14 0

0 0 0.26

⎤⎥⎦ , 𝑄 =

⎡⎢⎣ 1 0

0 1

1 1

⎤⎥⎦ .

代入并求解Sylvester方程 (12),可得

𝑃 =

⎡⎢⎣ −1.330 2 3.666 2 5.049 7

0 −7.142 9 0

−0.312 4 2.012 0 7.319 7

⎤⎥⎦ ,

𝐿 =

⎡⎢⎣ −0.278 2 0.332 8

0 −0.14

0.124 7 0.189 3

⎤⎥⎦ .

容易验证

𝑇𝐴− 𝐿𝐶 =

⎡⎢⎣ 0.331 6 −0.442 6 −0.271 8

0 0.14 0

0.003 1 0.014 1 0.248 4

⎤⎥⎦
是Schur矩阵但不是非负矩阵,但通过非奇异变换后,

𝑅 = 𝑃 (𝑇𝐴− 𝐿𝐶)𝑃−1则是 Schur且非负矩阵. 图 1所

示即为所提出区间观测器的估计效果.
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图 1 离散广义系统区间观测器的状态估计

例例例 2 假设连续广义系统 (13)的参数如下:

𝐴 =

⎡⎢⎣ −0.22 0 0

−0.1 −0.4 0.3

0 0.3 −0.4

⎤⎥⎦ ,

𝑤𝑖(𝑡) =

⎧⎨⎩
0.7, 0 ⩽ 𝑡 < 1.5;

0.8 sin(0.5𝑡+ 1), 1.5 ⩽ 𝑡 < 3; 𝑖 = 1, 2, 3.

− 0.7, 3 ⩽ 𝑡 < 6;

其他参数与例 1相同.选择Hurwitz且Metzler矩阵𝑅,

以及𝑄为

𝑅 =

⎡⎢⎣ −1.32 0 0

0 −1.14 0

0 0 −0.56

⎤⎥⎦ , 𝑄 =

⎡⎢⎣ 1 0

0 1

1 1

⎤⎥⎦ .

可以求出

𝑃 =

⎡⎢⎣ 0.784 1 −0.094 0 0.109 2

0 0.877 2 0

2.014 9 1.355 7 0.540 6

⎤⎥⎦ ,

𝐿 =

⎡⎢⎣ 2.116 0 0.576 2

0 1.140 0

−6.037 1 −3.156 7

⎤⎥⎦ .

图 2所示即为所提出区间观测器的估计效果.

-5

0

10

-4

0

2

0 1 2 3 4 5 6
-50

0

50

x
i x

i

+ x
i

-

i = 1,2,3

t /s

x
1

x
2

x
3

-2

5

0 1 2 3 4 5 6

0 1 2 3 4 5 6

图 2 连续广义系统区间观测器的状态估计

从以上两例仿真结果 (图 1和图 2)可以看出, 在

任意时刻,都有𝑥−
𝑖 (𝑡) ⩽ 𝑥𝑖(𝑡) ⩽ 𝑥+

𝑖 (𝑡), 𝑖 = 1, 2, 3, 即
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有𝑥−(𝑡) ⩽ 𝑥(𝑡) ⩽ 𝑥+(𝑡),因此本文所提区间观测器是

正确而有效的.

5 结结结 论论论

本文首次针对广义系统研究区间观测器的设计

方法, 同时考虑了离散与连续广义系统.对于离散广

义系统,考虑到直接求解相关矩阵的困难性, 将系统

进行线性变换后, 构造 Sylvester方程来求解相关矩

阵. 对于连续系统,为消去系统输出的微分项,进行了

两次等价变换, 实现了构造 Sylvester方程的目的. 仿

真实例验证了所提出方法的有效性及正确性. 同时考

虑具有外部干扰和可测噪声下的区间观测器设计,是

值得进一步研究的问题.
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