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摘 要: 针对闭环系统中时变状态空间模型和模态参数的辨识问题,提出一种递推辨识格式,将这种格式与递推子

空间方法结合,得到一种辨识方法.该方法通过重建输入输出数据之间的关系,递推辨识得到闭环系统的时变状态空

间模型和模态参数.算例研究了系统在模态参数突变和周期变化两种情况下的辨识问题,仿真结果表明,所提出算法

能有效辨识线性时变反馈系统的状态空间模型和模态参数.
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Abstract: A recursive form for the identification of the time-varying state space model and modal parameter of closed-

loop system is presented. The approach is derived from the recursive subspace method, and the state space model and

modal parameters of closed-loop system are obtained recursively by reconstruct relation of input-output data. In numerical

simulations, the parameter identification is studied by considering the cases of sudden change and periodical change of

system, respectively. The simulation results show the effectiveness of the proposed approach for identifying state space
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0 引引引 言言言

在工程应用中, 出于安全性和系统能控性的考
虑,实际被控对象往往是一个闭环系统.考虑到工作
条件等对辨识的限制,希望辨识能够在闭环条件下直
接进行, 且闭环辨识利于模型的控制系统的设计.另
一方面, 时变系统已经广泛应用于现代工程中, 如
大型空间结构的搬运装配、太阳能帆板的展开与旋

转、机械臂运动以及高速列车的行驶等过程都需要考

虑到系统的时变特性.因此, 研究时变结构的闭环参
数辨识问题具有重要的实际意义.

针对闭环系统参数辨识, Verhaegen[1]在MOESP
的基础上基于联合输入输出状态空间模型, 提出了
一种闭环的子空间辨识方法; Ljung等[2]通过递推得

到了一个多步输出预测器, 将系统的状态向量表示

为输出预测向量的线性组合,对状态空间方程组进行
回归,从而得到系统的参数矩阵; Vanoverschee等[3]在

N4SID的基础上提出了一种间接的闭环子空间辨识
方法; Chiuso等[4]基于随机实现理论和预测器模型,
提出了一种闭环子空间辨识方法 (WFA).许多闭环方
法通过构建输入输出数据的Hankel矩阵, 利用奇异
值分解 (SVD)来得到相关的系统矩阵[3-5].文献 [6]提
出了一种基于辅助变量的闭环系统子空间辨识; 文
献 [7]对定常闭环系统的子空间辨识及其应用进行了
研究.

递推子空间辨识方法通过信号子空间的迭代避

免了较高维数的Hankel矩阵求解问题, 具有计算时
间短、计算效率高的优点,因此获得了越来越多的关
注和广泛应用[8]. Longman等[9]构建了多变量定常结

收稿日期: 2014-11-10；修回日期: 2015-01-25.

基金项目: 国家自然科学基金项目(11072044, 11372056).

作者简介: 倪智宇(1985−),男,博士生,从事动力学系统的参数辨识与控制的研究；吴志刚(1971−),男,教授,博士生

导师,从事飞行器动力学与控制、鲁棒控制与最优控制等研究.



第 2期 倪智宇等: 线性时变反馈系统的状态空间模型和模态参数递推辨识 325

构系统的状态空间模型; Bosse等[10]提出了一种利用

URV分解的递推子空间方法; Yang[11]根据信号处理

方法,提出了投影估计子空间跟踪方法 (PAST);庞世
伟等[12]利用该方法辨识得到了移动质量-简支梁的时
变模态参数; 文献 [13]在文献 [11]的基础上, 采用变
因子改进梯度型 PAST算法实现了利用变因子对广
义观测阵的快速估计; Real等[14]为了提高辨识计算速

度,提出了快速估计子空间方法 (FAST);由于在PAST
方法中, 信号子空间列向量不完全严格正交, Badeau
等[15]将信号子空间的投影乘以修正后的正交矩阵,在
此基础上得到了逼近幂迭代 (API)方法, 并由此提出
了快速API方法 (FAPI)[16].文献 [11-16]中提到的各
方法的共同点是通过状态空间方程中信号子空间的

递推, 可以得到系统的模态参数值,但是没有提及完
整的系统状态空间模型辨识,并且对于闭环系统的递
推情况没有做进一步的研究.

文献 [1-5]提到的闭环子空间辨识方法均是针对
定常系统讨论的, 在本文的工作中, 考虑将子空间方
法应用于时变的闭环系统中, 并对上文中的递推子
空间方法的应用作进一步扩展, 在前人辨识模态参
数的基础上, 对时变的状态空间模型进行辨识.本文
通过重构输入输出关系,实现对闭环系统的时变模态
参数和对应的状态空间模型的系统矩阵参数 {𝐴(𝑘),
𝐵(𝑘), 𝐶(𝑘)}的识别.数值仿真选用二阶弹簧-集中质
量和旋转机械臂连杆系统这两个经典的参数时变

模型, 通过设计输出反馈控制器, 将其作为闭环系
统进行考虑, 辨识系统的时变模态参数和状态空间
模型.将这种递推方法与传统的利用 SVD的TV-ERA
方法[17]进行计算量的比较,通过对辨识得到的状态空
间模型与原系统模型的响应值进行计算和对比,验证
了利用该方法辨识得到的模型能够反映出原系统的

响应特性,从而表明本文提出的递推辨识状态空间模
型和模态参数的方法是有效的.

1 递递递推推推子子子空空空间间间方方方法法法

1.1 数数数据据据预预预处处处理理理

在对子空间跟踪算法进行辨识之前,需要对状态
空间方程中的输入输出数据进行适当的前处理.利用
系统的输入输出数据矩阵,构建对应时刻的状态量变
化, 将其作为子空间跟踪中的输入信号参数, 在子空
间追踪方法中不断更新该状态量,实现对系统的信号
子空间 (能观性矩阵)的追踪求解,进而得到时变系统
的状态空间模型和模态参数.

这里首先考虑如下基于输出反馈的离散时变系

统的数据预处理:⎧⎨⎩
𝑥(𝑘 + 1) = 𝐴(𝑘)𝑥(𝑘) +𝐵(𝑘)𝑢(𝑘),

𝑦(𝑘) = 𝐶(𝑘)𝑥(𝑘),

𝑢(𝑘) = 𝑟(𝑘)− 𝐹𝑦(𝑘).

(1)

其中: 𝑥(𝑘)为𝑛维状态变量, 𝑢(𝑘)为 𝑟维输入信号,

𝑦(𝑘)为𝑚维闭环输出信号, 𝑟(𝑘)为参考输入信号, 𝐹

为输出反馈矩阵.

这里认为参考输入 𝑟(𝑘)和闭环输出 𝑦(𝑘)是可以

通过测量得到的,输入输出矩阵的Hankel矩阵形式可

以分别写为

𝑈(𝑘 + 1) = [𝑈(𝑘) 𝑢̄(𝑘 + 1)], (2)

𝑌 (𝑘 + 1) = [𝑌 (𝑘) 𝑦(𝑘 + 1)], (3)

且有

𝑈(𝑘) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑢(1) 𝑢(2) ⋅ ⋅ ⋅ 𝑢(𝑘)

𝑢(2) 𝑢(3) ⋅ ⋅ ⋅ 𝑢(𝑘 + 1)
...

...
. . .

...

𝑢(𝑀) 𝑢(𝑀 + 1) ⋅ ⋅ ⋅ 𝑢(𝑘 +𝑀 − 1)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,

𝑌 (𝑘) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑦(1) 𝑦(2) ⋅ ⋅ ⋅ 𝑦(𝑘)

𝑦(2) 𝑦(3) ⋅ ⋅ ⋅ 𝑦(𝑘 + 1)
...

...
. . .

...

𝑦(𝑀) 𝑦(𝑀 + 1) ⋅ ⋅ ⋅ 𝑦(𝑘 +𝑀 − 1)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,
𝑢̄(𝑘 + 1) = [𝑢(𝑘 + 1) 𝑢(𝑘 + 2) ⋅ ⋅ ⋅ 𝑢(𝑘 +𝑀)]T,

𝑦(𝑘 + 1) = [𝑦(𝑘 + 1) 𝑦(𝑘 + 2) ⋅ ⋅ ⋅ 𝑦(𝑘 +𝑀)]T.

其中: 𝑘为对应的时刻, 𝑀为选取的合适的Hankel矩

阵维数.利用输入输出数据的递推更新方法[10]构建

得到的状态量 𝑧(𝑘)的更新格式为

𝑤(𝑘) = [𝑈(𝑘 − 1)𝑈T(𝑘 − 1)]−1𝑢̄(𝑘), (4)

𝛼(𝑘) = 𝑢̄T(𝑘)𝑤(𝑘), (5)

𝑧(𝑘) =

([𝑌 (𝑘 − 1)𝑈†(𝑘)]𝑢̄(𝑘)− 𝑦(𝑘))/
√

1 + 𝛼(𝑘), (6)

[𝑈(𝑘)𝑈T(𝑘)]−1 =

[𝑈(𝑘 − 1)𝑈T(𝑘 − 1)]−1 − 𝑤(𝑘)𝑤T(𝑘)/
√

1 + 𝛼(𝑘),

(7)

[𝑌 (𝑘)𝑈†(𝑘)] =

[𝑌 (𝑘 − 1)𝑈†(𝑘 − 1)]− 𝑧(𝑘)𝑤T(𝑘), (8)

其中上标“†”表示Moore-Penrose逆.通过式 (4)∼ (8)

的递推, 利用输入 𝑢̄(𝑘)和输出 𝑦(𝑘)构建每个时刻的

状态量 𝑧(𝑘),以实现子空间迭代求解中的数据更新条

件.将 𝑧(𝑘)作为子空间追踪的输入信号,这样就完成

了对系统输入输出数据的前处理过程.

1.2 递递递推推推API子子子空空空间间间方方方法法法

在进行输入输出数据的预处理后, 闭环时变系

统的辨识转变为子空间跟踪问题, 本文在这里采用

API方法进行系统的递推辨识.基于篇幅所限, 本文

在这里只给出API方法的基本步骤,详细的API方法

的推导过程参见文献 [15-16]. API方法的计算步骤见

表 1.
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表 1 API方法递推步骤[15]

初始条件: 𝑊 (0) =

[
𝐼𝑛

0(𝑚𝑀−𝑛)×𝑛

]
, 𝑍(0) = 𝐼𝑛

迭代过程中输入量 𝑧(𝑘)的给定: 将第 1.1节中生成的各个时刻的 𝑧(𝑘)作为各个时刻的输入值输入.迭代流程: 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅
步骤 公式 计算量

1) 𝑠(𝑘) = 𝑊 (𝑘 − 1)H𝑧(𝑘) 𝑚𝑀𝑛

2) ℎ(𝑘) = 𝑍(𝑘 − 1)𝑠(𝑘) 𝑛2

3) 𝑔(𝑘) = ℎ(𝑘)(𝛽 + 𝑠(𝑘)Hℎ(𝑘))−1 2𝑛

4) 𝑒(𝑘) = 𝑥(𝑘) − 𝑊 (𝑘 − 1)𝑠(𝑘) 𝑚𝑀𝑛

5) Θ(𝑘) = (𝐼𝑛 + ∥𝑒(𝑘)∥2𝑔(𝑘)𝑔(𝑘)H)−1/2 𝑚𝑀 + 𝑂(𝑛3)

𝑍(𝑘) =
1

𝛽
Θ(𝑘)

H
(𝐼𝑛 − 𝑔(𝑘)𝑠(𝑘)

H
)

6)
𝑍(𝑘 − 1)Θ(𝑘)−H

𝑂(𝑛3)

7) 𝑊 (𝑘) = (𝑊 (𝑘 − 1) + 𝑒(𝑘)𝑔(𝑘)H)Θ(𝑘) 𝑚𝑀𝑛2 + 𝑚𝑀𝑛

与经典的 PAST方法相比, API方法的计算量略

高于 PAST方法, 但是API方法在子空间的递推方面

增加了正交项,保证了投影矩阵的正交性, 加强了对

于快变子空间的跟踪性能,使得对于变化较快的时变

系统仍能够很好地跟踪和辨识.

2 模模模态态态参参参数数数和和和状状状态态态空空空间间间模模模型型型的的的辨辨辨识识识

2.1 系系系统统统矩矩矩阵阵阵𝐴(𝑘)和和和输输输出出出矩矩矩阵阵阵𝐶(𝑘)的的的辨辨辨识识识

利用上文的递推子空间方法可以递推辨识得到

系统的能观性矩阵

𝑊̂ (𝑘) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝐶(𝑘)

𝐶(𝑘 + 1)𝐴(𝑘)

𝐶(𝑘 + 2)𝐴(𝑘 + 1)𝐴(𝑘)
...

𝐶(𝑘 +𝑀 − 1)𝐴(𝑘 +𝑀 − 2) ⋅ ⋅ ⋅𝐴(𝑘)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

(9)

其中上标“∧”为系统的辨识值.通过 𝑊̂ (𝑘)构造系统

矩阵𝐴(𝑘),有

𝐴(𝑘) = [𝑊1(𝑘)]
†[𝑊2(𝑘)], (10)

其中𝑊1(𝑘)和𝑊2(𝑘)分别为𝑊 (𝑘)的前𝑚 × (𝑀 − 1)

行和后𝑚 × (𝑀 − 1)行构成的矩阵.下面通过系统矩

阵𝐴(𝑘)求解时变系统各采样时刻的频率和阻尼比.

由于在时变系统中,各组状态空间模型之间不再具有

相同的特征根,以往针对定常系统的特征根分析和模

态参数分析理论不再适用, Liu[18]根据“时间冻结”原

理,提出了针对时变系统模态参数分析的伪模态分析

理论.该方法仿照定常系统中模态参数的概念, 在辨

识中认为时变系统的模态参数在极小的时间间隔内

是不变的,从而在各个采样时刻分别计算出当前时刻

的模态参数, 利用这些采样时刻的模态参数 (伪模态

参数)来反映系统的时变特性.利用上述的伪模态理

论,对𝐴(𝑘)进行特征值分解,可得

𝐴(𝑘) = 𝜓(𝑘)Λ(𝑘)𝜓−1(𝑘). (11)

其中: Λ(𝑘) = diag(𝜆1(𝑘), 𝜆2(𝑘), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜆𝑛(𝑘))为对角特

征根矩阵, 𝜆𝑖(𝑘)为时变共轭复特征根; 𝜓(𝑘)为时变

特征向量.第 𝑖阶伪特征根𝜆𝑖(𝑘) = exp(−𝜁𝑖(𝑘)Δ𝑡 ±
𝑗𝜔𝑑𝑖(𝑘)Δ𝑡), 𝑗 =

√−1.其中: 𝜁𝑖(𝑘)为系统的第 𝑖阶伪

阻尼比, 𝜔𝑑𝑖(𝑘)为系统的第 𝑖阶含阻尼的伪固有频率,

Δ𝑡为采样时间.

输出矩阵𝐶(𝑘)是由信号子空间𝑊 (𝑘)的前𝑚行

组成的矩阵.矩阵𝐴(𝑘)和𝐶(𝑘)都可以直接从能观性

矩阵𝑊 (𝑘)中计算得到,下面关注如何利用递推形式

计算得到输入矩阵 𝐵̂(𝑘).

2.2 输输输入入入矩矩矩阵阵阵𝐵(𝑘)的的的辨辨辨识识识

一般而言,在实验中递推方法往往只利用一组输

入输出数据就可以进行模态参数的辨识,但这样无法

直接通过输入输出数据利用最小二乘法进行 𝐵̂(𝑘)的

计算.为此,这里考虑通过递推辨识得到 𝐵̂(𝑘).

定义另外一组状态量 𝑥̂(𝑘), 使其满足系统实现

{𝐴(𝑘), 𝐵̂(𝑘), 𝐶(𝑘)},则有

𝑥̂(𝑘 + 1) = 𝐴(𝑘)𝑥̂(𝑘) + 𝐵̂(𝑘)𝑢(𝑘), (12)

𝑦(𝑘) = 𝐶(𝑘)𝑥̂(𝑘). (13)

因为 𝑥̂(𝑘+1) = 𝐶(𝑘+1)†𝑦(𝑘+1),所以方程 (12)

可以改写为

𝐶(𝑘 + 1)†𝑦(𝑘 + 1) = 𝐵̂(𝑘)𝑢(𝑘) +𝐴(𝑘)𝐶†(𝑘)𝑦(𝑘),

(14)

即

𝑦(𝑘 + 1) =

𝐶(𝑘 + 1)𝐵̂(𝑘)𝑢(𝑘) + 𝐶(𝑘 + 1)𝐴(𝑘)𝐶†(𝑘)𝑦(𝑘), (15)

则每个时刻的递推形式可以写为

𝑦(𝑘 + 2) =

𝐶(𝑘 + 2)𝐴(𝑘 + 1)𝐵̂(𝑘)𝑢(𝑘)+

𝐶(𝑘 + 2)𝐵̂(𝑘 + 1)𝑢(𝑘 + 1)+

𝐶(𝑘 + 2)𝐴(𝑘 + 1)𝐴(𝑘)𝐶†(𝑘)𝑦(𝑘),

...
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𝑦(𝑘 +𝑀) =

𝐶(𝑘 +𝑀)𝐴(𝑘 +𝑀 − 1) ⋅ ⋅ ⋅
𝐴(𝑘 + 1)𝐵̂(𝑘)𝑢(𝑘)+

𝐶(𝑘 +𝑀)𝐴(𝑘 +𝑀 − 1) ⋅ ⋅ ⋅
𝐵̂(𝑘 + 1)𝑢(𝑘 + 1) + ⋅ ⋅ ⋅+
𝐶(𝑘 +𝑀)𝐴(𝑘 +𝑀 − 1) ⋅ ⋅ ⋅
𝐴(𝑘 + 1)𝐴(𝑘)𝐶†(𝑘)𝑦(𝑘). (16)

将方程 (15)和 (16)写为广义形式

𝑌 (𝑘) = 𝑂(𝑘)𝑢(𝑘) + Δ(𝑘)𝑈(𝑘). (17)

其中

𝑌 (𝑘) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑦(𝑘 + 1)

𝑦(𝑘 + 2)
...

𝑦(𝑘 +𝑀)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , 𝑈(𝑘) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑦(𝑘)

𝑢(𝑘 + 1)
...

𝑢(𝑘 +𝑀 − 1)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,

𝑂̂(𝑘) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝐶(𝑘 + 1)𝐵̂(𝑘)

𝐶(𝑘 + 2)𝐴(𝑘 + 1)𝐵̂(𝑘)
...

𝐶(𝑘 +𝑀)𝐴(𝑘 +𝑀 − 1) ⋅ ⋅ ⋅ 𝐵̂(𝑘)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,
则有

𝑂̂(𝑘) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝐶(𝑘 + 1)

𝐶(𝑘 + 2)𝐴(𝑘 + 1)
...

𝐶(𝑘 +𝑀) ⋅ ⋅ ⋅𝐴(𝑘 + 1)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ 𝐵̂(𝑘) =

𝑊̂ (𝑘 + 1)𝐵̂(𝑘), (18)

即

𝐵̂(𝑘) = 𝑊̂ †(𝑘 + 1)𝑂̂(𝑘). (19)

其中 𝑊̂ †(𝑘 + 1)和 𝑂̂(𝑘)均已通过辨识得到,由此可以

计算得到输入矩阵 𝐵̂(𝑘).

对于输入矩阵 𝐵̂(𝑘)的辨识,如果在𝑚×𝑛维的输
出矩阵𝐶(𝑘)中𝑚 ⩾ 𝑛, 则也可以直接通过输出方程

(13)计算得到每个时刻的状态量

𝑥̂(𝑘) = 𝐶†(𝑘)𝑦(𝑘), (20)

从而直接利用状态量 𝑥̂(𝑘)和输入𝑢(𝑘),通过递推子空

间方法进行 𝐵̂(𝑘)的辨识.这时原方程 (17)的广义形

式变为

𝑌 (𝑘) = 𝑂(𝑘)𝑢(𝑘) + Δ(𝑘)𝑈(𝑘). (21)

其中

𝑌 (𝑘) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑥̂(𝑘 + 1)

𝑥̂(𝑘 + 2)
...

𝑥̂(𝑘 +𝑀)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , 𝑈(𝑘) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑥̂(𝑘)

𝑢̂(𝑘 + 1)
...

𝑢̂(𝑘 +𝑀 − 1)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,

𝑂̂(𝑘) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝐵̂(𝑘)

𝐴(𝑘 + 1)𝐵̂(𝑘)
...

𝐴(𝑘 +𝑀 − 1) ⋅ ⋅ ⋅ 𝐵̂(𝑘)

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ .
这种情况下可以直接提取矩阵 𝑂̂(𝑘)的前𝑛行得

到输入矩阵 𝐵̂(𝑘).

3 数数数值值值仿仿仿真真真

为了验证这种递推方法对时变状态空间模型和

模态参数辨识的效果,数值算例首先选用文献 [19]中
的二阶弹簧-质量系统模型, 本文通过设计控制器将
其作为闭环系统来考虑.其中: 滑块的质量𝑚1 = 𝑚2

= 1kg; 阻尼系数𝐸1 = 1N⋅s/m, 𝐸2 = 0.8N⋅s/m; 采
样时间Δ𝑡 = 0.000 2 s.输入为随机激励信号,质量块
的水平位移为输出.定义输出信号的信噪比 (SNR)为

SNR = 𝜎𝑟/𝜎𝑛𝑟. (22)

其中: 𝜎𝑟为原输出信号的标准差, 𝜎𝑛𝑟为含有噪声的
输出信号标准差.在仿真中,定义 SNR = 50,在输入/
输出的Hankel矩阵中, 𝑀 = 10.考虑刚度矩阵突变的
情况,即有

𝐾1 =

⎧⎨⎩

1 000N/m, 0 ⩽ 𝑡 ⩽ 0.3;

500N/m, 0.3 < 𝑡 ⩽ 0.8;

1 000N/m, 0.8 < 𝑡 ⩽ 1.6;

500N/m, 1.6 < 𝑡 ⩽ 2.

𝐾2 = 2000N/m.

根据方程 (1)的形式, 利用线性二次型调节器
(LQR)方法设计输出反馈控制器𝐹 ,利用本文提出的
方法进行能观性矩阵 𝑊̂ (𝑘)辨识,进而得到模型矩阵
和闭环的模态参数.频率值的辨识结果如图 1所示.
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图 1 频率值辨识结果的比较 (SNR = 50)
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图 1表明,所提方法对于系统模态参数突变的情

况可以进行有效地跟踪.接下来利用第 2节中提出的

递推方法辨识状态空间模型,并通过给定相同的输入

和初始条件,利用输出值进行闭环响应值对比, 以检

验辨识所得到的实现 {𝐴(𝑘), 𝐵̂(𝑘), 𝐶(𝑘)}的精度, 结

果如图 2所示.
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图 2 原系统和辨识得到的系统的位移响应值比较

由图 2中可以看出, 位移响应基本上反映出了

系统的特性, 对系统的时变模型的辨识是比较准确

的.值得说明的是, 这里采用的是比较原模型响应和

辨识模型响应的方式来进行状态空间模型精度的比

较, 这是因为一个系统具有无穷多组的状态空间模

型 {𝐴(𝑘), 𝐵(𝑘), 𝐶(𝑘)},而这些组模型矩阵的元素值并

不相同 (例如有两组矩阵𝐴(𝑘)都是该系统的状态空

间实现矩阵,但是这两个矩阵中的具体元素值并不相

同), 因此无法通过给出两组模型矩阵里的具体元素

值来比较辨识结果的正确性.但是, 由于这些组的状

态空间模型均能表征该系统,都满足相同的输入输出

关系,利用文献 [17]中的验证方法, 通过给定相同的

输入和初始条件,比较系统的输出值来验证辨识得到

的状态空间模型的正确性.

这里选取一个文献 [18]中的空间机械臂的例子,

与原文不同的是, 这里通过设计输出反馈控制器, 将

其作为一个闭环系统进行考虑,其结构如图 3所示.

在图 3中: 𝑢1和𝑢2为在关节上施加的力矩,关节

1和关节 2的阻尼系数为 𝑑1和 𝑑2, 转动刚度为 𝑘1和

𝑘2, 均质连杆的质量均为𝑚, 长度均为 𝑙.考虑在连杆

的自由端施加一个时变的作用力 𝑓(𝑡),令 𝑓(𝑡)始终垂

直于水平方向𝑥轴, 即与水平方向的夹角𝜙3 = 90∘.

连杆与水平方向的初始夹角为𝜙10和𝜙20.当连杆受

到扰动时, 连杆将会在它们的平衡位置附近振动,实

际角度为𝜙1 = 𝜙10 + 𝜙11和𝜙2 = 𝜙20 + 𝜙21.

u1

y

x

u2

Ф1

x

f t( )

Ф2

Ф3

图 3 二连杆机械臂模型

假定角度的振动很小,系统一般形式的动力学方

程可以写为

𝑀𝜑+ 𝐸𝜑̇+𝐾(𝑡)𝜑 = 𝑢(𝑡). (23)

其中: 𝜑 = [𝜙11 𝜙21]
T,而动力学方程中的其他参数为

𝑀 =[
𝑎1 (𝑎1 + 𝜇2𝑙𝑟2) cos(Δ𝜙0)

(𝑎1 + 𝜇2𝑙𝑟2) cos(Δ𝜙0) 𝑎3

]
,

𝐾(𝑡) =[
𝑎4 − 𝑓(𝑡)𝑙 cos(Δ𝜙1) −𝑘2

−𝑘2 𝑎5 − 𝑓(𝑡)𝑙 cos(Δ𝜙2)

]
,

𝐸 =

[
𝑑1 + 𝑑2 −𝑑2
−𝑑2 𝑑2

]
, 𝑢(𝑡) =

[
𝑢1(𝑡)− 𝑢2(𝑡)

𝑢2(𝑡)

]
,

且有

𝑎1 =
4

3
𝑚𝑙2, 𝑎2 =

1

2
𝑚𝑙2, 𝑎3 =

1

3
𝑚𝑙2,

𝑎4 = 𝑘1 + 𝑘2 − 3

2
𝑚𝑙2𝑔 sin𝜙10,

𝑎5 = 𝑘2 − 1

2
𝑚𝑙2𝑔 sin𝜙20,

Δ𝜙0 = 𝜙10 − 𝜙20, Δ𝜙1 = 𝜙10 − 𝜙3,

Δ𝜙2 = 𝜙20 − 𝜙3.

在仿真中,首先将方程 (23)改写为状态空间方程

形式, 同样利用LQR方法设计输出反馈控制器增益

参数𝐹 .算例中的各参数给定如下:

𝑙 = 1m, 𝑚 = 1kg, 𝑑1 = 𝑑2 = 0.8N⋅m ⋅s/rad,
𝑘1 = 𝑘2 = 80N⋅m/rad,

初始角度

𝜙10 = 0∘, 𝜙20 = 90∘, 𝜙3 = 90∘.

参数矩阵中的作用力 𝑓(𝑡)为

𝑓(𝑡) =

⎧⎨⎩
𝑓0, 0 ⩽ 𝑡 ⩽ 15;

𝑓0 −Δ𝑓 sin(π(𝑡− 0.5)/6), 15 < 𝑡 ⩽ 80;

𝑓0 −Δ𝑓, 80 < 𝑡 ⩽ 100.
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其中: 𝑓0 = 20N, Δ𝑓 = 10N.闭环输入𝑢(𝑡)采用随机

激励.输出矩阵直接给定为𝐶 = 𝐼 , 即 𝑦 = 𝑥.采样时

间Δ𝑡 = 0.01 s,进行 20次随机振动实验.本算例中考

虑SNR分别为 30、50和 100时的辨识情况.利用API

方法辨识系统的模态频率和控制器反馈参数矩阵,

在构建的Hankel矩阵中𝑀 = 20,遗忘因子 𝛽 = 0.98.

在 SNR = 50情况下的频率辨识比较仿真结果如图 4

所示.
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图 4 频率值辨识结果的比较 (SNR = 50)

这里将辨识结果的平均绝对百分误差 (MAPE)

定义为

𝑒MAPE =
1

𝐿

𝐿∑
𝑘=1

∣𝜔𝑘 − 𝜔̂𝑘∣
𝜔𝑘

× 100%. (24)

其中: 𝜔𝑘和 𝜔̂𝑘分别为 𝑘时刻频率的理论值和辨识值,

𝐿为采样点数.系统各阶频率和阻尼比的MAPE误差

比较如表 2所示.

表 2 频率和阻尼比的MAPE比较

MAPE /%
信噪比 SNR

𝜔𝑑1 𝜁1 𝜔𝑑2 𝜁2

无噪声 2.840 3 9.785 3 1.357 3 4.764 2

100 3.343 4 11.678 5 1.934 4 6.356 7

50 3.744 3 22.346 5 2.368 9 6.955 7

30 4.144 6 26.478 5 2.585 3 9.680 1

由表 2可知, 随着信噪比的减小, 频率的MAPE

值越来越大,但仍不超过 5%,表明对频率的辨识精度

较好,但阻尼比的误差较大,最大可接近 30%.

同样利用系统的闭环响应曲线对状态空间模型

的辨识结果进行比较.这里除了采用本文的递推方

法,还采用Majii提出的基于重复实验原理的TV-ERA

算法[17]辨识了该时变系统的模型参数 {𝐴(𝑘), 𝐵̂(𝑘),

𝐶(𝑘)},两种方法的模型响应曲线如图 5所示.
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图 5 原系统和辨识得到的系统响应值比较

图 5结果表明,这两种方法均能有效地辨识得到

系统的模型参数.

将本文的递推方法与TV-ERA两种时变系统辨

识方法的计算时间进行比较 (20次实验的平均时间),

其中Hankel矩阵的行数𝑀分别考虑取为 10、15和

20时的情况 (两种方法的Hankel矩阵的列数均选为

20),采样点数为 10 000个,结果如表 3所示.

表 3 递推和时变ERA方法的计算时间比较

计算时间/s
Hankel矩阵行数𝑀

递推子空间 时变ERA

10 8.84 26.29

15 10.74 36.96

20 14.14 52.68

由表 3可以看出,由于递推方法不需要进行 SVD

计算, 大幅减少了计算时间.而从算法的计算复杂

性上也可以分析得到, 递推方法在每个采样时刻的

计算复杂度 (如表 1所示)为𝑂(𝑛3),时变ERA方法由

于需要利用SVD计算,为了保证在SVD计算时得到

系统的所有阶次对应的奇异值, 需要确保Hankel矩

阵的维数 (这里定义维数为 𝑙1 × 𝑙2)大于系统的阶次

𝑛,即 𝑙1 > 𝑛, 𝑙2 > 𝑛.因此,每一次奇异值分解的计算

复杂度𝑂(min(𝑙1𝑙
2
2, 𝑙

2
1𝑙2))要高于递推方法, 特别是当

系统的维数比较高时, Hankel矩阵所选取的维数 𝑙1和

𝑙2也将相应增加,从而导致SVD所需的实际计算量大

幅增长,所以递推方法从计算时间复杂度上要低于时

变ERA方法.
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4 结结结 论论论

本文针对闭环时变系统的状态空间模型辨识,从

递推子空间理论出发,提出了一种递推辨识系统矩阵

的格式.这种递推格式通过重建状态空间方程中的输

入输出关系,构建新的信号子空间, 从中得到状态空

间模型系数矩阵.文中通过二阶质量块和旋转机械臂

的例子, 验证了模态参数突变和周期变化两种情况,

通过比较原系统和辨识得到的系统模型的响应值,验

证了辨识得到的状态空间模型参数的效果.仿真算例

结果表明,本文提出的这种递推辨识方法能够有效地

辨识闭环系统的状态空间模型和相应的模态参数值.
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