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基于量子粒子群的全参数连分式混沌时间序列预测
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摘 要: 针对传统混沌时间序列预测模型的复杂性、低精度性和低时效性的缺点,在倒差商连分式基础上提出全参

数连分式模型,并利用量子粒子群优化算法优化模型参数,将参数优化问题转化为多维空间上的函数优化问题.以二

阶强迫布鲁塞尔振子和三维二次自治广义Lorenz系统为模型,通过四阶Runge-Kutta法产生混沌时间序列,并利用基

于量子粒子群优化算法的全参数连分式、BP神经网络和RBF神经网络分别对混沌时间序列进行单步和多步预测.

仿真结果表明,基于量子粒子群优化算法的全参数连分式结构简单、精度高、效率高,该预测模型可被推广和应用.
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Abstract: In view of the complexity, low precision and low timeliness of traditional chaotic time series prediction

models, a model about full-parameters continued fraction is proposed on the basis of the inverse difference quotient

continued fraction. The quantum particle swarm optimization algorithm is used for parameters optimization of the model,

thus the parameters optimization problem is transformed into the function optimization problem on the multidimensional

space. Second order forced Brussels vibrator and three-dimensional quadratic autonomous generalized Lorenz system are

taken as models respectively, then chaotic time series which will be used as the simulation object can be attained according

to the fourth order Runge-Kutta method. Intercomparison experiments among the model about full-parameters continued

fraction based on the quantum particle swarm optimization algorithm, the BP neural network and the RBF neural network

are conducted on single-step and multi-step prediction for chaotic time series. The simulation results show that the full-

parameters continued fraction based on the quantum particle swarm optimization algorithm has simpler structure, higher

precision and higher efficiency, so this prediction model can be widely promoted and applied.

Keywords: full-parameters continued fraction；quantum particle swarm optimization algorithm；chaotic time series

prediction

0 引引引 言言言

非线性现象在自然界和社会中普遍存在,引起了
人们对客观世界的广泛关注.自 20世纪 80年代,混沌
科学发展迅速, 使其成为当今前沿课题和学术热点.
混沌是出于确定映射的伪随机,揭示了自然界和人类
社会普遍存在的复杂性、有序性与无序性的统一,确
定性与随机性的统一[1].随着混沌动力学理论和应用
的发展,人们更加深刻地认识到混沌时间序列的复杂

性,对于复杂的混沌时间序列的预测已成为混沌信息
处理领域中一个重要的分支[2],并在电力系统短期负
荷预测、短期交通流预测、税收预测等领域得到了广

泛的应用[3].

传统的混沌时间序列预测建立在相空间重构基

础上[4], 具体包括两个环节: 相空间重构和预测模型

建立.可见相空间重构是其中关键的一步.尽管相空

间重构方法众多,但实现起来都比较繁琐、效率低,因
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此,传统预测方法不宜推广.近年来,神经网络[5]技术

发展迅速,已应用于很多领域.理论上,一个包含输入

层-隐含层-输出层的 3层神经网络可以逼近任意的非

线性函数[6],因此可以很好地解决混沌时间序列的预

测问题,而且无需进行相空间重构.但是,神经网络仍

然存在着诸如训练样本选择、网络结构确定和算法改

进等有待完善的问题[7].

随着科技的不断发展,连分式[8]作为一种有理插

值函数,其研究领域逐渐扩大,尤其在函数拟合、序列
预测等方面引起了广泛关注.但在采用传统的倒差商
连分式进行预测时,连分式具有计算量大、效率低的
缺陷,因此本文提出全参数连分式模型, 它在预测混
沌时间序列时不用进行相空间重构,而且对训练样本
没有具体要求, 结构简单, 这就避免了传统预测方法
的相空间重构,也无需考虑神经网络存在的诸多问题.
可见,全参数连分式模型可被很好地应用于混沌时间
序列预测等领域.

与传统预测模型的建立不同, 全参数连分式模
型构建的关键是模型参数优化.群智能优化算法搜索
效率高, 可用于模型参数优化, 常用的是粒子群优化
(PSO)算法[9].但是, PSO算法操作复杂, 容易陷入局
部最优[10], 而改进的 PSO算法—–量子粒子群优化
(QPSO)算法[11]操作简单,全局搜索能力强,有效弥补
了PSO算法的不足.鉴于此, 本文提出基于量子粒子
群优化算法的全参数连分式模型,并通过仿真实例验
证该预测模型的有效性.

1 全全全参参参数数数连连连分分分式式式

定理 1[12] 设 𝑓(𝑥)是 [𝑎, 𝑏]上的连续函数, 对于

任意正数 𝜀,总存在有理分式函数𝑅(𝑥) =
𝑃 (𝑥)

𝑄(𝑥)
,使得

∣𝑓(𝑥)−𝑅(𝑥)∣ < 𝜀, ∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏].

已知函数 𝑓(𝑥)的𝑛 + 1个互异节点𝑥𝑗 (𝑗 = 0, 1,

⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛)及其函数值 𝑓(𝑥𝑗) (𝑗 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛), 根据定理
1可以构造一个𝑛项截断连分式

𝜑(𝑥) = 𝑏0 +
𝑥− 𝑥0

𝑏1 +
𝑥− 𝑥1

𝑏2 + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑥− 𝑥𝑛−1

𝑏𝑛

(1)

使其满足

𝜑(𝑥𝑗) = 𝑓(𝑥𝑗), 𝑗 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛. (2)

对式 (1)进行逐级分解,令𝜑0(𝑥) = 𝜑(𝑥),则有

𝜑𝑘(𝑥) = 𝑏𝑘 +
𝑥− 𝑥𝑘

𝜑𝑘+1(𝑥)
, 𝑘 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛− 1. (3)

由式 (1)∼ (3)可知⎧⎨⎩
𝜑0(𝑥𝑗) = 𝑓(𝑥𝑗), 𝑗 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛;
𝑏𝑘 = 𝜑𝑘(𝑥𝑘), 𝑘 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛;
𝜑𝑘+1(𝑥𝑗) =

𝑥𝑗 − 𝑥𝑘

𝜑𝑘(𝑥𝑗)− 𝑏𝑘
, 𝑘 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛− 1.

(4)

式 (1)、(4)确定的𝜑(𝑥)称为𝑛阶倒差商连分式.

尽管倒差商连分式结构简单, 但在实际应用中,

没有具体的方法用于样本和互异节点𝑥𝑗 (𝑗 = 0, 1,

⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛 − 1)的选择, 而且利用式 (4)递推 𝑏𝑗 (𝑗 = 0, 1,

⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛)时,其计算复杂、效率低.鉴于此,提出一种改

进的连分式—–全参数连分式,其模型如下:

𝜑(𝑥) = 𝑏0 +
𝑥− 𝑎0

𝑏1 +
𝑥− 𝑎1

𝑏2 + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑥− 𝑎𝑛−1

𝑏𝑛

. (5)

由式 (5)确定的𝜑(𝑥)称为𝑛阶全参数连分式.其

中: 𝑎𝑗 (𝑗 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛− 1)和 𝑏𝑗 (𝑗 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛)均为
待优化参数.

证证证明明明 设 𝑓(𝑥) ∈ 𝐶𝑛[𝑐, 𝑑] (大多混沌系统模型都

满足), 且式 (5)满足 (2), 即𝜑(𝑎𝑖) = 𝑓(𝑎𝑖) (𝑖 = 0, 1,

⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛− 1).令

𝜑(𝑥) =
𝑃 (𝑥)

𝑄(𝑥)
, 𝑐 ⩽ 𝑥 ⩽ 𝑑;

𝑒 = min
𝑖=0,1,⋅⋅⋅ ,𝑛−1

{𝑎𝑖}, 𝑓 = max
𝑖=0,1,⋅⋅⋅ ,𝑛−1

{𝑎𝑖},

∀𝛼 ∈ [𝑐, 𝑑], 𝛼 ∕= 𝑎𝑖, 𝑖 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛− 1;

𝑔 = min{𝛼, 𝑒}; ℎ = max{𝛼, 𝑒}.
作为辅助函数,有

𝐹 (𝑡) = 𝑃 (𝑡)− 𝑓(𝑡)𝑄(𝑡)−

[𝑃 (𝛼)− 𝑓(𝛼)𝑄(𝛼)]

𝑛−1∏
𝑖=0

(𝑡− 𝑎𝑖)

𝑛−1∏
𝑖=0

(𝛼− 𝑎𝑖)

. (6)

由上述分析可知, 𝐹 (𝑡)在 𝑎𝑖 (𝑖 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛 − 1)

和𝛼处均为零,故𝐹 (𝑡)在 [𝑔, ℎ]上有𝑛+1个零点.由罗

尔定理可知, �̇� (𝑡)在𝐹 (𝑡)的两个零点之间至少存在一

个零点,故 �̇� (𝑡)在 [𝑔, ℎ]上至少存在𝑛个零点.对 �̇� (𝑡)

再利用罗尔定理可知, 𝐹 (𝑡)在 [𝑔, ℎ]上至少存在𝑛 −
1个零点.依此类推, 𝐹 (𝑛)(𝑡)在 [𝑔, ℎ]上至少存在一个

零点,即

𝐹 (𝑛)(𝜉) =

[𝑃 (𝜉)− 𝑓(𝜉)𝑄(𝜉)](𝑛) − 𝑛![𝑃 (𝛼)− 𝑓(𝛼)𝑄(𝛼)]
𝑛−1∏
𝑖=0

(𝛼− 𝑎𝑖)

= 0,

(7)

因此有

𝑃 (𝛼)

𝑄(𝛼)
− 𝑓(𝛼) =

[𝑃 (𝜉)− 𝑓(𝜉)𝑄(𝜉)](𝑛)
𝑛−1∏
𝑖=0

(𝛼− 𝑎𝑖)

𝑛!𝑄(𝛼)
.

(8)

可见, 当𝑛趋于足够大时, 式 (8)趋于 0, 即𝜑(𝛼)
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=
𝑃 (𝛼)

𝑄(𝛼)
→ 𝑓(𝛼).因此, 存在一组参数 𝑎𝑗 (𝑗 = 0, 1,

⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛 − 1)和 𝑏𝑗 (𝑗 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛),使得在区间 [𝑐, 𝑑]上

满足𝜑(𝑥) → 𝑓(𝑥), 而该组参数可通过群智能优化算

法搜索得到.可见,全参数连分式既继承了传统倒差

商连分式结构简单的优点, 又避免了其样本选择困

难、计算量大的缺点,很好地弥补了倒差商连分式的

不足. □

2 QPSO算算算法法法
生物群体中个体的思维非常复杂, 有很多的不

确定性, 就像粒子有量子行为一样. Tian等[13]将量子

理论应用在 PSO算法上,提出了改进的PSO算法—–

QPSO算法.

QPSO算法可描述为:设种群𝑿 = [𝑿1,𝑿2, ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑿𝑛]

T由𝑁个𝐷维代表潜在问题解的粒子组成[14].其

中: 𝑿𝑖 = [𝑥𝑖1 , 𝑥𝑖2 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑖𝐷 ]
T(𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁)粒子没

有速度向量, 粒子个体最优位置和群体最优位置分

别为𝑷𝑖 = [𝑝𝑖1 , 𝑝𝑖2 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑝𝑖𝐷 ] (𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁)和𝑷𝑔 =

[𝑝𝑔1 , 𝑝𝑔2 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑝𝑔𝐷 ], 当前个体历史最优位置的更新规
则为

𝑷𝑖(𝑡) =

⎧⎨⎩𝑷𝑖(𝑡), 𝑓(𝑷𝑖(𝑡)) < 𝑓(𝑷𝑖(𝑡− 1));

𝑷𝑖(𝑡− 1), 其他;
(9)

当前群体历史最优位置更新规则为

𝑷𝑔(𝑡) = arg( min
𝑖=1,2,⋅⋅⋅ ,𝑁

{𝑓(𝑷𝑖(𝑡))}). (10)

为了保证算法的快速收敛性,建立一个 𝛿势阱来

模拟粒子的学习倾向性, 使得每个粒子收敛于一个

吸引子𝑷𝑷𝒊 = [𝑝𝑝𝑖1 , 𝑝𝑝𝑖2 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑝𝑝𝑖𝐷 ] (𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁),

且有

𝑝𝑝𝑖𝑑 = 𝜑𝑝𝑖𝑑 + (1− 𝜑)𝑝𝑔𝑑 , 𝑑 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐷, (11)

其中𝜑为 [0, 1]上的随机数.此外,算法中引入了平均

最优位置𝑷𝑚,即所有粒子个体最优位置的平均值

𝑷𝑚 =
1

𝑁

𝑁∑
𝑖=1

𝑷𝑖 =
1

𝑁

( 𝑁∑
𝑖=1

𝑝𝑖1 ,

𝑁∑
𝑖=1

𝑝𝑖2 , ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑁∑
𝑖=1

𝑝𝑖𝐷

)
.

(12)

因此,根据蒙特卡洛更新规则,粒子由 𝑡 → 𝑡 + 1代进

化方程为

𝑥𝑖𝑑(𝑡+ 1) = 𝑝𝑝𝑖𝑑(𝑡)± 𝛼∣𝑝𝑚𝑑
(𝑡)− 𝑥𝑖𝑑(𝑡)∣ ln

1

𝑢
,

𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁, 𝑑 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐷. (13)

其中: 𝑢为 [0, 1]上的随机数; 𝛼为收缩-膨胀因子, 通

常𝛼从 1.0呈线性递减到 0.5时效果较好,因此有

𝛼 = 1− 0.5𝑡

𝑇
, (14)

这里 𝑡为当前进化代数, 𝑇 为终止进化代数.为了防

止粒子飞出解空间, 将粒子的位置限制在 [−𝑥max,

𝑥max]上.

QPSO算法不仅操作算子少, 计算简单, 而且根

据粒子的个体最值和全局最值,利用量子理论对粒子

的飞行位置进行更新, 从而产生很大的随机性, 防止

算法陷入早熟状态,很好地改进了PSO算法.

3 基基基于于于QPSO算算算法法法的的的全全全参参参数数数连连连分分分式式式预预预测测测
全参数连分式作为一种非线性的有理插值函数,

由于其递推关系简单、计算量小、逼近度高, 可在许

多领域得到应用.

3.1 预预预测测测原原原理理理

已知混沌时间序列𝑿 = [𝑥1, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑛]
T, 要研

究其动力学特性, 需建立其动力学方程.传统方法需

要进行相空间重构, 即通过坐标延迟变换获得时间

延迟向量𝑿𝑖𝑑 = [𝑥𝑖, 𝑥𝑖+𝜏 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑖+(𝑚−1)𝜏 ]
T (𝑖 = 1, 2,

⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛 − (𝑚 − 1)𝜏), 从而得到与真实系统等价的动

力学拓扑, 以反映真实系统的动力学特性. Takens定

理[15]表明存在光滑曲线 𝑓(𝑥),使得

�̃�𝑖+(𝑚−1)𝜏+𝑠 = 𝑓(𝑿𝑖𝑑),

𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛− (𝑚− 1)𝜏 − 𝑠. (15)

其中: 𝜏为最佳延迟时间, 𝑚为最小嵌入维数, 𝑠为预

测步数.可见,不仅需要进行相空间重构,还要选择预

测模型,该方法过程复杂、计算量大.因此,本文提出

基于全参数连分式模型的预测方法.实例表明, 存在

一个光滑函数 𝑔(𝑥,𝜽),使得

�̃�𝑖+𝑠 = 𝑔(𝑥𝑖,𝜽), 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛− 𝑠. (16)

其中: 𝑠为预测步数; 𝜽 = [𝜃1, 𝜃2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜃2𝑝+1]为待优化

参数向量, 𝑝为全参数连分式阶数.该方法结构简单,

而且无需相空间重构,可被推广和应用.

3.2 参参参数数数优优优化化化

利用全参数连分式作预测时,关键是模型参数的

优化,其原理如图 1所示.

x g xi+s i= ( , )θ~ x2, ,···
~x1,

~ ~xn

∑
ess

!"
#$ θ

x2, ,···x1, xn

+ -

图 1 全参数连分式模型参数优化

在图 1中: 𝑿 = [𝑥1, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑛]
T为原始混沌时

间序列, �̃� = [�̃�1, �̃�2, ⋅ ⋅ ⋅ , �̃�𝑛]
T为模型预测序列.由图

1可以看出,在参数向量 𝜽的作用下,系统稳态输出为

𝑒𝑠𝑠 = min
𝜽

{(�̃� −𝑿)T(�̃� −𝑿)}. (17)

通过不断调整 𝜽,使系统期望输出与真实输出的

误差平方和最小,因此,适应度函数取为

𝐹 (𝜽) = (�̃� −𝑿)T(�̃� −𝑿). (18)
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利用式 (18),将参数优化问题转化为多维空间上的函

数优化问题,即寻找𝐹 (𝜽)的最小值点

𝜽𝑏 = arg(min
𝜽

{𝐹 (𝜽)}). (19)

由于适应度函数为多变量函数,可能存在多个局

部最优解.传统的 PSO算法极易搜索到局部最优解,

很难找到全局最优解, 而且操作复杂、收敛慢.因此,

本文利用改进的 PSO算法—– QPSO算法对预测模型

进行参数优化.

3.3 算算算法法法流流流程程程

QPSO算法作为一种并行优化算法, 操作简单,

全局搜索能力强, 因此, 利用QPSO算法优化全参数

连分式模型参数, 将参数向量 𝜽 = [𝜃1, 𝜃2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜃2𝑝+1]

= [𝑏0, 𝑎0, 𝑏1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑎𝑛−1, 𝑏𝑛]比作算法中的一个粒子,在

适应度函数 (18)的评价下,其流程如下.

Step 1:设定进化代数𝑇、种群数量𝑁、粒子维数

𝐷,随机初始化粒子群位置𝑿 = [𝑿1,𝑿2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑿𝑁 ]T,

其中𝑿𝑖 = [𝑥𝑖1 , 𝑥𝑖2 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑖𝐷 ]
T(𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁).

Step 2:根据适应度函数计算每个粒子的适应度⎧⎨⎩

𝐹𝑖 =

𝑛∑
𝑗=1

(�̃�𝑗 − 𝑥𝑗)
2, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁 ;

�̃�𝑗 =

𝑿𝑖(1, :)+
𝑥𝑗−𝑠 −𝑿𝑖(2, :)

𝑿𝑖(3, :) +
𝑥𝑗−𝑠 −𝑿𝑖(4, :)

𝑿𝑖(5, :) + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑥𝑗−𝑠 −𝑿𝑖(𝐷 − 1, :)

𝑿𝑖(𝐷, :)

,

𝑗 = 𝑠+ 1, 𝑠+ 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛;
�̃�𝑗 = 𝑥𝑗 , 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑠.

(20)

其中: �̃�𝑗为对𝑥𝑗的预测值, 𝐹𝑖为适应度.

Step 3:根据式 (11)∼ (14)更新粒子位置,并计算

每个粒子的新适应度⎧⎨⎩

𝐹new,𝑖 =

𝑛∑
𝑗=1

(�̃�new,𝑗 − 𝑥𝑗)
2, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁 ;

�̃�new,𝑗 =

𝑿new,𝑖(1, :)+

𝑥𝑗−𝑠 −𝑿new,𝑖(2, :)

𝑿new,𝑖(3, :)+
𝑥𝑗−𝑠 −𝑿new,𝑖(4, :)

𝑿new,𝑖(5, :)+⋅ ⋅ ⋅+ 𝑥𝑗−𝑠−𝑿new,𝑖(𝐷−1,:)
𝑿new,𝑖(𝐷,:)

,

𝑗 = 𝑠+ 1, 𝑠+ 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛;
�̃�new,𝑗 = 𝑥𝑗 , 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑠.

(21)

Step 4:根据𝐹𝑖和𝐹new,𝑖评价每个粒子的个体最

优值𝑷𝑖和全局最优值𝑷𝑔,并更新.

Step 5: 判断是否达到终止条件,若没有,则转至
Step 2,否则,迭代结束.

4 仿仿仿真真真实实实验验验

为了验证本文所提预测模型的高效性, 以二阶
强迫布鲁塞尔振子和三维二次自治广义Lorenz系统
这两个复杂的多输入多输出连续混沌系统为例进行

仿真实验,并与BP神经网络和RBF神经网络作对比.
其中: 网络均采用 1-3-1型拓扑, BP神经网络隐含层
激励函数采用单极性 Sigmoid函数 𝑓(𝑥) =

1

1 + e−𝑥
,

RBF神经网络隐含层激励函数采用高斯函数 𝑔(𝑥) =

e
− ∥𝑥−𝑐𝑗∥22

𝛽2
𝑗 , 𝑐𝑗 (𝑗 = 1, 2, 3)为隐含层第 𝑗个节点的中心

点, 𝛽𝑗 (𝑗 = 1, 2, 3)为隐含层第 𝑗个节点的基宽.

4.1 二二二阶阶阶强强强迫迫迫布布布鲁鲁鲁塞塞塞尔尔尔振振振子子子

二阶强迫布鲁塞尔振子是一种由周期外力驱动

的线性振子与非线性振子耦合的系统,可用非自治常
微分方程组表示,方程在不同参数的控制下会出现锁
频、分岔及混沌等不同的动力学行为,这些行为具有
明显的非线性特征[16],其模型可表示为{

�̇� = 𝐵 − (𝐴+ 1)𝑥+ 𝑥2𝑦 + 𝑝 cos(𝑤𝑡),

�̇� = 𝐴𝑥− 𝑥2𝑦.
(22)

当𝐴 = 1.2, 𝐵 = 0.4, 𝑤 = 0.85, 𝑝 > 0.053 8时,系
统出现混沌现象.这里 𝑝取 0.5, 系统产生“螺旋形”吸
引子,如图 2所示.

0
0 0.5 1.0 1.5-0.5

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

x

y

图 2 二阶强迫布鲁塞尔振子吸引子

仿真过程中, 初值𝑥0、𝑦0均为 0, 步长ℎ为 0.01,
通过四阶Runge-Kutta法计算包含 5 000个数据点的
混沌时间序列, 利用序列𝑥的前 2 000个数据点建立
预测模型,后 3 000个数据点作预测分析.在建立预测
模型时, QPSO算法参数设置为:进化代数𝑇 = 30,种
群大小𝑁 = 40,粒子维数𝐷 = 5, 7, 9,位置上限𝑥max

= 10.为了使结果具有统计意义, QPSO算法独立运
行 20次,利用平均最优解建立预测模型.各预测模型
仿真曲线如图 3所示.

在图 3中: ①为原序列, ②为基于QPSO算法的
二阶全参数连分式, ③为基于QPSO算法的三阶全
参数连分式,④为基于QPSO算法的四阶全参数连分
式,⑤为BP神经网络,⑥为RBF神经网络.

为了定量评价各预测模型的差异, 将模型参数

个数、平均建模时间、平均绝对值误差 (MAE)和均方

根误差 (RMSE)作为评估性能指标.各预测模型性能

评价如表 1所示,为了方便,表 1中将基于QPSO算法
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的𝑛阶全参数连分式简记为𝑛-QPSO-FPCF.

1

2

3

4

5

2

0

-2

x

0 10 20 30 40 50
t /s

(a) !"#$%&'

0 10 20 30 40 50
t /s

0.2

-0.2

0e

1

2

53

4

1

2

3

4

5

2

0

-2

x

0 10 20 30 40 50
t /s

(b) 5"#$%&'

0 10 20 30 40 50
t /s

0.2

-0.2

0e

1

2

53

4

1

2

3

4

5

2

0

-2

x

0 10 20 30 40 50
t /s

(b) 10"#$%&'

0 10 20 30 40 50
t /s

0.2

-0.2

0e

1
2

53
4

c

1

2

3

4

5

2

0

-2

x

0 10 20 30 40 50
t /s

(d) 15"#$%&'

0 10 20 30 40 50
t /s

0.5

-0.5

0e

1
2

53
4

图 3 二阶强迫布鲁塞尔振子各预测模型

表 1 二阶强迫布鲁塞尔振子性能指标评价

预测

步数
模型

性能指标

参数

个数

平均建模

时间/s
MAE RMSE

2-QPSO-FPCF 5 1.777 528 0.008 6 0.011 4

3-QPSO-FPCF 7 2.410 896 0.004 0 0.004 6

1 4-QPSO-FPCF 9 4.421 553 0.003 2 0.004 1

BP 6 24.110 735 0.027 0 0.035 2

RBF 9 26.556 022 0.053 3 0.060 8

3-QPSO-FPCF 7 2.422 871 0.011 7 0.014 4

5 BP 6 23.846 533 0.027 7 0.036 7

RBF 9 26.579 368 0.041 5 0.048 9

3-QPSO-FPCF 7 2.444 808 0.023 3 0.029 2

10 BP 6 23.834 144 0.037 4 0.052 3

RBF 9 26.102 458 0.060 3 0.072 8

3-QPSO-FPCF 7 2.434 101 0.035 2 0.042 7

15 BP 6 23.781 814 0.051 4 0.072 7

RBF 9 26.087 815 0.050 8 0.062 5

4.2 三三三维维维二二二次次次自自自治治治广广广义义义Lorenz系系系统统统

目前,多涡卷或多翅膀混沌吸引子的产生已成为

研究热点.自Suykens和Vandewalle于 1993年成功构

造了单方向的多涡卷混沌系统之后,人们通过一些非

线性函数实现了各种复杂多涡卷吸引子的产生[17],三

维二次自治广义Lorenz系统就是其中一种,通过调节

非线性函数中的参数,可灵活地控制吸引子翅膀的相

对位置、大小及其数量,其模型可表示为⎧⎨⎩

�̇� = 𝑎(𝑦 − 𝑥),

�̇� = 𝑏𝑥+ 0.6𝑦 − 𝑧𝑥,

�̇� = 𝑔(𝑦)− 𝑐,

𝑔(𝑦) = 2𝑦2.

(23)

当 𝑎 = 1, 𝑏 = 0.9, 𝑐 = 0.32时, 三维二次自治

广义Lorenz系统呈现混沌特性, 即出现“双翅膀蝴蝶

形”吸引子,如图 4所示.
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图 4 三维二次自治广义Lorenz系统吸引子

仿真过程中, 初值𝑥0、𝑦0、𝑧0分别取−1、0、1,步

长ℎ取 0.01, 通过四阶Runge-Kutta法计算包含 4 000

个数据点的混沌时间序列, 利用序列 𝑦的前 1 500个

数据点建立预测模型,后 2 500个数据点作预测分析.

QPSO算法参数设置见 4.1节.为了使结果具有统计

意义, QPSO算法独立运行 20次, 利用平均最优解建

立预测模型.各预测模型仿真曲线如图 5所示,图 5中

各曲线含义与图 3同.
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图 5 三维二次自治广义Lorenz系统各预测模型

各预测模型性能评价如表 2所示.

表 2 三维二次自治广义Lorenz系统性能指标评价

预测

步数
模型

性能指标

参数

个数

平均建模

时间/s
MAE RMSE

2-QPSO-FPCF 5 1.387 517 0.019 3 0.027 2

3-QPSO-FPCF 7 1.852 930 0.005 8 0.007 4

1 4-QPSO-FPCF 9 3.336 193 0.007 1 0.008 6

BP 6 17.977 116 0.037 4 0.048 4

RBF 9 19.822 295 0.063 7 0.077 9

3-QPSO-FPCF 7 1.834 871 0.014 7 0.018 2

4 BP 6 18.054 558 0.040 2 0.053 9

RBF 9 19.436 608 0.035 1 0.043 7

3-QPSO-FPCF 7 1.836 165 0.030 9 0.041 6

9 BP 6 17.968 564 0.042 6 0.054 6

RBF 9 19.669 291 0.075 2 0.089 9

3-QPSO-FPCF 7 1.843 665 0.040 5 0.055 5

14 BP 6 17.784 161 0.075 9 0.099 8

RBF 9 19.776 086 0.080 2 0.101 7

4.3 性性性能能能分分分析析析

由图 3(a)和图 5(a)可以看出,基于QPSO算法的

三、四阶全参数连分式的预测曲线几乎全与原曲线

重合, 误差曲线几乎均为零水平线, 两预测模型拟

合效果明显好于基于QPSO算法的二阶全参数连分

式; 由图 3(a)∼ 3(d)和图 5(a)∼ 5(d)可以看出,不论是

单步还是多步预测,基于QPSO算法的三阶全参数连

分式的预测曲线更接近原曲线,误差曲线更靠近零水

平线,该预测模型的逼近度明显高于BP神经网络和

RBF神经网络.

由表 1和表 2可知:对于单步预测,基于QPSO算

法的三、四阶全参数连分式的MAE和RMSE均相当,

且明显小于基于QPSO算法的二阶全参数连分式的

相应指标, 但随着连分式阶数的升高, 参数个数增

多、建模时间增长; 不论是单步还是多步预测, 对于

二阶强迫布鲁塞尔振子模型和三维二次自治广义

Lorenz系统模型,基于QPSO算法的三阶全参数连分

式的MAE和RMSE分别约是BP神经网络和RBF神

经网络相应指标的 0.08∼ 0.7倍和 0.09∼ 0.7倍, 且参

数个数相当或减少, 建模时间大约降低一个数量级.

由此可知,基于QPSO算法的三阶全参数连分式不仅

结构简单,而且精度高、效率高.

图 3、图 5和表 1、表 2得出了近乎相同的结论,

且表 1、表 2分别对图 3、图 5作了补充和完善, 进一

步验证了本文所提预测模型的高效性和通用性.

5 结结结 论论论

本文提出了基于QPSO算法的全参数连分式预

测模型,利用二阶强迫布鲁塞尔振子和三维二次自治

广义Lorenz系统进行验证,得出此模型的优点: 1)计

算量小, 无需对混沌时间序列进行相空间重构, 避免
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了复杂的数据处理和运算; 2)模型参数少,结构简单,

且对训练样本无严格限制; 3)预测精度高,建模时间

短,增强了实用性并提高了时效性; 4)可较精确地给

出未知系统的动力学方程表达式, 便于研究和应用.

因此, 基于QPSO算法的全参数连分式预测模型可

被推广和应用, 在复杂的非线性动力学系统模态识

别、故障诊断、经济预测和天气预报等领域可发挥很

好的作用.
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