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摘 要: 差别矩阵可以拥有不同的信息,根据差别矩阵描述的区分信息量不同,给出 4种差别矩阵定义,并提出相

应H-约简、S-约简、B-约简和 P-约简的概念;研究 4种约简之间的关系,构建通用约简算法模型. 为了提高约简算法

的效率,给出相对分辨能力约简定义 (RD-约简),揭示相对分辨能力约简与 4种差别矩阵约简之间的等价性,进而设

计相对分辨能力快速约简算法. 最后,通过实例和UCI数据集验证了所提出约简算法的有效性和时空性能.
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Abstract: The discernibility matrix can possess different information. In this paper, according to different discernible

information quantity, four descriptions of the discernibility matrix are proposed, and the four reduct definitions, i.e., H-

reduct, S-reduct, B-reduct and P-reduct are presented. The relationship and equivalence for four reducts are researched,

and two general reduction algorithms are designed. In order to improve the efficiency of the reduction algorithm, the related

concepts of the relative discernibility-based reduct(denoted as RD-reduct) are proposed. The equivalence between the relative

discernibility-based reduct and four discernibility matrix-based reducts are revealed. Two effective reduction algorithms

based on the relative discernibility are designed. Finally, the example and experiments are used to explain the feasibility and

effectiveness of the proposed algorithms.
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0 引引引 言言言

粗糙集理论[1]作为一种强有力的软计算工具,被

广泛应用于决策分析、数据挖掘、机器学习和故障诊

断等方面. 属性约简是粗糙集理论的核心内容之一,

是在保持知识库中某种性质不变的情况下,删除不相

关和冗余属性,只保留能够保持该特性的最小属性集.

许多学者对粗糙集约简方法进行研究,并取得了较好

的结果[2-4].

约简定义与维持目标特性息息相关,对于不同的

目的, 约简的概念和性质则不同,获得的约简结果未

必一样. 因此, Miao等[5]指出约简无所谓对错,约简的

标准不同, 约简结果不一定相同. Pawlak[1]给出的是

正域约简概念, 它保持了知识库正区域的不变性.杨

明[6]提出了正域差别矩阵构建方法,并设计了正域约

简求解算法.根据 Skowron差别矩阵[7], Hu等[8]设计

了差别矩阵约简方法,它保持了知识库分辨能力的不

变性. Kryzkiewicz[9]提出了分布约简和分配约简的概

念, 前者保持了每个对象在决策类的隶属度不变,后

者保持了每个对象可能的决策类不变.张文修等[10]在

Kryzkiewicz研究的基础上提出了最大分布约简的概

念, 该约简保持了对象最大决策类的不变性. Miao

等[5]针对不协调决策表提出了正域约简、决策约简和
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关系约简, 并针对这些约简给出一个统一的约简框

架. Zhou等[11]研究了 13种约简以及它们之间的关系,

指出 13种约简中对不协调决策表存在 6种约简,协调

决策表上仅存在 2种约简. 针对不完备决策表, Meng

等[12]研究了 8种约简及其之间的关系,指出本质上只

有 5种约简, 并构建分辨函数, 设计了约简求解算法.

为了提高不同约简算法的效率,蒋云良等[13]从条件信

息熵着手, 通过哈希分类实现高效的分布约简算法.

针对分布约简、分配约简和最大分布约简,为了避免

直接采用定义求解约简的不便, Li等[14]分别针对分

布约简、最大分布约简和分配约简给出新的属性重要

性度量标准,并设计了 3种快速约简算法.

上述方法从不同侧面研究在保持决策表某种特

性不变的情况下,不同约简概念、性质、之间关系,以

及基于差别矩阵或差别函数的约简实现. 然而,对于

差别矩阵中可以拥有怎样信息、信息多少与约简表示

形式之间的关系,并没有给予深入讨论.本文则从差

别矩阵可含有描述信息不同着手,定义 4种差别矩阵,

研究它们之间的关系,并给出相应约简定义;同时提

出添加和删除两种策略的通用差别矩阵约简模型. 为

了解决差别矩阵约简算法效率低下的不足,提出相对

分辨能力约简概念,研究差别矩阵约简和相对分辨能

力约简之间的关系, 设计快速启发式属性约简算法.

最后通过实例表明了本文方法的有效性,并利用UCI

中的数据集对比分析了差别矩阵约简与相对分辨能

力约简的时空性能.

1 差差差别别别矩矩矩阵阵阵及及及其其其属属属性性性约约约简简简

决策表可以表示为DT= (𝑈,𝐴 = 𝐶
∪

𝐷,𝑉, 𝑓).

其中: 𝐴为属性集, 由条件属性集𝐶和决策属性集𝐷

构成,且𝐶
∩

𝐷 = ∅; 𝑉 =
∪
𝑎∈𝐴

𝑉𝑎, 𝑉𝑎是属性 𝑎的值域;

𝑓 : 𝑈 × 𝐴→ 𝑉 为信息函数, ∀𝑎 ∈ 𝐴, 𝑥 ∈ 𝑈 ,有 𝑓(𝑥, 𝑎)

∈ 𝑉𝑎.设𝑃 ⊆ 𝐶, IND(𝑃 ) = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑈×𝑈 ∣ 𝑓(𝑥, 𝑎) =
𝑓(𝑦, 𝑎),∀𝑎 ∈ 𝑃}称为𝑈的不可区分关系.不可区分关

系实为等价关系,含𝑥的等价类记为 [𝑥]𝑃 = {𝑦∣𝑦 ∈ 𝑈,

(𝑥, 𝑦) ∈ IND(𝑃 )}.
1.1 4种种种差差差别别别矩矩矩阵阵阵

定定定义义义 1 决策表为DT,设𝑅⊆𝐶,称𝑀𝑅
𝐻 ={𝑚𝑅

𝑖𝑗 ∣
1 ⩽ 𝑖, 𝑗 ⩽ ∣𝑈 ∣}为属性集𝑅的Hu差别矩阵, 𝑚𝑅

𝑖𝑗表示

矩阵中 𝑖行 𝑗列的元素,其满足

𝑚𝑅
𝑖𝑗 =⎧⎨⎩
{𝑎∣𝑎 ∈ 𝑅},

𝑓(𝑥𝑖, 𝑎) ∕= 𝑓(𝑥𝑗 , 𝑎)
⋀

𝑓(𝑥𝑖, 𝐷) ∕= 𝑓(𝑥𝑗 , 𝐷);

∅, otherwise.

(1)

定定定义义义 2 决策表为DT,设 𝑎∈𝐶,称𝑀
{𝑎}
𝐵 ={𝜆𝑎

𝑖𝑗 ∣
1 ⩽ 𝑖, 𝑗 ⩽ ∣𝑈 ∣}为属性集 𝑎的布尔差别矩阵, 𝜆𝑎

𝑖𝑗表示

矩阵 𝑖行 𝑗列的元素,其满足

𝜆𝑎
𝑖𝑗 =

⎧⎨⎩1, 𝑓(𝑥𝑖, 𝑎) ∕= 𝑓(𝑥𝑗 , 𝑎)
⋀

𝑓(𝑥𝑖, 𝐷) ∕= 𝑓(𝑥𝑗 , 𝐷);

0, otherwise.

(2)

定定定义义义 3 决策表为DT,设 𝑎 ∈ 𝐶,属性 𝑎的布尔

差别矩阵为𝑀
{𝑎}
𝐵 ,则𝑀

{𝑎}
𝐵 的势记为 𝑝(𝑎),其满足

𝑝(𝑎) =

∣𝑈 ∣∑
𝑖=1

∣𝑈 ∣∑
𝑗=1

𝜆𝑎
𝑖𝑗 . (3)

𝑝(𝑎)实际为𝑀
{𝑎}
𝐵 中 1的个数, 也称为属性 𝑎的

频率.

定定定义义义 4 决策表为DT,设𝑅⊆𝐶,称𝑀𝑅
𝑆 ={𝛿𝑅𝑖𝑗 ∣

1 ⩽ 𝑖, 𝑗 ⩽ ∣𝑈 ∣}为属性集𝑅的结构差别矩阵, 𝛿𝑅𝑖𝑗表示

矩阵 𝑖行 𝑗列的元素,其满足

𝛿𝑅𝑖𝑗 =

∣𝑅∣∑
𝑘=1

𝜆𝑎𝑘

𝑖𝑗 , 𝑎𝑘 ∈ 𝑅. (4)

定定定义义义 5 决策表为DT,设𝑅⊆𝐶,称𝑀𝑅
𝐵 ={𝜆𝑅

𝑖𝑗 ∣
1 ⩽ 𝑖, 𝑗 ⩽ ∣𝑈 ∣}为属性集𝑅的布尔差别矩阵, 𝜆𝑅

𝑖𝑗表示

矩阵 𝑖行 𝑗列的元素,其满足

𝜆𝑅
𝑖𝑗 =

⎧⎨⎩
1, ∃𝑎 ∈ 𝑅, 𝑓(𝑥𝑖, 𝑎) ∕= 𝑓(𝑥𝑗 , 𝑎)

⋀
𝑓(𝑥𝑖, 𝐷) ∕= 𝑓(𝑥𝑗 , 𝐷);

0, otherwise.

(5)

定定定义义义 6 决策表为DT, 设𝑅 ⊆ 𝐶, 属性𝑅的布

尔差别矩阵为𝑀𝑅
𝐵 ,用 ∣𝑀𝑅

𝐵 ∣表示矩阵的势,其满足

∣𝑀𝑅
𝐵 ∣ =

∣𝑈 ∣∑
𝑖=1

∣𝑈 ∣∑
𝑗=1

𝜆𝑅
𝑖𝑗 . (6)

∣𝑀𝑅
𝐵 ∣实际为𝑀𝑅

𝐵 中非 0元素的个数 (即𝑀𝑅
𝐵 中

元素的累加和).

差别矩阵直观地反映了对象之间的区分关系.在

上面的描述形式中, 𝑀𝑅
𝐻不仅描述了矩阵中某行某列

是否含有元素,而且还反映了该元素是由哪些属性组

成; 𝑀𝑅
𝑆 不仅描述了某行某列是否非空, 而且还能描

述该元素由几个属性构成, 但具体由哪些属性组成,

则不明确; 𝑀𝑅
𝐵 仅能描述某行某列是否非空, 具体由

几个属性构成,则不明确; ∣𝑀𝑅
𝐵 ∣能描述矩阵中非空元

素的数量.

例 1 表 1为一个决策表,其中 {𝑎, 𝑏, 𝑐}为条件属
性𝐶, 𝐷为决策属性, 有 4个样本对象𝑈 = {𝑥1, 𝑥2,

𝑥3, 𝑥4}.
设𝑅 = {𝑎𝑐},则有
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𝑀𝑅
𝐻 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
∅ 𝑎𝑐 𝑐 ∅
𝑎𝑐 ∅ 𝑎 𝑎𝑐

𝑐 𝑎 ∅ ∅
∅ 𝑎𝑐 ∅ ∅

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , 𝑀𝑅
𝑆 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 2 1 0

2 0 1 2

1 1 0 0

0 2 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,

𝑀𝑅
𝐵 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 1 1 0

1 0 1 1

1 1 0 0

0 1 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , ∣𝑀𝑅
𝐵 ∣ = 8.

表 1 决策表𝑆

𝑈 𝑎 𝑏 𝑐 𝐷

𝑥1 1 0 1 0

𝑥2 0 0 0 1

𝑥3 1 1 0 2

𝑥4 1 1 1 2

在属性集𝑅上, 以𝑥1和𝑥3为例, 由𝑀𝑅
𝐻可知𝑥1

和𝑥3可被属性 𝑐区分; 从𝑀𝑅
𝑆 可以发现𝑥1和𝑥3可被

1个属性区分,具体是哪个属性则不明了;从𝑀𝑅
𝐵 仅能

发现𝑥1和𝑥3可被区分, 具体由哪些和几个属性区分

则不明确; ∣𝑀𝑅
𝐻 ∣仅反映由属性集𝑅区分的对象对的

个数是 8,但𝑥1和𝑥3互相是否可以被区分,则不清楚.

1.2 核核核属属属性性性和和和属属属性性性约约约简简简

定定定义义义 7 决策表为DT, 属性集𝐶的Hu差别矩

阵为𝑀𝐶
𝐻 ,核属性集CORE𝐻(𝐶)定义为[8]

CORE𝐻(𝐶) = {𝑎 ∈ 𝐶 ∣ 𝑚𝐶
𝑖𝑗 = {𝑎}}. (7)

定定定义义义 8 决策表为DT,属性集𝐶的结构差别矩

阵为𝑀𝐶
𝑆 ,核属性集CORE𝑆(𝐶)定义为

CORE𝑆(𝐶) = {𝑎 ∈ 𝐶 ∣ 𝛿𝐶𝑖𝑗 = 1且𝛿𝑎𝑖𝑗 = 1}. (8)

定定定义义义 9 决策表为DT,属性集𝐶的布尔差别矩

阵为𝑀𝐶
𝐵 ,核属性集CORE𝐵(𝐶)定义为

CORE𝐵(𝐶) = {𝑎 ∈ 𝐶 ∣𝑀𝐶
𝐵 ∕= 𝑀

𝐶−{𝑎}
𝐵 }. (9)

定定定义义义 10 决策表为DT, 属性集𝐶的布尔差别

矩阵为𝑀𝐶
𝐵 且势为 ∣𝑀𝐶

𝐵 ∣, 核属性集CORE𝑃 (𝐶)定义

为

CORE𝑃 (𝐶) = {𝑎 ∈ 𝐶 ∣ ∣𝑀𝐶
𝐵 ∣ ∕= ∣𝑀𝐶−{𝑎}

𝐵 ∣}. (10)

性性性质质质 1 决策表为DT,有

CORE𝐻(𝐶) = CORE𝑆(𝐶) =

CORE𝐵(𝐶) = CORE𝑃 (𝐶). (11)

定定定义义义 11 设RedS𝐻为DT基于Hu差别矩阵的

H-约简集,对于 ∀𝑅 ⊆ 𝐶,𝑅 ∈ RedS𝐻满足以下条件
[8]:

1) ∀∅ ∕= 𝑚𝐶
𝑖𝑗 ∈𝑀𝐶

𝐻 ,有𝑚𝑅
𝑖𝑗 ∕= ∅;

2) ∀𝑎 ∈ 𝑅, ∃∅ ∕= 𝑚𝑅
𝑖𝑗 ∈𝑀𝐶

𝐻 ,有𝑚
𝑅−{𝑎}
𝑖𝑗 = ∅.

定定定义义义 12 设RedS𝑆为DT基于结构差别矩阵的

S-约简集,对于 ∀𝑅 ⊆ 𝐶,𝑅 ∈ RedS𝑆满足以下条件:

1) ∀0 ∕= 𝛿𝐶𝑖𝑗 ∈𝑀𝐶
𝑆 ,有 𝛿𝑅𝑖𝑗 ∕= 0;

2) ∀𝑎 ∈ 𝑅, ∃0 ∕= 𝛿𝑅𝑖𝑗 ∈𝑀𝐶
𝑆 ,有 𝛿

𝑅−{𝑎}
𝑖𝑗 = 0.

定定定义义义 13 设RedS𝐵为DT基于布尔差别矩阵的

B-约简集,对于 ∀𝑅 ⊆ 𝐶, 𝑅 ∈ RedS𝐵满足以下条件:

1) 𝑀𝐶
𝐵 = 𝑀𝑅

𝐵 ;

2) ∀𝑎 ∈ 𝑅,𝑀𝐶
𝐵 ∕= 𝑀

𝑅−{𝑎}
𝐵 .

定定定义义义 14 设RedS𝑃 为DT基于结构差别矩阵势

的 P-约简集, 对于 ∀𝑅 ⊆ 𝐶,𝑅 ∈ RedS𝑃 满足以下条

件:

1) ∣𝑀𝐶
𝐵 ∣ = ∣𝑀𝑅

𝐵 ∣;
2) ∀𝑎 ∈ 𝑅, ∣𝑀𝐶

𝐵 ∣ ∕= ∣𝑀𝑅−{𝑎}
𝐵 ∣.

上述 4个定义依据所提供的区分信息量不同,从

不同层面给出 4种差别矩阵约简描述. 定义 11从矩阵

元素中区分属性具体描述形式来表示, 定义 12从矩

阵元素中区分属性的量化标准来表示, 定义 13从矩

阵中某一位置是否存在区分属性的标准来表示,定义

14从矩阵中区分元素的量化标准来表示. 可以发现,

定义 11∼定义 13均需要创建相应的差别矩阵, 通过

相应差别矩阵可以直观地观察到某行某列的两个对

象是否可以被区分 (或分辨),以及不同的区分信息量;

定义 14仅需执行差别矩阵中元素的生成运算, 而无

需存储. 从分辨能力上看, 4个约简定义均可以反映知

识的分辨能力,从这个层次上来说 4种约简定义的结

果应是一致的. 下面给出相关定理.

定定定理理理 1 对于决策表DT, 𝑀𝑅
𝐻为Hu差别矩阵,

𝑀𝑅
𝑆 为结构差别矩阵,设𝑅 ⊆ 𝐶,∀∅ ∕= 𝑚𝐶

𝑖𝑗 ,有𝑚𝑅
𝑖𝑗 ∕=

∅⇔ ∀0 ∕= 𝛿𝐶𝑖𝑗 ,有 𝛿𝑅𝑖𝑗 ∕= 0.

定定定理理理 2 对于决策表DT, 𝑀𝑅
𝐻为Hu差别矩阵,

𝑀𝑅
𝑆 为结构差别矩阵, 设𝑅 ⊆ 𝐶,∀𝑎 ∈ 𝑅, ∃∅ ∕= 𝑚𝑅

𝑖𝑗 ,

有𝑚
𝑅−{𝑎}
𝑖𝑗 = ∅⇔ ∀𝑎 ∈ 𝑅, ∃0 ∕= 𝛿𝑅𝑖𝑗 ,有 𝛿

𝑅−{𝑎}
𝑖𝑗 = 0.

定理 1和定理 2均可由反证法得证,此略.

由定理 1和定理 2可知, Hu差别矩阵约简与结构

差别矩阵约简的结果一致.同理, Hu差别矩阵约简与

差别矩阵势的约简以及布尔差别矩阵约简结果均相

同.因此,上述 4个约简定义获得的约简结果相同.

性性性质质质 2 设Hu差别矩阵约简的空间开销为

SPACE𝐻 , 结构差别矩阵约简的空间开销为SPACE𝑆 ,

布尔差别矩阵约简的空间开销为SPACE𝐵 ,基于差别

矩阵势的约简空间开销为 SPACE𝑃 ,则

SPACE𝐻 > SPACE𝑆 > SPACE𝐵 > SPACE𝑃 .

(12)
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为了便于一般化描述,采用𝑀𝛥表示某种差别矩

阵 (其中𝛥 ∈ {𝐻,𝑆,𝐵, 𝑃}), 𝛥(𝐶)表示属性集𝐶对应

于差别矩阵𝑀𝛥所拥有的特性. 𝛥(𝐶) = 𝛥(𝑅)表示属

性集𝐶与属性集𝑅关于差别矩阵𝑀𝛥具有相同的特

性; 否则, 称属性集𝐶与属性集𝑅关于差别矩阵𝑀𝛥

具有不同的特性.

给出如下核属性和约简一般表示形式.

定定定义义义 15 决策表为DT, 属性集𝐶的𝛥-差别矩

阵为𝑀𝛥,其核属性集CORE𝛥(𝐶)可表示为

CORE𝛥(𝐶) = {𝑎 ∈ 𝐶∣𝛥(𝐶) ∕= 𝛥(𝐶 − {𝑎})}. (13)

定定定义义义 16 决策表为DT, 一般差别矩阵为𝑀𝛥,

设RedS𝛥为DT关于𝑀𝛥的𝛥-约简集,对于 ∀𝑅 ⊆ 𝐶,

𝑅 ∈ RedS𝛥满足以下两个条件:

1) 𝛥(𝐶) = 𝛥(𝑅);

2) ∀𝑎 ∈ 𝑅,𝛥(𝑅) ∕= 𝛥(𝑅− {𝑎}).
2 差差差别别别矩矩矩阵阵阵约约约简简简实实实现现现

通过差别矩阵或差别函数可以获得所有约简和

最小约简, 但是均为NP-hard问题[15], 采用启发式方

法可以获得一个约简. 添加策略和删除策略是两种常

用的启发式搜索策略[16]. 添加策略通常从空集出发

或以核属性为初始约简集𝑅,每次选择具有最大重要

性的属性加入𝑅中,直到𝑅与原始条件属性集𝐶具有

相同的分类能力或分辨能力. 删除策略一般以属性集

𝐶的一个序关系为出发点,依次从当前属性序中选择

一个属性, 判断其是否可以删除,直到所有属性均被

检查.

2.1 添添添加加加策策策略略略属属属性性性约约约简简简

在差别矩阵中,属性初始频率 𝑝(𝑎)反映了属性 𝑎

的区分能力: 频率越大,说明区分的对象对越多,重要

性越强;反之,重要性越弱. 添加策略约简以核属性为

初始约简集, 条件属性的初始频率为启发式信息,不

断将频率大的属性加入约简集中,直到找到约简. 下

面给出 4种差别矩阵添加策略的约简框架.

算法 1 添加策略的差别矩阵约简算法 (简称为

𝛥-约简-Add,其中𝛥 ∈ {𝐻,𝑆,𝐵, 𝑃}).
输入: 决策表DT= (𝑈,𝐶

∪
𝐷,𝑉, 𝑓);

输出:属性约简𝑅.

Step 1: 𝑅 = ∅,创建相应的差别矩阵𝑀𝛥.

Step 2: 计算条件属性频率 𝑝(𝑎)以及核属性

CORE𝛥(𝐶), 𝑅 = CORE𝛥(𝐶).

Step 3: while (1)

if (𝑅满足𝛥-约简定义条件 1) ) break;

从𝐶 − 𝑅中选择具有最大初始值的属性,

记为 𝑎,𝑅← 𝑅
∪{𝑎}.

Step 4: Output约简𝑅.

对于算法 1, H-约简算法的时间复杂度为𝑂(∣𝐶∣
∣𝑈 ∣2), 空间复杂度为𝑂(∣𝐶∣∣𝑈 ∣2); S-约简算法的时间

复杂度为𝑂(∣𝐶∣∣𝑈 ∣2),空间开销为𝑂((∣𝐶∣+1)∣𝑈 ∣2),空
间复杂度为𝑂(∣𝐶∣∣𝑈 ∣2); B-约简算法时间和空间复杂

度均为𝑂(∣𝐶∣∣𝑈 ∣2); P-约简算法时间复杂度为𝑂(∣𝐶∣
∣𝑈 ∣2),空间复杂度为𝑂(∣𝐶∣).
2.2 删删删除除除策策策略略略属属属性性性约约约简简简

在删除策略约简中,依据属性初始频率递增顺序

构建属性序关系;然后, 根据该属性序依次判断当前

属性必要性, 直到所有属性均检测一遍,可以获得一

个约简. 下面给出 4种差别矩阵删除策略的约简描述.

算法 2 删除策略的差别矩阵约简算法 (简称

𝛥-约简-Del,其中𝛥 ∈ {𝐻,𝑆,𝐵, 𝑃}).
输入: 决策表DT= (𝑈,𝐶

∪
𝐷,𝑉, 𝑓);

输出:属性约简𝑅.

Step 1: 创建相应差别矩阵𝑀𝛥,获得条件属性频

率并递增排序,使得𝑅 = {𝑎1, 𝑎2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑎∣𝐶∣};
Step 2: for 𝑖 = 1 to ∣𝐶∣ Do

if (𝑎𝑖不满足𝛥-约简定义条件 2)), 则

𝑅← 𝑅− {𝑎𝑖};
Step 3: Output约简𝑅.

对于算法 2, H-约简、S-约简和B-约简算法的时

间和空间复杂度均分别为𝑂(∣𝐶∣∣𝑈 ∣2)和𝑂(∣𝐶∣∣𝑈 ∣2);
P-约简算法时间和空间复杂度分别为𝑂(∣𝐶∣∣𝑈 ∣2)和
𝑂(∣𝐶∣).
2.3 实实实例例例分分分析析析

例 2 以表 1所示决策表DT为例来说明 4种差

别矩阵约简过程.

𝑀𝐶
𝐻 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
∅ 𝑎𝑐 𝑏𝑐 𝑏

𝑎𝑐 ∅ 𝑎𝑏 𝑎𝑏𝑐

𝑏𝑐 𝑎𝑏 ∅ ∅

𝑏 𝑎𝑏𝑐 ∅ ∅

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , 𝑀
{𝑎𝑏}
𝐻 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
∅ 𝑎 𝑏 𝑏

𝑎 ∅ 𝑎𝑏 𝑎𝑏

𝑏 𝑎𝑏 ∅ ∅

𝑏 𝑎𝑏 ∅ ∅

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,

𝑀
{𝑏𝑐}
𝐻 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
∅ 𝑐 𝑏𝑐 𝑏

𝑐 ∅ 𝑏 𝑏𝑐

𝑏𝑐 𝑏 ∅ ∅

𝑏 𝑏𝑐 ∅ ∅

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , 𝑀
{𝑎}
𝐵 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 1 0 0

1 0 1 1

0 1 0 0

0 1 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,

𝑀
{𝑏}
𝐵 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 0 1 1

0 0 1 1

1 1 0 0

1 1 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , 𝑀
{𝑐}
𝐵 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 1 1 0

1 0 0 1

1 0 0 0

0 1 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,
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𝑀𝐶
𝑆 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 2 2 1

2 0 2 3

2 2 0 0

1 3 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , 𝑀𝐶
𝐵 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 1 1 1

1 0 1 1

1 1 0 0

1 1 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,

𝑀
{𝑎𝑏}
𝐵 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 1 1 1

1 0 1 1

1 1 0 0

1 1 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , 𝑀
{𝑏𝑐}
𝐵 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 1 1 1

1 0 1 1

1 1 0 0

1 1 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,

𝑀
{𝑎𝑏}
𝑆 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 1 1 1

1 0 2 2

1 2 0 0

1 2 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , 𝑀
{𝑏𝑐}
𝑆 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 1 2 1

1 0 1 2

2 1 0 0

1 2 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .

对于决策表DT, 创建Hu差别矩阵𝑀𝐶
𝐻 , 结构

差别矩阵𝑀
{𝑎𝑏}
𝑆 、𝑀

{𝑏𝑐}
𝑆 、𝑀𝐶

𝑆 以及属性布尔差别矩

阵𝑀
{𝑎}
𝐵 、𝑀

{𝑏}
𝐵 、𝑀

{𝑐}
𝐵 、𝑀

{𝑎𝑏}
𝐵 、𝑀

{𝑏𝑐}
𝐵 、𝑀𝐶

𝐵 ; 有 ∣𝑀𝐶
𝐵 ∣

= 10、∣𝑀{𝑎}
𝐵 ∣ = 6、∣𝑀{𝑏}

𝐵 ∣ = 8、∣𝑀{𝑐}
𝐵 ∣ = 8,以及 𝑝(𝑎)

= 6、𝑝(𝑏) = 8、𝑝(𝑐) = 6.进而得到CORE𝐻(𝐶) =

CORE𝑆(𝐶) = CORE𝐵(𝐶) = CORE𝑃 (𝐶) = {𝑏}.最
终,约简集为 {𝑎𝑏, 𝑏𝑐}.

对于H-约简算法,采用添加策略,先将核属性加

入约简𝑅 = {𝑏};然后,选择𝐶 − 𝑅 = {𝑎, 𝑐}中最大初
始频率的属性 𝑎,添加到约简集中,得𝑅 = {𝑎𝑏};最终
𝑅 = {𝑎𝑏}.采用删除策略, 依据 𝑝(𝑎) = 6, 𝑝(𝑏) = 8,

𝑝(𝑐) = 6, 属性的序关系为 𝑎 = 𝑐 ≺ 𝑏, 对当前最小初

始频率的属性 𝑎检测其必要性, 𝑎可以删除;再分别检

查 𝑏和 𝑐,均不可删除;最终𝑅 = {𝑏𝑐}.
同样, 对于 S-约简、B-约简和 P-约简算法, 采用

添加策略,获得约简为𝑅 = {𝑎𝑏};采用删除策略,获得

约简为𝑅 = {𝑏𝑐}.由例 2可以发现, 添加策略与删除

策略的约简结果不一样. 这是由于两种策略侧重点不

同:添加策略侧重于将重要的属性先添加到约简属性

集中;删除策略侧重于将不重要的属性先删除掉.

3 相相相对对对分分分辨辨辨能能能力力力约约约简简简实实实现现现

4种差别矩阵约简均有较高的时间复杂度. 空

间复杂度方面, H-约简、S-约简和B-约简的空间复

杂度也高达𝑂(∣𝐶∣∣𝑈 ∣2).虽然 P-约简的空间复杂度仅

为𝑂(∣𝐶∣), 但在约简过程中, 需要重新执行差别矩阵

中元素的生成运算,其实际的时间开销通常要高于前

3种约简算法. 总之, 4种差别矩阵约简方法的时空效

率较低,不利于大规模数据集处理.

Pawlak的粗糙集理论认为知识代表了分辨事物

的能力. 差别矩阵直观地反映了知识的分辨能力,前

面 4种差别矩阵均能反映出知识的分辨能力,只不过

拥有的区分信息量不同而已. 在信息系统中属性的分

辨能力体现为可分辨对象对的数目,数目越多分辨能

力越强,也越重要.

下面将从分辨能力的角度来研究约简求解,揭示

分辨能力约简与前面 4种约简之间的关系; 另外, 为

了提高算法求解效率,设计两种策略的快速约简算法.

3.1 分分分辨辨辨能能能力力力相相相关关关概概概念念念和和和性性性质质质

定定定义义义 17 设信息系统 IS= (𝑈,𝐴, 𝑉, 𝑓), 𝑅 ⊆ 𝐴,

给出如下分辨关系的相关定义:

DIS(𝑅) =

{(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑈 × 𝑈 ∣∃𝑎 ∈ 𝑅, 𝑓(𝑥, 𝑎) ∕= 𝑓(𝑦, 𝑎)},
NDIS(𝑅) =

{(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑈 × 𝑈 ∣∀𝑎 ∈ 𝑅, 𝑓(𝑥, 𝑎) = 𝑓(𝑦, 𝑎)},
𝑊 (𝑅) = ∣DIS(𝑅)∣ =
∣{(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑈 × 𝑈 ∣∃𝑎 ∈ 𝑅, 𝑓(𝑥, 𝑎) ∕= 𝑓(𝑦, 𝑎)}∣,
𝑊 (𝑅) = ∣NDIS(𝑅)∣ =
∣{(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑈 × 𝑈 ∣∀𝑎 ∈ 𝑅, 𝑓(𝑥, 𝑎) = 𝑓(𝑦, 𝑎)}∣. (14)

其中: DIS(𝑅)表示属性集𝑅的分辨关系, NDIS(𝑅)表

示属性集𝑅的不可分辨关系; 𝑊 (𝑅)表示属性集𝑅的

分辨能力, 𝑊 (𝑅)表示属性集𝑅的不可分辨能力.显

然,不可分辨关系为一个等价关系.由𝑅在𝑈上导出

等价类的划分记为𝑈/𝑅,同一等价类中任意两个对象

是不可区分的,不同等价类中任意两个对象是可以区

分的.

定定定义义义 18 设决策表DT= (𝑈,𝐶
∪

𝐷,𝑉, 𝑓), 𝑅 ⊆
𝐴,给出如下相对于决策属性分辨关系的相关定义:

DIS(𝑅∣𝐷) = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑈 × 𝑈 ∣∃𝑎 ∈ 𝑅, 𝑓(𝑥, 𝑎) ∕=
𝑓(𝑦, 𝑎)

⋀
𝑓(𝑥,𝐷) ∕= 𝑓(𝑦,𝐷)},

NDIS(𝑅∣𝐷) = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑈 × 𝑈 ∣∀𝑎 ∈ 𝑅, 𝑓(𝑥, 𝑎) =

𝑓(𝑦, 𝑎)
⋁

𝑓(𝑥,𝐷) = 𝑓(𝑦,𝐷)},
𝑊 (𝑅) = ∣DIS(𝑅∣𝐷)∣ = ∣{(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑈 × 𝑈 ∣∃𝑎 ∈ 𝑅,

𝑓(𝑥, 𝑎) ∕= 𝑓(𝑦, 𝑎)
⋀

𝑓(𝑥,𝐷) ∕= 𝑓(𝑦,𝐷)}∣,
𝑊 (𝑅∣𝐷) = ∣NDIS(𝑅)∣ = ∣{(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑈 × 𝑈 ∣∀𝑎 ∈ 𝑅,

𝑓(𝑥, 𝑎) = 𝑓(𝑦, 𝑎)
⋁

𝑓(𝑥,𝐷) = 𝑓(𝑦,𝐷)}∣.
(15)

其中: DIS(𝑅∣𝐷)表示属性集𝑅的相对分辨关系,

NDIS(𝑅∣𝐷)表示属性集𝑅的相对不可分辨关系;

𝑊 (𝑅∣𝐷)表示属性集𝑅的相对分辨能力, 𝑊 (𝑅∣𝐷)表

示属性集𝑅的相对不可分辨能力.

根据以上定义, 给出如图 1所示的关系, 并不难
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得到以下性质.

NDIS( )R NDIS( )DNDIS( )R D
∩

DIS( )R|D

U U×

图 1 关系图

性性性质质质 3 决策表为DT, 𝑅 ⊆ 𝐶,𝑊 (𝑅∣𝐷)为𝑅的

相对分辨能力,则有

𝑊 (𝑅∣𝐷) = ∣𝑈 ∣2 −𝑊 (𝐷)−𝑊 (𝑅) +𝑊 (𝑅
∪

𝐷).

(16)

由容斥原理,性质 3可以得证,此略.

性质 3表明,相对分辨能力可由不可分辨能力获

得,采用这种方法计算相对分辨能力可以大大减少计

算量.

性性性质质质 4 决策表为DT,设𝑅 ⊆ 𝐶,令𝑈/𝑅={𝑋1,

𝑋2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑋𝑛}, 𝑈/𝐷 = {𝑌1, 𝑌2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑌𝑚}, 𝑈/(𝐷
∪

𝑅) =

{𝑍1, 𝑍2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑍𝑡}, 𝑅的相对分辨能力𝑊 (𝑅∣𝐷)为

𝑊 (𝑅∣𝐷) = ∣𝑈 ∣2 −𝑊 (𝐷)−𝑊 (𝑅) +𝑊 (𝑅
∪

𝐷) =

∣𝑈 ∣2 −
𝑚∑
𝑖=1

∣𝑌𝑖∣2 −
𝑛∑

𝑗=1

∣𝑋𝑗 ∣2 +
𝑡∑

𝑘=1

∣𝑍𝑘∣2.

(17)

例 3 针对表 1中的决策表DT,设𝑅 = {𝑎𝑐}, 有
𝑈/𝐷= {{𝑥1}, {𝑥2}, {𝑥3, 𝑥4}}, 𝑈/𝑅= {{𝑥1, 𝑥4}, {𝑥3},
{𝑥2}}和𝑈/𝐷

∪
𝑅 = {{𝑥1}, {𝑥2}, {𝑥3}, {𝑥4}}.经计

算可得𝑊 (𝐷) = 2×12+22 = 6, 𝑊 (𝑅) = 22+2×12 =

6, 𝑊 (𝐷
∪

𝑅) = 4× 12 = 4. 最终有𝑊 (𝑅∣𝐷) = ∣𝑈 ∣2 −
𝑊 (𝐷)−𝑊 (𝑅) +𝑊 (𝑅

∪
𝐷) = 42 − 6− 6 + 4 = 8.

定定定义义义 19 决策表为DT, 𝑅 ⊆ 𝐶, 𝑅为相对分辨

能力的属性约简,其满足:

1) 𝑊 (𝑅∣𝐷) = 𝑊 (𝐶∣𝐷);

2) ∀𝑎 ∈ 𝑅,𝑊 (𝑅− {𝑎}∣𝐷) < 𝑊 (𝑅∣𝐷).

Hu差别矩阵通过描述某个位置是否存在元素,

以及元素是由哪些属性构成,直观地反映了知识的分

辨关系和分辨能力.从分辨能力角度上, 相对分辨能

力约简 (简称RD-约简)与H-约简、S-约简、B-约简和

P-约简是一致的. 下面仅给出RD-约简与H-约简等价

性的证明.

定定定理理理 3 设𝑀𝐶
𝐻为Hu差别矩阵, 𝑅 ⊆ 𝐶,∀∅ ∕=

𝑚𝐶
𝑖𝑗 ∈𝑀𝐶

𝐻 ,则有

𝑅
∩

𝑚𝐶
𝑖𝑗 ∕= ∅⇔𝑊 (𝑅∣𝐷) = 𝑊 (𝐶∣𝐷). (18)

证证证明明明 1)⇒. 反证法. 假设𝑊 (𝑅∣𝐷)<𝑊 (𝐶∣𝐷),

由定义 18可知 ∃𝑥𝑖, 𝑥𝑗 ∈𝑈(𝑖 ∕= 𝑗), 有 𝑓(𝑥𝑖, 𝑅) = 𝑓(𝑥𝑗 ,

𝑅)
⋀

𝑓(𝑥𝑖, 𝐷) ∕= 𝑓(𝑥𝑗 , 𝐷), 但 𝑓(𝑥𝑖, 𝐶) ∕= 𝑓(𝑥𝑗 , 𝐶), 则

∃𝑎 ∈ 𝐶 − 𝑅, 使得 𝑓(𝑥𝑖, 𝑎) ∕= 𝑓(𝑥𝑗 , 𝑎)
⋀

𝑓(𝑥𝑖, 𝐷) ∕=
𝑓(𝑥𝑗 , 𝐷). 由定义 1知 𝑎 ∈ 𝑚𝐶

𝑖𝑗 ,使得𝑚𝐶
𝑖𝑗 ∕= ∅. 可得 ∃∅

∕= 𝑚𝐶
𝑖𝑗 ∈ 𝑀𝐶

𝐻 ,有𝑅
∩

𝑚𝐶
𝑖𝑗 = ∅.此与定理 3前件矛盾.

故⇒得证.

2) ⇐. 反证法.假设 ∃∅ ∕= 𝑚𝐶
𝑖𝑗 ∈ 𝑀𝐶

𝐻 , 有𝑅
∩

𝑚𝐶
𝑖𝑗 = ∅, 则 𝑓(𝑥𝑖, 𝑅) = 𝑓(𝑥𝑗 , 𝑅)

⋀
𝑓(𝑥𝑖, 𝐷) ∕= 𝑓(𝑥𝑗 ,

𝐷). 由定义 18知 (𝑥𝑖, 𝑥𝑗) ∈ NDIS(𝑅∣𝐷), 即 (𝑥𝑖, 𝑥𝑗) /∈
DIS(𝑅∣𝐷).由于 ∃∅ ∕= 𝑚𝐶

𝑖𝑗 ∈ 𝑀𝐶
𝐻 , 则 ∃𝑎 ∈ 𝐶 − 𝑅,

使得 𝑓(𝑥𝑖, 𝑎) ∕= 𝑓(𝑥𝑗 , 𝑎)
⋀

𝑓(𝑥𝑖, 𝐷) ∕= 𝑓(𝑥𝑗 , 𝐷), 即

𝑓(𝑥𝑖, 𝐶) ∕= 𝑓(𝑥𝑗 , 𝐶), 故𝑊 (𝑅∣𝐷) ∕= 𝑊 (𝐶∣𝐷).此与定

理 3后件矛盾,故⇐得证. □

定定定理理理 4 设𝑀𝐶
𝐻为Hu差别矩阵,若𝑅 ⊆ 𝐶, ∀𝑎 ∈

𝑅,则 ∃𝑚𝐶
𝑖𝑗 ∈𝑀𝐶

𝐻 ,

𝑚𝐶
𝑖𝑗

∩
𝑅− {𝑎} = ∅⇔𝑊 (𝑅− {𝑎}∣𝐷) < 𝑊 (𝑅∣𝐷).

(19)

证明过程同定理 3,采用反证法即可得证,此略.

由定理 3和定理 4可知, RD-约简与H-约简是等

价的. 同理,可以得证RD-约简与S-约简、B-约简、P-

约简均是等价的. 因此, 可以通过求RD-约简来获得

差别矩阵约简, 避免相应差别矩阵的创建和存储, 从

而提高约简求解效率.

性性性质质质 5 决策表为DT,设𝑅 ⊆ 𝐶,则𝑊 (𝑅∣𝐷) =

∣𝑀𝑅
𝐵 ∣;若𝑊 (𝑅∣𝐷) = 𝑊 (𝐶∣𝐷),则 ∣𝑀𝑅

𝐵 ∣ = ∣𝑀𝐶
𝐵 ∣.

定定定义义义 20 决策表为DT, 设相对分辨能力的核

属性集为CORE𝑊 (𝐶),∀𝑎 ∈ 𝐶, 𝑎 ∈ CORE𝑊 (𝐶), 有

𝑊 (𝐶 − {𝑎}∣𝐷) < 𝑊 (𝐶∣𝐷).

定定定理理理 5 决策表为DT, Hu差别矩阵核属性

为CORE𝐻(𝐶),相对分辨能力核属性为CORE𝑊 (𝐶),

则CORE𝐻(𝐶) = CORE𝑊 (𝐶).

定定定义义义 21 决策表为DT, 设 𝑎 ∈ 𝑅,𝑅 ⊆ 𝐶, 则 𝑎

的重要性 Sig−(𝑎,𝑅,𝐷)定义为

Sig−(𝑎,𝑅,𝐷) = 𝑊 (𝑅∣𝐷)−𝑊 (𝑅− {𝑎}∣𝐷). (20)

定定定义义义 22 决策表为DT,设 𝑎 ∈ 𝐶,𝑅 ⊂ 𝐶且 𝑎 ∈
𝐶 −𝑅,则 𝑎的重要性 Sig+(𝑎,𝑅,𝐷)定义为

Sig+(𝑎,𝑅,𝐷) = 𝑊 (𝑅
∪{𝑎}∣𝐷)−𝑊 (𝑅∣𝐷). (21)

性性性质质质 6 决策表为DT, ∀𝑎∈𝐶且 𝑎∈CORE𝑊 (𝐶),

有 Sig−(𝑎,𝐶,𝐷) > 0.

3.2 基基基于于于相相相对对对分分分辨辨辨能能能力力力的的的启启启发发发式式式约约约简简简算算算法法法

添加策略的启发式约简算法是以核属性为初始

约简集,每次将重要性 Sig+(𝑎,𝑅,𝐷)最大的属性加入

约简集𝑅中, 直到满足条件𝑊 (𝑅∣𝐷) = 𝑊 (𝐶∣𝐷), 便
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可获得一个约简.

算法 3 添加策略的相对分辨能力约简算法 (RD

-约简-Add).

输入: 决策表DT= (𝑈,𝐶
∪

𝐷,𝑉, 𝑓);

输出:属性约简𝑅.

Step 1: 𝑅 = ∅,求解CORE𝑊 (𝐶).

Step 2: 𝑅 = CORE𝑊 (𝐶),计算𝑊 (𝑅∣𝐷).

Step 3: while (𝑊 (𝑅∣𝐷) ∕= 𝑊 (𝐶∣𝐷))

∀𝑎𝑖 ∈ 𝐶 −𝑅,求解 Sig+(𝑎𝑖, 𝑅,𝐷),选择具

有最大值的属性,记为 𝑎;

𝑅← 𝑅
∪{𝑎},并更新𝑊 (𝑅∣𝐷).

Step 4: Output 𝑅.

本文中等价类划分均采用基数排序方法实现. 因

此, Step 1的时间复杂度为𝑂(∣𝐶∣2∣𝑈 ∣); Step 2的时间

复杂度为𝑂(∣CORE𝑊 (𝐶)∣∣𝑈 ∣); Step 3的时间复杂度

为𝑂(∣𝐶∣2∣𝑈 ∣). 算法 3的总时间复杂度为𝑂(∣𝐶∣2∣𝑈 ∣).
删除策略的启发式约简算法按照𝑊 (𝑎∣𝐷)对条

件属性排序,获得一个非递减的属性序列, 依次对该

序列中每个属性检测其必要性,直到所有属性均检测

一遍后,即可获得一个约简.

算法 4 删除策略的相对分辨能力约简算法 (RD

-约简-Del).

输入: 决策表DT= (𝑈,𝐶
∪

𝐷,𝑉, 𝑓);

输出:属性约简𝑅.

Step 1: 对于 ∀𝑎𝑖 ∈ 𝐶,求解𝑊 (𝑎𝑖∣𝐷),按值递增排

序,获得𝑅 = {𝑎1, 𝑎2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑎∣𝐶∣}和𝑊 (𝑅∣𝐷).

Step 2: for 𝑖 = 1 to ∣𝐶∣ do

计算𝑊 (𝑅− {𝑎𝑖}∣𝐷);

if (Sig−(𝑎𝑖, 𝑅,𝐷) = 0)𝑅 = 𝑅− {𝑎𝑖}.
Step 3: Output 𝑅.

算法 4中, Step 1的时间复杂度为𝑂(∣𝐶∣∣𝑈 ∣);
Step 2的时间复杂度为𝑂(∣𝐶∣2∣𝑈 ∣).因此, 算法 4的总

时间复杂度为𝑂(∣𝐶∣2∣𝑈 ∣).
对表 1采用算法 3, 经计算求得𝑊 (𝐶∣𝐷) = 10,

𝑊 (𝐶−{𝑎}∣𝐷) = 𝑊 (𝐶−{𝑐}∣𝐷) = 10, 𝑊 (𝐶−{𝑏}∣𝐷)

= 8,故 𝑏 ∈ CORE𝑊 (𝐶). 令𝑅 = {𝑏},有𝑊 (𝑅∣𝐷) = 8,

并有 Sig+(𝑎,𝑅,𝐷) = Sig+(𝑐,𝑅,𝐷) = 2; 选择 𝑎加入

𝑅,有𝑊 (𝑅∣𝐷) = 𝑊 (𝐶∣𝐷) = 10. 获得约简𝑅 = {𝑎𝑏}.
对表 1采用算法 4,首先求得𝑊 (𝑎∣𝐷) = 𝑊 (𝑐∣𝐷)

= 6, 𝑊 (𝑏∣𝐷) = 8, 𝑊 (𝐶∣𝐷) = 10, 有 𝑎 = 𝑐 ≺ 𝑏, 令

𝑅 = {𝑎, 𝑐, 𝑏}. 因𝑊 (𝑅 − {𝑎}∣𝐷) = 𝑊 (𝐶∣𝐷) = 10,故

𝑎可以被删除,有𝑅 = {𝑐, 𝑏}; 此时, 𝑊 (𝑅 − {𝑏}∣𝐷) =

6 < 𝑊 (𝐶∣𝐷) = 10, 𝑏不可删除;同时𝑊 (𝑅−{𝑐}∣𝐷) =

8 < 𝑊 (𝐶∣𝐷) = 10, 𝑐也不可删除.最终𝑅 = {𝑏𝑐}.
4 实实实验验验比比比较较较

为了说明 4种差别矩阵约简算法和相对分辨能

力约简算法的时空性能,在 Intel Core i3-3110 2.4 GHz,

RAM 3.7 G, Windows 7, Visual Stadio.NET 2010平台

的VC++实验环境下, 采用UCI数据库中 6个数据集

为测试数据 (基本信息见表 2)进行对比实验.表 2中,

∣COR∣表示核属性的数目, Class表示类别数.实验结

果中, 𝑇𝛥表示算法执行时间 (单位: s), 𝑆𝛥表示算法的

空间开销 (单位: 兆), Add表示添加策略, Del表示删

除策略.

表 2 数据集描述

Data sets 𝑈 𝐶 ∣COR∣ Class

Cancer 683 9 1 8

Car 1 728 6 6 4

Gene 3 190 60 0 3

Mushroom 8 124 22 0 2

Poker 20 510 10 4 10

Shuttler 58 000 10 2 7

1)比较文中 5种共 10个约简算法的时间和空间

性能,结果如表 3和表 4所示.

表 3 约简算法时间开销比较

H-约简 S-约简 B-约简 P-约简 RD-约简

Data sets
Add Del Add Del Add Del Add Del Add Del

Cancer 0.084 0.093 0.053 0.065 0.049 0.057 0.082 0.130 0.010 0.005

Car 0.134 0.099 0.125 0.136 0.098 0.102 0.111 0.264 0.008 0.005

Gene 15.098 64.624 4.331 6.065 3.906 5.381 9.763 57.240 2.087 1.428

Mushroom Memory Overflow 10.756 14.436 8.943 12.546 15.931 46.830 0.389 0.287

Poker Memory Overflow Memory Overflow 23.17 42.782 55.292 81.289 0.184 0.15

Shuttle Memory Overflow Memory Overflow Memory Overflow 362.411 681.401 0.721 0.379
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表 4 约简算法空间开销比较

Data sets H-约简 S-约简 B-约简 P-约简 RD-约简

Cancer 10.660 4.524 2.782 0.636 0.624

Car 47.556 21.196 11.935 0.828 0.904

Gene 1 239.036 343.328 206.518 3.860 5.516

Mushroom Memory Overflow 843.764 463.630 4.304 6.152

Poker Memory Overflow Memory Overflow 641.569 7.616 9.188

Shuttle Memory Overflow Memory Overflow Memory Overflow 17.000 29.056

由表 3可见,同策略约简算法 (添加或删除策略),

RD-约简算法的效率明显高于 4种差别矩阵约简.

在 4种差别矩阵约简算法中,同策略约简算法的时间

开销关系大致是𝑇𝐻 ≈ 𝑇𝑃 > 𝑇𝑆 > 𝑇𝐵 . 𝑇𝐻 > 𝑇𝑆是因

为H-约简算法中矩阵元素是属性集合,采用元素比较

运算; S-约简算法中矩阵元素是属性数目, 通过加和

减运算实现,而数值存储和运算的代价小于集合存储

和运算的代价,故𝑇𝐻 > 𝑇𝑆 . 在B-约简算法中,虽然布

尔差别矩阵元素是 0或者 1,但𝑇𝐵 < 𝑇𝑆 ,是因为B-约

简算法在求解元素运算中,只要有一个条件属性比较

结果不等,便可获得元素为 1,运算可以提前结束;而

S-约简算法中需要将𝑅 (或者𝐶)中所有属性比较运

算均执行完,方可获得元素值. 𝑇𝑃 ≈ 𝑇𝐻并且𝑇𝑃 要高

于𝑇𝑆和𝑇𝐵 , 因为 P-约简算法没有存储差别矩阵, 在

约简过程需要多次重新执行布尔差别矩阵元素的生

成运算,造成时间开销增加,以至于与𝑇𝐻相当,甚至

在处理某些数据集时𝑇𝑃 开销更多.

从表 4可以发现,同一数据集空间开销关系基本

满足𝑆𝐻 > 𝑆𝑆 > 𝑆𝐵 > 𝑆𝑅𝐷 > 𝑆𝑃 ,这个结果与性质 2

基本一致.具体情况是: H-约简、S-约简和B-约简在

约简过程中, 均需要创建相应的差别矩阵, 因此在

处理Mushroom、Poker和 Shuttle数据集时, H-约简算

法由于内存开销过大而造成溢出错误;在处理Poker

和Shuttle数据集时, S-约简算法因内存开销过大而导

致溢出错误;在处理Shuttle数据集时, B-约简算法也

因内存开销过大而导致内存溢出.而 P-约简和RD-约

简算法无需存储差别矩阵,因此,均可以顺利处理这 8

个数据集, 且空间开销较低. 虽然 P-约简算法与RD-

约简算法的空间开销相差不大,并且可以处理较大的

数据集 Poker和 Shuttle, 但从表 3可以发现 P-约简算

法的时间开销较大, RD-约简算法较为高效.

2)对比相对分辨能力约简算法与其他典型启发

式约简算法的时间性能.

采用表 2中 6个数据集作为实验数据, 将RD-约

简的两个算法 (RD-约简-Add和RD-约简-Del)与文

献 [17]约简算法 PR和FAPA-PR, 以及文献 [18]约简

算法 (REPR)进行比较, 结果见表 5.其中Average表

示各算法关于 6个数据集的平均时间开销.

表 5 RD-约简与典型启发式约简算法时间比较

RD-约简 文献[17] 文献[18]

Data Sets
Add Del PR FAPA-PR REPR

Cancer 0.010 0.005 0.011 0.008 0.113

Car 0.008 0.005 0.008 0.008 0.104

Gene 2.087 1.428 2.076 1.745 18.087

Mushroom 0.389 0.287 0.391 0.326 2.839

Poker 0.184 0.151 0.185 0.170 1.184

Shuttle 0.721 0.379 0.720 0.692 4.721

Average 0.567 0.376 0.565 0.492 4.508

由表 5可见: RD-约简-Add算法的性能与PR算

法相当,略小于 FAPA-PR,但远优于REPR算法,这是

因为在RD-约简和文献 [17]的约简算法中等价类划

分均采用基数排序方法,而REPR采用快速排序方法;

RD-约简-Del算法效率明显高于RD-约简-Add算法

和 PR算法,同时也优于 FAPA-PR算法,这是因为RD-

约简-Del算法采用删除策略, 避免求核操作, 节省了

大量的时间.另外,从平均时间开销Average上可以明

显看出, 5个约简算法中, REPR约简算法性能较差,

RD-约简-Add算法与 PR算法性能相当, FAPA-PR算

法性能优于RD-约简-Add算法和 PR算法, RD-约简-

Del算法效率最高.

5 结结结 论论论

属性约简是粗糙集理论研究的核心内容之一,而

差别矩阵约简方法是属性约简的一种常用方法,是从

保持知识库分辨能力不变的角度来实现属性约简. 针

对差别矩阵含有信息量不同,本文给出 4种差别矩阵

描述, 提出H-约简、S-约简、B-约简和 P-约简的定义,

揭示了 4种约简定义的等价性; 基于上述 4种约简定

义,构建了添加和删除两种策略的差别矩阵通用约简

模型. 但是,差别矩阵需要占用较大的内存空间,而且

常因数据集过大引发内存紧张, 甚至导致内存溢出.
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为解决这个问题,提高约简求解效率,本文提出了分

辨能力相关概念,研究分辨能力相关性质和相对分辨

能力计算方法, 给出相对分辨能力约简定义,证明了

该约简与上述 4种差别矩阵约简是一致的,并且设计

了快速相对分辨能力约简算法. 利用实例分析了文中

5类 10个约简算法的有效性,并选用UCI数据库中的

数据集验证了算法的时空性能.
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