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摘 要: 针对量测噪声模型为非高斯Lévy噪声,研究离散线性随机分数阶系统的卡尔曼滤波设计问题.通过剔除极

大值的方法得到近似高斯白噪声的Lévy噪声,基于最小二乘原理,提出一种考虑非高斯Lévy量测噪声下的改进分

数阶卡尔曼滤波算法. 与传统的分数阶卡尔曼滤波相比,改进的分数阶卡尔曼滤波对非高斯Lévy噪声具有更好的滤

波效果.最后,通过模拟仿真验证了所提出算法的正确性和有效性.

关键词: 分数阶卡尔曼滤波；Lévy噪声；状态估计
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Abstract: Based on the measurement noise as the non-Gaussian Lévy noise, a novel Kalman filter for the discrete linear

stochastic fractional order system is proposed. By eliminating the maximum, the approximated Gaussian white noise can be

obtained. Based on the principle of least square, an improved Kalman filter can be developed for the discrete linear stochastic

fractional order system with measurement Lévy noise. Compared to the traditional method, the proposed method gets better

performance. Finally, simulation results show the effectiveness and usefulness of the proposed algorithm.
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0 引引引 言言言

分数阶微积分的历史要追溯到 18世纪, 由欧拉

和拉格朗日两位数学家率先提出了分数阶微积分的

概念. 随后在 19世纪, Liouville等[1]建立了系统的分

数阶理论.与整数阶模型相比,采用分数阶微积分的

数学模型, 不仅可以表现出更好的性能,而且能描述

实际生活中整数阶系统无法解决的物理问题.

近几十年来, 对分数阶系统的研究引起了越来

越多学者的关注.目前, 关于分数阶系统的稳定性和

控制问题的研究取得了大量的成果.文献 [2]讨论了

分数阶延迟系统的稳定性和分数阶 PID控制器的设

计问题;文献 [3]讨论了分数阶混沌系统的鲁棒稳定

性和镇定问题.此外, 分数阶系统的状态估计和参数

辨识的研究也取得了一定的进展.文献 [4]讨论了连

续分数阶延迟系统的参数辨识问题;文献 [5]讨论了

分数阶系统的参数辨识问题;文献 [6]讨论了基于分

数阶卡尔曼滤波的状态估计问题;文献 [7]针对分数

阶奇异系统,提出了一种针对该系统的卡尔曼滤波算

法;文献 [8]基于扩展分数阶卡尔曼滤波算法,实现了

对嘈杂混沌保密系统的状态估计.

需要指出的是, 目前的研究主要都是假设分数

阶系统受到高斯白噪声的干扰, 然而在实际的工业

过程中, 广义的噪声基本上以非高斯噪声为主,这些

非高斯噪声的统计特性会大大影响分数阶卡尔曼滤

波的效果, 甚至会引起卡尔曼算法的失效.目前, 对

于非高斯Lévy噪声的研究也有不少成果.文献 [9]讨

论了考虑Lévy噪声的高斯信号的最优滤波问题; 文

献 [10]借助仿真方法讨论了近似Lévy序列中的小跳

跃过程; 文献 [11]采用UKF和神经网络相结合的方

法, 在模型未知的情况下, 解决了非线性系统的状态
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估计问题.目前, 还较少有报道Lévy噪声下分数阶

卡尔曼滤波的设计问题.

由于系统状态在实际中难以测量, 虽然工程中

可以通过设计状态观测器的方法, 使得观测器的数

据 𝑥̂𝑘以一定的精度趋近于系统的真实状态𝑥𝑘, 但系

统观测值易受到噪声的影响,需要考虑量测噪声为非

高斯噪声下的卡尔曼滤波设计问题. 基于上述讨论,

在考虑量测噪声为Lévy噪声的情况下, 针对离散线

性分数阶系统,提出一种改进的分数阶卡尔曼滤波算

法.最后, 通过模拟仿真验证了所提出算法的正确性

和有效性.

1 分分分数数数阶阶阶系系系统统统和和和卡卡卡尔尔尔曼曼曼滤滤滤波波波

1.1 分分分数数数阶阶阶微微微积积积分分分

分数阶微积分是整数阶微积分的推广,它实质上

是非整数阶微积分或者是任意阶微积分,其阶数为实

数或者复数[1]. 在 300多年的发展过程中,数学家们从

不同角度出发, 给出了分数阶微积分不同的定义,其

定义的合理性和科学性已经在实践中得到广泛检验,

本文结果主要基于Grünwald-Letnikov定义.

定义 1[1] Grünwald-Letnikov微分定义如下:

𝑎𝐷
𝛼
𝑡 = lim

𝑡→∞
1

ℎ𝛼

(𝑡−𝑎)/ℎ∑
𝑗=0

(−1)𝑗 [𝑎 𝑗 ]T𝑓(𝑡− 𝑗ℎ). (1)

当𝛼 > 0时,该式为分数阶微分; 当𝛼 < 0时,该式为

分数阶积分. 其中: [𝑎 𝑗]T为二项式系数, ℎ为步长.

1.2 分分分数数数阶阶阶系系系统统统

由分数阶微积分的定义可得到分数阶差分方程.

定义 2[6] Grünwald-Letnikov微分定义的分数

阶差分方程为

Δ𝛼𝑥𝑘 =

𝑘∑
𝑗=0

(−1)𝑗 [𝛼 𝑗]T𝑥𝑘−𝑗 . (2)

其中: 采样时间设为 1; 𝛼为分数阶微分算子; 𝑘为采

样时刻; [𝛼 𝑗]T由下式表示:[
𝛼

𝑗

]
=

⎧⎨⎩
1, 𝑗 = 0;

𝛼(𝛼− 1) ⋅ ⋅ ⋅ (𝛼− 𝑗 + 1)

𝑗!
, 𝑗 > 0.

定义 3[6] 离散线性随机分数阶系统可表示为

Δ𝛾𝑥𝑘+1 = 𝐴𝑑𝑥𝑘 +𝐵𝑢𝑘 + 𝜔𝑘, (3)

𝑥𝑘+1 = Δ𝛾𝑥𝑘+1 −
𝑘+1∑
𝑗=1

(−1)𝑗𝛾𝑗𝑥𝑘+1−𝑗 , (4)

𝑦𝑘 = 𝐶𝑥𝑘 + 𝜈𝑘. (5)

其中

𝛾𝑘 = diag
[ [ 𝑛1

𝑘

]
⋅ ⋅ ⋅

[
𝑛𝑁

𝑘

] ]
,

Δ𝛾𝑥𝑘+1 = [Δ𝑛1𝑥1,𝑘+1 ⋅ ⋅ ⋅ Δ𝑛𝑁𝑥𝑁,𝑘+1]
T,

𝑛1, 𝑛2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛𝑁为分数阶系统的阶次; 𝑥(𝑘)、𝑦(𝑘)分别

为 𝑘时刻的状态向量和系统输出; 𝜔(𝑘)为过程噪声,

𝜈(𝑘)为量测噪声,均假定为高斯白噪声且满足特性

𝐸[𝜔𝑖𝜔
T
𝑘 ] =

⎧⎨⎩𝑄𝑘, 𝑖 = 𝑘;

0, 𝑖 ∕= 𝑘.
𝐸[𝜈𝑖𝜈

T
𝑘 ] =

⎧⎨⎩𝑅𝑘, 𝑖 = 𝑘;

0, 𝑖 ∕= 𝑘.

𝑄𝑘、𝑅𝑘分别为过程噪声和量测噪声的协方差.

1.3 分分分数数数阶阶阶卡卡卡尔尔尔曼曼曼滤滤滤波波波

引理 1[6] 针对离散线性随机分数阶系统 (3)∼
(5),分数阶卡尔曼滤波设计如下:

Δ𝛾 𝑥̃𝑘+1 = 𝐴𝑑𝑥̂𝑘 +𝐵𝑢𝑘, (6)

𝑥̃𝑘+1 = Δ𝛾 𝑥̃𝑘+1 −
𝑘+1∑
𝑗=1

(−1)𝑗𝛾𝑗 𝑥̂𝑘+1−𝑗 , (7)

𝑃𝑘 = 𝐴𝑑𝑃𝑘−1𝐴
T
𝑑 +

𝑘∑
𝑗=1

𝛾𝑗𝑃𝑘−𝑗𝛾
T
𝑗 +𝑄𝑘−1, (8)

𝑥̂𝑘 = 𝑥̃𝑘 +𝐾𝑘(𝑦𝑘 − 𝐶𝑥̃𝑘), (9)

𝑃𝑘 = (𝐼 −𝐾𝑘𝐶)𝑃𝑘, (10)

其中

𝐾𝑘 = 𝑃𝑘𝐶
T(𝐶𝑃𝑘𝐶

T +𝑅𝑘)
−1. (11)

2 改改改进进进的的的分分分数数数阶阶阶卡卡卡尔尔尔曼曼曼滤滤滤波波波

一般情况下,传统的分数阶卡尔曼滤波都假设量

测过程受到高斯白噪声的干扰[12]. 然而,大部分实际

系统噪声是非高斯的,这些非高斯噪声的统计特性会

大大影响分数阶卡尔曼滤波的效果,甚至引起卡尔曼

滤波算法的失效.出于这种考虑,提出一种考虑非高

斯Lévy量测噪声下的改进型分数阶卡尔曼滤波算法.

假设量测噪声为Lévy噪声,分数阶系统可写为

Δ𝛾𝑥𝑘+1 = 𝐴𝑑𝑥𝑘 +𝐵𝑢𝑘 + 𝜔𝑘, (12)

𝑥𝑘+1 = Δ𝛾𝑥𝑘+1 −
𝑘+1∑
𝑗=1

(−1)𝑗𝛾𝑗𝑥𝑘+1−𝑗 , (13)

𝑦𝑘 = 𝐶𝑥𝑘 + 𝜈𝑘. (14)

其中: 𝜔𝑘为高斯白噪声, 𝜈𝑘为非高斯Lévy噪声.

通常, 离散时间的高斯过程可以通过布朗运

动的增量来近似[13].同样, 非高斯Lévy噪声也可以

用Lévy过程的增量来近似.由Lévy-Itô理论[10]可知,

每个Lévy过程可以分解为一个高斯过程和一个纯

跳跃过程[13]. 为解决非高斯Lévy噪声无限方差特性

的问题, 将其分解成高斯白噪声加上某些极大值的

和[10],但这些极大值的和是可以被剔除的,从而将非

高斯Lévy噪声转化为高斯噪声,具体方法如下.

首先, 令 𝜈𝑘表示量测噪声 𝜈𝑘经过剔除极大值之

后的值,用 𝑦𝑘表示观测值 𝑦𝑘经过剔除极大值之后的

值.然后,运用逐个分量的方法将 𝑦𝑘剔除,得到 𝑦𝑘为
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𝑦𝑖𝑘 =

⎧⎨⎩

∑
𝑗

𝐶𝑖,𝑗
𝑘 𝑥̃𝑗

𝑘 + 𝐹 sign
(
𝑦𝑖𝑘 −

∑
𝑗

𝐶𝑖,𝑗
𝑘 𝑥̃𝑗

𝑘

)
,∣∣∣𝑦𝑖𝑘 −

∑
𝑗

𝐶𝑖,𝑗
𝑘 𝑥̃𝑗

𝑘

∣∣∣ ⩾ 𝐹 ;

𝑦𝑖𝑘,
∣∣∣𝑦𝑖𝑘 −

∑
𝑗

𝐶𝑖,𝑗
𝑘 𝑥̃𝑗

𝑘

∣∣∣ < 𝐹.

(15)

其中: 𝐹 为临界值,由测量噪声 𝜈𝑘的统计特征决定; 𝑦𝑖𝑘
为 𝑦𝑘的第 𝑖个分量; 𝑥̃𝑖

𝑘为 𝑥̃𝑘的第 𝑖个分量;
∑
𝑗

𝐶𝑖,𝑗
𝑘 𝑥̃𝑖

𝑘

为𝐶𝑘𝑥̃𝑘的第 𝑖个分量. 经过式 (15)的变换,式 (14)可

以重写为

𝑦𝑘 = 𝐶𝑥𝑘 + 𝜈𝑘. (16)

结合式 (12)、(13)和 (16)可以得到过程噪声为高

斯白噪声, 量测噪声为Lévy噪声经过修剪近似高斯

白噪声的离散线性随机分数阶系统.针对该系统,提

出一种改进的分数阶卡尔曼滤波算法.

定理 1 基于系统 (12)、(13)和 (16),改进的分数

阶卡尔曼滤波算法设计如下:

Δ𝛾 𝑥̃𝑘+1 = 𝐴𝑑𝑥̂𝑘 +𝐵𝑢𝑘,

𝑥̃𝑘+1 = Δ𝛾 𝑥̃𝑘+1 −
𝑘+1∑
𝑗=1

(−1)𝑗𝛾𝑗 𝑥̂𝑘+1−𝑗 ,

𝑃𝑘 = 𝐴𝑑𝑃𝑘−1𝐴
T
𝑑 +

𝑘∑
𝑗=1

𝛾𝑗𝑃𝑘−𝑗𝛾
T
𝑗 +𝑄𝑘−1,

𝑥̂𝑘+1 = 𝑥̃𝑘 +𝐾𝑘+1(𝑦𝑘+1 − 𝐶𝑥̃𝑘+1),

𝑃𝑘 = (𝐼 −𝐾𝑘𝐶)𝑃𝑘.

其中𝐾𝑘 = 𝑃𝑘𝐶
T(2𝐶𝑃𝑘𝐶

T + 𝑅̄𝑘)
−1, 𝑅̄𝑘 = (𝑦𝑘 −

𝐶𝑥̃𝑘)(𝑦𝑘 − 𝐶𝑥̃𝑘)
T.

证证证明明明 根据式 (9)和 (16),可以得到

𝑥̂𝑘 = 𝑥̃𝑘 +𝐾𝑘(𝑦𝑘 − 𝐶𝑥̃𝑘). (17)

经过剔除极大值的量测噪声 𝜈𝑘的协方差为 𝑅̃𝑘,即

𝐸[𝜈𝑖𝜈
T
𝑘 ] =

⎧⎨⎩ 𝑅̃𝑘, 𝑖 = 𝑘;

0, 𝑖 ∕= 𝑘.

假设𝑄𝑘已知, 𝑅̃𝑘的估计如下:

𝑅̃𝑘 = 𝐸[𝜈𝑘𝜈
T
𝑘 ] = 𝐸[(𝑦𝑘 − 𝐶𝑥𝑘)(𝑦𝑘 − 𝐶𝑥𝑘)

T] =

𝐸([(𝑦𝑘 − 𝐶𝑥̃𝑘)− 𝐶(𝑥𝑘 − 𝑥̃𝑘)]×
[(𝑦𝑘 − 𝐶𝑥̃𝑘)− 𝐶(𝑥𝑘 − 𝑥̃𝑘)]

T) =

(𝑦𝑘 − 𝐶𝑥̃𝑘)(𝑦𝑘 − 𝐶𝑥̃𝑘)
T − 𝐸[(𝑦𝑘 − 𝐶𝑥̃)(𝑥𝑘−

𝑥̃𝑘)
T𝐶T]−𝐸[𝐶(𝑥𝑘−𝑥̃𝑘)(𝑦𝑘−𝐶𝑥̃𝑘)

T]+𝐶𝑃𝑘𝐶
T. (18)

在 𝑦与 𝑥̃𝑘已知的条件下,有 (𝑦𝑘−𝐶𝑥̃)𝐸[(𝑥𝑘−𝑥̃𝑘)
T]𝐶T

= 0, 𝐸[𝐶(𝑥𝑘 − 𝑥̃𝑘)][(𝑦𝑘 −𝐶𝑥̃)]T = 0. 式 (18)可重写为

𝑅̃𝑘 = (𝑦𝑘 − 𝐶𝑥̃𝑘)(𝑦𝑘 − 𝐶𝑥̃𝑘)
T + 𝐶𝑃𝐶T. (19)

由式 (11)和 (19)可以得到

𝐾𝑘 = 𝑃𝑘𝐶
T(2𝐶𝑃𝑘𝐶

T + 𝑅̄𝑘)
−1, (20)

其中

𝑅̄𝑘 = (𝑦𝑘 − 𝐶𝑥̃𝑘)(𝑦𝑘 − 𝐶𝑥̃𝑘)
T. (21)

为解决非高斯Lévy噪声的无限方差问题, 将其

分解成高斯白噪声加上某些极大值的和.通过剔除这

些极大值的和, 从而将非高斯Lévy噪声转化为高斯

噪声,进而得到改进型的分数阶卡尔曼滤波.

3 仿仿仿真真真结结结果果果

考虑文献 [6]所研究的分数阶系统,参数设定为

𝐴𝑑 =

[
0 1

−𝑎0 −𝑎1

]
, 𝐵 =

[
0

1

]
, 𝐶 = [𝑏0 𝑏1],

𝛼 = [𝑛1, 𝑛2]
T, 𝑎0 = −0.4, 𝑎1 = −0.6,

𝑏0 = 0.5, 𝑏1 = 0.4, 𝑛1 = 0.7, 𝑛2 = 1.2.

情形 1 假设𝜔𝑘、𝜈𝑘为高斯白噪声,方差分别为

𝐸[𝜔𝑘𝜔
T
𝑘 ] =

[
0.25 0

0 0.25

]
, 𝐸[𝜈𝑘𝜈

T
𝑘 ] = 0.3.

估计误差协方差的初值和状态初值分别为

𝑃0 =

[
100 0

0 100

]
, 𝑥0 =

[
0.05

0.05

]
.

在给定初值条件下,估计效果如图 1所示.
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图 1 高斯白噪声下的状态估计效果 (引理 1)

为了更好地评价滤波效果,采用如下误差指标评

价估计效果:

Error ratio =
1

𝑙

𝑙∑
𝑐=1

[
√√√√√√√√⎷

𝑠∑
𝑘=1

(𝑦𝑐𝑘 − 𝑦𝑐𝑘)
2

𝑠∑
𝑘=1

(𝑦𝑐𝑘)
2

]
. (22)

其中: 𝑙为量测输出向量的行数, 𝑠为待观测数据的个

数.经过式 (22)计算结果为 4.16 %, 表明传统的分数

阶卡尔曼滤波对高斯白噪声具有较好的滤波效果.

情形 2 考虑 𝜈𝑘为非高斯Lévy量测噪声, 采用

分数阶卡尔曼滤波算法进行状态估计, 仿真效果如

图 2所示. 由图 2可见,针对非高斯Lévy量测噪声的

离散系统,传统的分数阶卡尔曼滤波效果较差. 相比

之下, 采用改进的分数阶卡尔曼滤波算法, 可以得到

较为满意的状态估计效果,基于改进卡尔曼滤波的状

态估计效果如图 3所示.
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图 2 非高斯噪声下的状态估计效果 (引理 1)
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图 3 非高斯量测噪声下的状态估计效果 (定理 1)

为了进一步验证算法的有效性,选取不同的实验

次数𝑁对算法进行“蒙特卡洛实验”, 并计算平均相

对误差,结果如表 1和图 4所示. 可以看出,改进的分

数阶卡尔曼滤波具有较好的滤波特性,并且当分数阶

次满足 0 < 𝛼 < 1时,误差精度更高.
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图 4 蒙特卡罗实验的相对误差

表 1 平均相对误差

抽样次数𝑁 100 200 300 500

𝑥1的相对误差 0.007 8 0.007 6 0.008 0 0.007 7

𝑥2的相对误差 0.039 2 0.041 8 0.039 8 0.033 6

4 结结结 论论论

本文针对量测噪声为非高斯Lévy噪声的离散线

性分数阶随机系统的滤波设计问题, 借助剔除Lévy

噪声极大值的方法, 基于最小二乘原理, 提出了一种

考虑非高斯Lévy量测噪声的改进分数阶卡尔曼滤波

算法. 仿真分析表明,在考虑量测噪声为非高斯Lévy

噪声的情况下,改进的分数阶卡尔曼滤波方法具有较

好的滤波效果,具有一定的实用价值.
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