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摘 要: 针对挠曲变形对主/子惯导在线标定误差方程多方面影响的问题,提出一种挠曲变形误差综合补偿方法. 首

先,基于极大似然估计和赤池信息量准则 (AIC)定阶的自回归 (AR)模型对挠曲变形进行建模;然后,针对挠曲变形引

起的动态杆臂效应问题,利用机理建模方法建立动态杆臂与挠曲变形角之间的关系模型;在此基础上,推导出挠曲变

形与动态杆臂误差综合补偿方法;最后,将该方法应用于主/子惯导标定滤波器设计.仿真结果表明,所提出的综合补

偿方法是有效的.
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Abstract: For the problem of the master/slave inertial navigation system(INS) online calibration error equation multifaceted

impacted by flexure, a comprehensive error compensation method is proposed. The auto regressive model(AR) model based

on maximum likelihood estimation and Akaike information criterion(AIC) order is used to determine the flexure modeling

parameter at first. Then for the dynamic lever arm effect problem caused by flexure, the mechanism modeling method is

used to establish a dynamic arm and flexure angle between the relational models. The comprehensive error compensation

method on the basis of the flexure and the dynamic lever arm is deduced. Finally, the method is applied to master/slave INS

calibration filter design. The simulation results show the effectiveness of the proposed comprehensive compensation method.
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0 引引引 言言言

惯性导航被广泛应用于各种武器设备中, 然而
由于自身和外界等多种原因, 惯导系统使用一段时
间后需要对惯性仪表重新标定[1-2].传统方法是先将
其拆卸下来再送回标校机构标定, 该方法给维护工
作带来了很大不便, 因此, 在舰艇上有完成一定条
件下标定的需求.在舰艇环境下, 中、低精度的子惯
导 (SINS)有希望利用舰船主惯导系统 (MINS)提供的
基准信息完成一定条件下标定的工作.然而, 该方法
遇到的首要问题是如何获取主惯导高精度的基准信

息. 在舰上, 由于激励只有舰船摇摆的特点, 主/子惯
导之间的匹配方法一般选择“速度+姿态”或者“速

度+角速度”的模式[1, 3-6]. 但是, 在这两种匹配模式
下对姿态信息要求很高,需要补偿对姿态有重要影响
的挠曲变形[7-8]. 同时,挠曲变形还能引发动态杆臂等

问题,这些干扰因素对标定有重要影响[9-10]. 因此,如
何同时补偿这些误差便成为一个亟待解决的问题.

文献 [4-6]针对挠曲变形引起的动态杆臂使用
机理建模方法, 但是该机理建模方法比较粗糙.文献
[11]建立了 3阶Gauss-Markov随机模型,并将挠曲变
形扩展为系统状态, 对于挠曲变形引起的动态杆臂
等也建模为随机过程.由此引起的问题是滤波器维
数非常高, 另外, 随机模型参数是由离线数据处理获
得的,是否适用于实际尚待证实. 该文献最后提出次
优方法,将挠曲当成噪声处理,以牺牲精度为代价.文
献 [12]在文献 [11]的基础上将挠曲变形分为准静态
挠曲和高频挠曲,分别建模为 3阶Gauss-Markov随机
模型,针对计算量大的问题,提出预滤波技术,并直接
将挠曲当成噪声处理. 文献 [13-14]针对舰艇上挠曲
变形特点,将挠曲变形大的 𝑦轴分量从整个系统中删
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除,而忽略其他轴的挠曲变形, 对挠曲变形采用回避
态度.文献 [15]针对挠曲变形、振动等时间相关噪声,
将它们处理为有色噪声,并用Gauss-Markov过程来建
模,然后修改Kalman滤波器的更新公式.文献 [16]针
对舰艇上的挠曲变形建立 2阶Gauss-Markov模型,并
利用相关因子法论证了利用子惯导测量数据的差分

构造的序列与挠曲变形序列是相似的, 然后利用自
相关函数法求出挠曲变形模型的参数.文献 [17]利
用激光测量数据获取挠曲变形随机过程序列, 并利
用最小二乘方法辨识模型参数. 文献 [18]使用主/子
惯导的测量数据差值作为挠曲变形建模的随机过

程序列, 这种处理方法是否得当还需进一步分析,毕
竟主/子惯导的测量数据差中包含的误差很多, 如失
准角引起的误差不应该忽略. 文献 [19]将挠曲变形
处理为白噪声, 采用从滤波器的方法对其进行处理.
文献 [20]对SINS的杆臂效应误差实时补偿进行了研
究.

综合上述文献发现,将挠曲变形处理为噪声是不

适合在线标定的, 而文献 [4-5]虽然提出了对动态杆

臂机理建模,但其模型比较粗糙;另外,对于挠曲变形

模型参数确定方法有离线的、激光测量的,但这些都

不是很理想.本文首先通过深入分析,对挠曲变形建

立AR模型,并使用文献 [16]的方法获取辨识数据序

列,利用极大似然估计法和AIC定阶原则对AR模型

进行辨识,辨识结果利用𝜒2检验法进行检验;然后建

立动态杆臂与挠曲变形角之间的关系模型,并设计了

挠曲变形综合补偿方法; 最后为主/子惯导在线标定

设计滤波器. 仿真结果验证了本文方法的有效性.

1 问问问题题题描描描述述述

本文用到的坐标系如下.

𝑖: 地心惯性坐标系. 该坐标系原点取地球中心,

𝑧𝑖轴沿地球自转轴指向北极, 𝑥𝑖轴、𝑦𝑖轴在地球赤道

平面内,与 𝑧𝑖轴组成右手坐标系,坐标轴无转动.

𝑒: 地心地球坐标系.该坐标系原点在地心, 𝑧𝑒轴

沿地球自转轴且指向北极, 𝑥𝑒轴、𝑦𝑒轴在地球赤道平

面内, 𝑥𝑒轴指向零子午线.该坐标系相对地心惯性坐

标系以地球自转角速度旋转.

𝑛: 导航坐标系. 本文选择东北天地理坐标系作

为导航系, 该坐标系的原点取在运动体𝑀和地球中

心连线与地球表面的交点𝑂 (或取运动体𝑀在地球

表面上的投影点). 通过点𝑂作经度圈的切线𝑂𝑁指

北,作纬度圈的切线指东, 𝑂𝜁沿当地大地垂线方向并

且指向天顶,与𝑂𝐸、𝑂𝑁组成右手坐标系.

𝑏: 运载体坐标系.该坐标系原点在运载体的重心

处, 𝑥𝑏轴与运载体横轴重合指向右, 𝑦𝑏轴与运载体纵

轴重合指向前, 𝑧𝑏轴与运载体竖轴重合指向上方.

𝑏𝑚: 主惯导坐标系.该坐标系原点在主惯导重心,

取𝑥、𝑦、𝑧轴与舰船坐标系平行.

𝑏𝑠: 子惯导坐标系.该坐标系原点在子惯导重心,

取𝑥、𝑦、𝑧轴分别沿载体的横轴向右、纵轴向前和立

轴向上.

在主/子惯导组合中, 子惯导敏感到的角速度和

加速度可分别表示为[8]

𝜔̂𝑏𝑠
𝑖𝑏𝑠

= 𝜔𝑏𝑠
𝑖𝑏𝑚

+ 𝜔𝑏𝑠
𝑓𝑠 + 𝜀+ 𝑛𝑔,

𝑓 𝑏𝑠𝑠 = 𝑓 𝑏𝑠𝑚 + 𝑓 𝑏𝑠𝑟 + 𝑓 𝑏𝑠𝑓𝑏 +∇+ 𝑛𝑎. (1)

其中: 𝜔𝑏𝑠
𝑖𝑏𝑚
为能被主惯导敏感到的载体角速度在子

惯导坐标系上的表示; 𝜔𝑏𝑠
𝑓𝑠表示挠曲角速度, 该值无

法被主惯导敏感到; 𝜀为陀螺零偏误差; 𝑓 𝑏𝑠𝑚 为能被主

惯导敏感到的载体加速度在子惯导坐标系上的表示;

𝑓 𝑏𝑠𝑟 为刚体转动引起的子惯导杆臂加速度; 𝑓 𝑏𝑠𝑓𝑏为挠曲

变形引起的被子惯导敏感到的加速度; ∇为加速度计
零偏误差; 𝑛𝑔和𝑛𝑎为随机噪声.

假设待标参数误差为常值误差,随机噪声为零均

值不相关白噪声,则有

𝜀̇ = 03×1, ∇̇ = 03×1.

在线标定使用以下线性化误差方程[11]:

𝜓̇𝑚 = (𝜓𝑚 − 𝜓𝑎)× 𝜔𝑏𝑠
𝑖𝑛 + 𝜔𝑏𝑠

𝑓𝑠 + 𝜀, (2)

𝛿𝑣̇ = 𝐶𝑛
𝑏𝑚{(𝜓𝑚 − 𝜓𝑎)× (𝑓 𝑏𝑠𝑚 + 𝑓 𝑏𝑚𝑟 ) + (𝑓 𝑏𝑠𝑓𝑏 +∇)}.

(3)

其中: 𝜓𝑚表示主惯导体坐标系到子惯导计算坐标

系的误差角, 𝜓𝑎表示子惯导体坐标系到子惯导计算

坐标系的误差角, 如图 1所示; 𝜔𝑏𝑠
𝑖𝑛表示导航系相对

惯性系的转动角速度在子惯导体坐标系上的表示;

𝜔𝑏𝑠
𝑓𝑠表示挠曲变形引起的误差; 𝛿𝑣表示速度误差, 满

足 𝛿𝑣 = 𝑣𝑛𝑠 − 𝑣𝑛𝑚 − 𝑣𝑛𝑟 ; 𝐶𝑛
𝑏𝑚
表示从主惯导体坐标系到

导航坐标系的方向余弦矩阵; 𝑓 𝑏𝑠𝑚 表示主惯导敏感到

的比力; 𝑓 𝑏𝑚𝑟 表示静态杆臂引起的杆臂效应; 𝑓 𝑏𝑠𝑓𝑏表示

由于挠曲变形引起的动态杆臂效应.

图 1 坐标系关系示意图

由式 (2)和 (3)可见,挠曲变形对系统误差方程的

影响为𝜔𝑏𝑠
𝑓𝑠和 𝑓 𝑏𝑠𝑓𝑏, 其中通过𝜔𝑏𝑠

𝑓𝑠对姿态误差方程产

生影响,通过 𝑓 𝑏𝑠𝑓𝑏对杆臂速度产生影响,通过𝜔𝑏𝑠
𝑓𝑠对杆
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臂长度产生影响,进而对杆臂速度产生影响.如何对

这 3种影响进行建模和一体化补偿是本文研究的问

题.

2 挠挠挠曲曲曲变变变形形形误误误差差差综综综合合合补补补偿偿偿建建建模模模

2.1 挠挠挠曲曲曲变变变形形形对对对姿姿姿态态态影影影响响响的的的补补补偿偿偿方方方法法法

本文利用AR模型对挠曲变形进行建模,并且将

其扩展到系统状态中.

1)挠曲变形模型.

AR模型为

𝜃𝑘 = 𝑎1𝜃𝑘−1 + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑎𝑝𝜃𝑘−𝑝 + 𝜀𝑘. (4)

2)挠曲随机序列的获取.

模型辨识中的挠曲变形数据利用文献 [16]的方

法获取,其公式为

𝐷𝜔
𝑘 𝑗 = 𝜔𝑏

𝑖𝑠 𝑗(𝑡𝑘)− 𝜔𝑏
𝑖𝑠 𝑗(𝑡𝑘−1), 𝑗 = 1, 2, 3.

3)参数估计的极大似然估计方法.

假设 {𝑢𝑘, 𝑘=0,±1,±2, ⋅ ⋅ ⋅}为零均值正态AR(𝑝)

序列,已取得样本𝑢 = (𝑢1, 𝑢2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑢𝑛)T,其概率密度

为

𝑓(𝑢∣𝛽, 𝜎2
𝜀) = (2π𝜎2

𝜀)
−𝑛

2 ∣𝑀 ∣
1
2 exp

�
− 𝑢T𝑀𝑢

2𝜎2
𝜀

�
. (5)

其中

𝛽 = (𝑎1, 𝑎2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑎𝑝, 𝑏1, 𝑏2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑏𝑞)T,
𝑀 = 𝜎2

𝜀Σ
−1, Σ = 𝐸(𝑢𝑢T).

取对数似然函数

𝐿(𝛽, 𝜎2
𝜀 ∣𝑥) =

1

2
ln ∣𝑀 ∣ − 𝑛

2
ln(2𝜋)− 𝑛

2
ln𝜎2

𝜀 −
𝑢𝑇𝑀𝑢

2𝜎2
𝜀

. (6)

由于𝑢T𝑀𝑢仅与 𝛽有关, 而与𝜎2
𝜀无关, 记𝑆(𝛽) =

𝑢T𝑀𝑢, 𝜀𝑘 = 𝐸(𝜀𝑘∣𝑢1, 𝑢2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑢𝑛),则有

𝑆(𝛽) =
𝑛X

𝑡=∞
𝜀2𝑘.

对于AR(𝑝)序列,当𝑛 ⩾ 2𝑝时,有

𝑆(𝐴) = 𝑢T𝑀𝑢 =
𝑛X

𝑖=0

𝑛X
𝑗=0

𝑑𝑖𝑗𝑎𝑖𝑎𝑗 . (7)

其中: 𝑎0 = −1, 𝑑𝑖𝑗 =
𝑛−𝑖X

𝑘=1+𝑗

𝑢𝑘+𝑖−𝑗𝑢𝑘 = 𝑑𝑗𝑖, 𝑖, 𝑗 =

0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑝. 记

𝐷 =

2666664
𝑑11 𝑑12 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑑1𝑝

𝑑21 𝑑22 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑑2𝑝
...

...
. . .

...

𝑑𝑝1 𝑑𝑝2 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑑𝑝𝑝

3777775 , 𝑑 =

2666664
𝑑01

𝑑02
...

𝑑0𝑝

3777775 . (8)

式 (8)又可表示为

𝑆(𝐴) = 𝐴T𝐷𝐴− 2𝐴T𝑑+ 𝑑00,

使𝑆(𝐴)达到最小的解为

𝐴𝑆 = 𝐷−1𝑑.

针对式 (6),令
∂𝐿

∂(𝜎2
𝜀)

= − 𝑛

2𝜎2
𝜀

+
𝑆(𝛽)

2(𝜎2
𝜀)

2
= 0, (9)

可得

𝜎̂2
𝜀 =

𝑆(𝛽)

𝑛
=
𝑢T𝑀𝑢

𝑛
, (10)

将其代入式 (6),可得

𝐿(𝛽, 𝜎2
𝜀 ∣𝑥) =

1

2
ln ∣𝑀 ∣ − 𝑛

2
ln(𝑢T𝑀𝑢) + 𝑐, (11)

其中 𝑐为常数, 对求极值无影响. 𝛽的最大似然估计

是使式 (11)达到最大. 若 𝛽𝑚使式 (11)达到最大, 则

𝛽𝑚是𝛽的极大似然估计,代入式 (10)可得𝜎2
𝜀的极大

似然估计.

4)模型定阶.

AR模型的定阶采用AIC准则,该准则为:选取 𝑝,

使得

minAIC(𝑘) = 𝑛 ln 𝜎̂2
𝜀 + 2𝑝. (12)

其中: 𝑛为样本容量, 𝜎̂2
𝜀与 𝑝有关, 若当 𝑝 = 𝑝时, 式

(12)达到最小值,则认为序列为AR(𝑝).

5)模型𝜒2检验.

对于AR(𝑝)序列, 设未知参数的估计为 𝑎̂1, 𝑎̂2,

⋅ ⋅ ⋅ , 𝑎̂𝑝,则残差

𝜀𝑘 = 𝑢𝑘 − 𝑎̂1𝑢𝑘−1 − ⋅ ⋅ ⋅ − 𝑎̂𝑝𝑢𝑘−𝑝.

记

𝜂𝑖 =

𝑛−𝑘X
𝑘=1

𝜀𝑘𝜀𝑘+𝑖

𝑛X
𝑘=1

𝜀2𝑘

, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚,

则Ljung-Box的𝜒2检验统计量为

𝜒2 = 𝑛(𝑛+ 2)
𝑚X
𝑖=1

𝜂2𝑖
𝑛− 𝑖

.

检验假设

𝐻0 : 𝜌𝑖 = 0, 𝑘 ⩽ 𝑚; 𝐻1 : 𝜌𝑘 ∕= 0, 𝑘 ⩽ 𝑚.

在𝐻0成立时,若𝑛充分大,则𝜒2近似于𝜒2(𝑚 − 𝑟)分

布,其中 𝑟为估计的模型参数个数.

𝜒2检验法如下: 若给定显著性水平𝛼, 查表可

得上𝛼分位数为𝜒2
𝛼(𝑚 − 𝑟), 则当𝜒2 > 𝜒2

𝛼(𝑚 − 𝑟)时

拒绝𝐻0,即认为 𝜀𝑘非白噪声,模型检验未通过;而当

𝜒2 ⩽ 𝜒2
𝛼(𝑚 − 𝑟)时,接受𝐻0,认为 𝜀𝑘是白噪声,模型

通过检验.

2.2 挠挠挠曲曲曲变变变形形形对对对杆杆杆臂臂臂效效效应应应的的的影影影响响响及及及补补补偿偿偿

挠曲变形对杆臂效应的影响包括两个方面: 一是

挠曲变形引起的杆臂长度变化,二是对挠曲角速度引



712 控 制 与 决 策 第 31 卷

起的杆臂速度.由于惯性传感器安装位置与载体摇摆

中心不重合,当载体存在摇摆运动时, 传感器测量到

的附加离心加速度和切向加速度称为杆臂效应[8]. 一

般假设主惯导处于摇摆中心, 不考虑杆臂效应;子惯

导远离摇摆中心,需要考虑杆臂效应.

根据文献 [3],当存在杆臂时,子惯导敏感到的加

速度可表示为

𝑓 𝑏𝑚𝑠 = 𝑓 𝑏𝑚𝑚 + 𝜔̇𝑖𝑏 × 𝑟 + 𝜔𝑖𝑏 × (𝜔𝑖𝑏 × 𝑟). (13)

当杆臂为刚体时,满足

d𝑟𝑏/d𝑡 = 0, d2𝑟𝑏/d𝑡2 = 0. (14)

在此条件下,定义杆臂速度 𝑣𝑛𝑟 = 𝑣𝑛𝑠 − 𝑣𝑛𝑚和杆臂加速

度为 𝑓 𝑏𝑟 = 𝑓 𝑏𝑚𝑠 − 𝑓 𝑏𝑚𝑚 ,则有

𝑣𝑛𝑟 = 𝐶𝑛
𝑏 [𝜔

𝑏
𝑒𝑏×]𝑟𝑏, (15)

𝑓 𝑏𝑟 = 𝜔̇𝑖𝑏 × 𝑟 + 𝜔𝑖𝑏 × (𝜔𝑖𝑏 × 𝑟). (16)

然而杆臂并非刚体, 挠曲变形会引发动态杆臂问题,

式 (14)不再成立,即
d2𝑟

d𝑡2

����
𝑚

= 𝑟 ∕= 0,
d𝑟

d𝑡

����
𝑚

= 𝑟̇ ∕= 0.

从理论上讲,这种动态杆臂将对式 (15)和 (16)的杆臂

速度和加速度产生影响.为了对挠曲变形误差进行一

体化补偿,下面分析动态杆臂对与挠曲变形角之间的

关系.

设未发生挠曲变形的杆臂长度在导航坐标系内

的投影为 𝑟0 = [𝑥0, 𝑦0, 𝑧0]
T,挠曲变形引起的 3个轴的

转动角度为 𝜃 = [𝜃𝑥, 𝜃𝑦, 𝜃𝑧]
T.由于𝑋、𝑌 和𝑍轴存在

对称性质, 这里仅对绕𝑍轴挠曲进行分析,然后推广

到 3轴, 如图 2所示. 图 2中: 𝑂𝐷表示未发生变形时

的杆臂, ÷𝑂𝐴表示变形后的杆臂.目标是求出变形后÷𝑂𝐴在𝑋轴和𝑌 轴的投影,为杆臂建模补偿提供基础.

对图 2作如下假设: 1)挠曲变形不存在拉伸、压

缩的情况,只存在弯曲,满足÷𝑂𝐴 = 𝑂𝐷 = 𝑥0; 2) ÷𝑂𝐴
可近似为一段圆弧; 3)挠曲变形角之间不存在互相耦

合的情况,各个挠曲角度是独立的.

图 2 绕𝑍轴的挠曲变形角 𝜃𝑧引起的杆臂坐标变化量

根据上面假设和几何原理,有

∠𝐴𝑂1𝑂 = 2∠𝐴𝑂𝐶 = 𝜃𝑧.

由弧长与半径关系公式有

𝑂𝑂1 = ÷𝑂𝐴/∠𝐴𝑂1𝑂 = 𝑥0/𝜃𝑧.

由此可得

𝑂𝐴 = 2𝑂𝐵 = 2𝑂𝑂1 sin
𝜃𝑧
2

= 2
𝑥0
𝜃𝑧

sin
𝜃𝑧
2
, (17)

𝑂𝐶 = 𝑂𝐴 cos
𝜃𝑧
2

=
2𝑥0
𝜃𝑧

sin
𝜃𝑧
2

cos
𝜃𝑧
2
, (18)

𝐴𝐶 = 𝑂𝐴 sin
𝜃𝑧
2

=
2𝑥0
𝜃𝑧

sin2
𝜃𝑧
2
. (19)

根据三角函数关系,有

sin 𝜃 = 2 sin
𝜃

2
cos

𝜃

2
,

1− cos 𝜃 = 2 sin2
𝜃

2
.

式 (18)和 (19)变为

𝑂𝐶 =
𝑥0
𝜃𝑧

sin 𝜃𝑧,

𝐴𝐶 =
𝑥0
𝜃𝑧

(1− cos 𝜃𝑧).

同理, 可以求得绕𝑋轴和𝑌 轴挠曲变形引起的杆臂

坐标变化量,如表 1所示.

表 1 挠曲变形引起的杆臂坐标变化

杆臂坐标 𝜃𝑥 𝜃𝑦 𝜃𝑧

𝑟𝑥 0
𝑧0

𝜃𝑦
(1 − cos 𝜃𝑦)

𝑥0

𝜃𝑧
sin 𝜃𝑧

𝑟𝑦
𝑦0

𝜃𝑥
sin 𝜃𝑥 0

𝑥0

𝜃𝑧
(1 − cos 𝜃𝑧)

𝑟𝑧
𝑦0

𝜃𝑥
(1 − cos 𝜃𝑥)

𝑧0

𝜃𝑦
sin 𝜃𝑦 0

为了便于处理, 将三角函数进行Taylor展开, 取

前两项作近似处理. 三角函数Taylor展开为

sin 𝜃 = 𝜃 − 𝜃3

6
+ ⋅ ⋅ ⋅ ,

cos 𝜃 = 1− 𝜃2

2
+ ⋅ ⋅ ⋅ ,

因此表 1可以近似为表 2.

表 2 挠曲变形引起的杆臂坐标变化

杆臂坐标 𝜃𝑥 𝜃𝑦 𝜃𝑧

𝑟𝑥 0
𝜃𝑦

2
𝑧0

�
1 − 𝜃2

𝑧

6

�
𝑥0

𝑟𝑦

�
1 − 𝜃2

𝑥

6

�
𝑦0 0

𝜃𝑧

2
𝑥0

𝑟𝑧
𝜃𝑥

2
𝑦0

�
1 −

𝜃2
𝑦

6

�
𝑧0 0

由于挠曲变形都是小量, 忽略二阶项影响, 表 2

可以写成 2664
𝑟𝑥

𝑟𝑦

𝑟𝑧

3775 ≈

2666664
𝑥0 +

𝜃𝑦
2
𝑧0

𝑦0 +
𝜃𝑥
2
𝑥0

𝑧0 +
𝜃𝑧
2
𝑦0

3777775 . (20)

将其写成矩阵形式为

𝑟 = 𝑟0 +𝑅𝜃, (21)
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其中

𝑅 =
1

2

2664
0 𝑧0 0

0 0 𝑥0

𝑦0 0 0

3775 .
由式 (21)可得 8><>:

𝑟 = 𝑟0 +𝑅𝜃,

𝑟̇ = 𝑅𝜃,

𝑟 = 𝑅𝜃.

(22)

将式 (22)代入 (13)可得

𝑓 𝑏𝑚𝑠 = 𝑓 𝑏𝑚𝑚 + 𝑓𝑟0 + 𝑓𝑟𝑅 + 2[𝜔𝑖𝑏×]𝑅𝜃 +𝑅𝜃. (23)

其中

𝑓𝑟0 = 𝜔̇𝑖𝑏 × 𝑟0 + 𝜔𝑖𝑏 × (𝜔𝑖𝑏 × 𝑟0),

𝑓𝑟𝑅 = [𝜔̇𝑖𝑏×]𝑅𝜃 + [𝜔𝑖𝑏×][𝜔𝑖𝑏×]𝑅𝜃.

注注注 1 文献 [6]对挠曲角如何定义没有详细说
明, 从该文献给出的相应公式可以看出, 其定义与
文献 [1, 5]相同, 而文献 [1, 5]将∠𝐴𝑂𝐷当成挠曲变
形角 𝜃𝑧是存在问题的.由挠曲变形角的定义可知,
挠曲变形引起的角度是子惯导点的切线方向与主

惯导的基准水平线的交角, 即图 2中的角 𝜃𝑧 , 其与
∠𝐴𝑂𝐷的关系为 𝜃𝑧 = 2∠𝐴𝑂𝐷.

3 主主主/子子子惯惯惯导导导标标标定定定滤滤滤波波波器器器设设设计计计
3.1 滤滤滤波波波器器器误误误差差差方方方程程程

姿态误差方程使用方程 (2), 与文献 [3]相同, 该
姿态误差方程的一个优点是能获得姿态误差角𝜓𝑚的

观测量. 速度误差方程 (3)是文献 [3]针对快速传递对
准设计的, 对一些相关量作了近似与忽略处理.本文
在考虑挠曲变形综合误差补偿的基础上推导相应的

速度误差方程.

根据式 (23),设刚体杆臂效应为 𝑓𝑟0,其定义为

𝑓𝑟0 = 𝜔̇𝑖𝑏 × 𝑟0 + 𝜔𝑖𝑏 × (𝜔𝑖𝑏 × 𝑟0).

设挠曲效应引起的杆臂效应为 𝑓𝑟𝑓 ,其定义为

𝑓𝑟𝑓 =

[𝜔̇𝑖𝑏×]𝑅𝜃 + [𝜔𝑖𝑏×][𝜔𝑖𝑏×]𝑅𝜃 + 2[𝜔𝑖𝑏×]𝑅𝜃 +𝑅𝜃.

刚体杆臂速度定义为

𝑣𝑟0 =
d𝑟0
d𝑡

����𝑒
𝑒

=
d𝑟0
d𝑡

����𝑒
𝑏

+ 𝜔𝑒
𝑒𝑏 × 𝑟𝑒0.

其中: 竖线下标表示矢量在该坐标系中求导,上标表

示在该系中表示,
d𝑟0
d𝑡

����𝑒
𝑒

表示刚体杆臂矢量相对地球

系对时间的导数在地球系的表示,而
d𝑟0
d𝑡

����𝑒
𝑏

表示刚体

杆臂矢量相对载体系对时间的导数在地球系的表示,
𝜔𝑒
𝑒𝑏表示载体系对地球系的角速度在地球 𝑒系上的表

示, 𝑟𝑒0为刚体杆臂在地球系上的表示.

由于刚体杆臂相对 𝑏系的导数为 0, 并将刚体杆

臂投影到导航系,得到

𝑣𝑛𝑟0 = 𝜔𝑛
𝑒𝑏 × 𝑟𝑛0 .

根据惯导速度微分方程,有

𝑣̇𝑛𝑚 = 𝑓𝑛𝑚 +𝐺𝑚 − 𝜔𝑛
𝑖𝑒 × (𝜔𝑛

𝑖𝑒 ×𝑅𝑚)−
(𝜔𝑛

𝑖𝑒 + 𝜔𝑛
𝑖𝑛)× 𝑣𝑛𝑚, (24)

𝑣̇𝑛𝑠 = 𝑓𝑛𝑠 +𝐺𝑠 − 𝜔𝑛
𝑖𝑒 × (𝜔𝑛

𝑖𝑒 ×𝑅𝑠)−
(𝜔𝑛

𝑖𝑒 + 𝜔𝑛
𝑖𝑛)× 𝑣𝑛𝑠 , (25)

𝑣̇𝑛𝑟0 = 𝑓𝑛𝑟0 +𝐺𝑟0 − 𝜔𝑛
𝑖𝑒 × (𝜔𝑛

𝑖𝑒 × 𝑟0)−
(𝜔𝑛

𝑖𝑒 + 𝜔𝑛
𝑖𝑛)× 𝑣𝑛𝑟0. (26)

因为杆臂长度向量 𝑟0相对主惯导处的向量𝑅𝑚

和子惯导处的向量𝑅𝑠为小量 (向量𝑅𝑚和向量𝑅𝑠的

起点为地心,终点为主惯导和子惯导所在位置),所以
其万有引力𝐺𝑟0和𝜔𝑛

𝑖𝑒 × (𝜔𝑛
𝑖𝑒 × 𝑟)项可以近似为 0,因

此有

𝑣̇𝑛𝑟0 = 𝑓𝑛𝑟0 − (𝜔𝑛
𝑖𝑒 + 𝜔𝑛

𝑖𝑛)× 𝑣𝑛𝑟0. (27)

由

𝑓𝑛𝑟 = 𝑓𝑟0 + 𝑓𝑟𝑓 , 𝑅𝑠 = 𝑅𝑚 + 𝑟,

有

𝑓𝑛𝑠 +𝐺𝑠 = (𝑓𝑛𝑚 +𝐺𝑚) + (𝑓𝑛𝑟 +𝐺𝑟),

由此可得

𝑓𝑛𝑟 = 𝑓𝑛𝑠 − 𝑓𝑛𝑚.

忽略重力差异,考虑子惯导仪表测量误差并假设
主惯导仪表误差可以忽略, 将式 (25)与 (24)作差, 可
得

𝑣̇𝑛𝑠 − 𝑣̇𝑛𝑚 = 𝑓𝑛𝑠 − 𝑓𝑛𝑚 − (𝜔𝑛
𝑖𝑒 + 𝜔𝑛

𝑖𝑛)× (𝑣𝑛𝑠 − 𝑣𝑛𝑚). (28)

根据式 (1)和坐标变换关系,可以得到

𝑓𝑛𝑠 − 𝑓𝑛𝑚 = 𝐶𝑛
𝑏𝑐(𝑓

𝑏𝑠
𝑚 + 𝑓 𝑏𝑠𝑟0 + 𝑓 𝑏𝑠𝑟𝑓 +∇)− 𝐶𝑛

𝑏𝑠𝑓
𝑏𝑠
𝑚 . (29)

为了在方向余弦变换中引入姿态误差角,将式 (29)变
形为

𝑓𝑛𝑠 − 𝑓𝑛𝑚 =

𝐶𝑛
𝑏𝑚𝐶

𝑏𝑚
𝑏𝑐

(𝑓 𝑏𝑠𝑚 + 𝑓 𝑏𝑠𝑟0 + 𝑓 𝑏𝑠𝑟𝑓 +∇)− 𝐶𝑛
𝑏𝑚𝐶

𝑏𝑚
𝑏𝑠 𝑓

𝑏𝑠
𝑚 ≈

𝐶𝑛
𝑏𝑚(𝐼 + 𝜓𝑚)(𝑓 𝑏𝑠𝑚 + 𝑓 𝑏𝑠𝑟0 + 𝑓 𝑏𝑠𝑟𝑓 +∇)−

𝐶𝑛
𝑏𝑚(𝐼 + 𝜓𝑎)𝑓

𝑏𝑠
𝑚 =

𝐶𝑛
𝑏𝑚(𝑓 𝑏𝑠𝑟0 + 𝑓 𝑏𝑠𝑟𝑓 +∇)+

𝐶𝑛
𝑏𝑚(𝜓𝑚×)(𝑓 𝑏𝑠𝑚 + 𝑓 𝑏𝑠𝑟0 + 𝑓 𝑏𝑠𝑟𝑓 +∇)−

𝐶𝑛
𝑏𝑚(𝜓𝑎×)𝑓 𝑏𝑠𝑚 ≈

𝐶𝑛
𝑏𝑚(𝑓 𝑏𝑠𝑟0 + 𝑓 𝑏𝑠𝑟𝑓 +∇)+

𝐶𝑛
𝑏𝑚(𝜓𝑚 − 𝜓𝑎)× (𝑓 𝑏𝑠𝑚 + 𝑓 𝑏𝑠𝑟0) =

𝐶𝑛
𝑏𝑚𝑓

𝑏𝑠
𝑟0 + 𝐶𝑛

𝑏𝑚(𝑓 𝑏𝑠𝑟𝑓 +∇)+

𝐶𝑛
𝑏𝑚(𝜓𝑚 − 𝜓𝑎)× (𝑓 𝑏𝑠𝑚 + 𝑓 𝑏𝑠𝑟0). (30)
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将式 (30)和 (27)代入 (28),可得

𝑣̇𝑛𝑠 − 𝑣̇𝑛𝑚 − 𝑣̇𝑛𝑟0 =

𝐶𝑛
𝑏𝑚𝑓

𝑏𝑠
𝑟0 − 𝑓𝑛𝑟0 + 𝐶𝑛

𝑏𝑚(𝑓 𝑏𝑠𝑟𝑓 +∇)+

𝐶𝑛
𝑏𝑚(𝜓𝑚 − 𝜓𝑎)× (𝑓 𝑏𝑠𝑚 + 𝑓 𝑏𝑠𝑟0)−

(𝜔𝑛
𝑖𝑒 + 𝜔𝑛

𝑖𝑛)× (𝑣𝑛𝑠 − 𝑣𝑛𝑚 − 𝑣𝑛𝑟0). (31)

取速度误差为 𝛿𝑣 = 𝑣𝑛𝑠−𝑣𝑛𝑚−𝑣𝑛𝑟0,并考虑到 𝑓 𝑏𝑠𝑟0 ≈ 𝑓 𝑏𝑚𝑟0 ,

式 (31)变形为

𝛿𝑣̇𝑛 =𝐶𝑛
𝑏𝑚(𝜓𝑚 − 𝜓𝑎)× (𝑓 𝑏𝑠𝑚 + 𝑓 𝑏𝑠𝑟0)−

(𝜔𝑛
𝑖𝑒 + 𝜔𝑛

𝑖𝑛)× (𝛿𝑣𝑛) + 𝐶𝑛
𝑏𝑚(𝑓 𝑏𝑠𝑟𝑓 +∇).

3.2 滤滤滤波波波器器器设设设计计计

重写滤波器误差方程如下:

𝜓̇𝑚 = (𝜓𝑚 − 𝜓𝑎)× 𝜔𝑏𝑠
𝑛𝑏 + 𝜔𝑏𝑠

𝑓𝑠 + 𝜀,

𝛿𝑣̇𝑛 = 𝐶𝑛
𝑏𝑚(𝜓𝑚 − 𝜓𝑎)× (𝑓 𝑏𝑠𝑚 + 𝑓 𝑏𝑠𝑟0)−

(𝜔𝑛
𝑖𝑒 + 𝜔𝑛

𝑖𝑛)× (𝛿𝑣𝑛) + 𝐶𝑛
𝑏𝑚(𝑓 𝑏𝑠𝑟𝑓 +∇).

由于挠曲变形的阶数需要辨识确定,滤波器设计

需要首先知道阶数, 然后设计相应的状态.这里的滤

波器设计是挠曲变形为二阶时的结构,其他阶数模型

只要增减相应的挠曲角状态即可.

设滤波器状态为

𝑋 = [𝛿𝑣T, 𝜓T
𝑚, 𝜓

T
𝑎 , 𝜀

T,∇T, 𝜃T, 𝜃T]T,

则滤波器状态方程为

𝑋̇ = 𝐴𝑋 +𝐺𝑤.

其中

𝐴 =

266666666666664

𝐴1 𝐴2 𝐴3 0 𝐶𝑛
𝑏𝑠

𝐴4 𝐴5

0 𝐴6 −𝐴6 𝐴7 0 0 𝐼

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 𝐼

0 0 0 0 0 𝐴8 𝐴9

377777777777775
,

𝐴1 = −[(𝜔𝑛
𝑖𝑒 + 𝜔𝑛

𝑖𝑛)×],

𝐴2 = −𝐶𝑛
𝑏𝑚 [(𝑓 𝑏𝑠𝑚 + 𝑓 𝑏𝑠𝑟0)×], 𝐴3 = −𝐴2,

𝐴4 = 𝐶𝑛
𝑏𝑚{[𝜔𝑖𝑏𝑚×]𝑅+ [𝜔𝑖𝑏𝑚×][𝜔𝑖𝑏𝑚×]𝑅+ 𝑎2},

𝐴5 = 𝐶𝑛
𝑏𝑚{2[𝜔𝑖𝑏×]𝑅+ 𝑎1}, 𝐴6 = −[𝜔𝑛𝑏𝑚×],

𝐴7 = 𝐶𝑛
𝑏𝑠 , 𝐴8 = diag(𝑎1𝑥, 𝑎1𝑦, 𝑎1𝑧),

𝐴9 = diag(𝑎2𝑥, 𝑎2𝑦, 𝑎2𝑧).

观测方程选择“速度+姿态+角速度”的匹配模式,具

体方程如下.

1)列出速度和姿态观测方程.

将子惯导解算提供的速度减去主惯导提供的经

过刚性杆臂补偿后的速度,可以得到速度误差观测量.

在误差方程中, 姿态误差𝜓𝑚是一个可观测量. 因此

这两个匹配量的观测方程为

𝑧 = [𝛿𝑣T, 𝜓T
𝑚]T,

相应观测矩阵为𝐻1 = [𝐼6×6, 015×15].

2)角速度匹配观测方程.

取角速度误差观测量为Δ𝜔 = 𝜔̂𝑏𝑠
𝑖𝑠 − 𝐶𝑏𝑐

𝑛 𝜔
𝑛
𝑖𝑏𝑚

,由

式 (1)可得

Δ𝜔 = 𝜔𝑏𝑠
𝑖𝑏𝑚

+ 𝜔𝑏𝑠
𝑓𝑠 + 𝛿𝜔 − 𝐶𝑏𝑐

𝑛 𝜔
𝑛
𝑖𝑏𝑚 =

[𝐼 − (𝜓𝑚 − 𝜓𝑎)×]𝐶𝑏𝑐
𝑛 𝜔

𝑛
𝑖𝑏𝑚 + 𝜔𝑏𝑠

𝑓𝑠 + 𝛿𝜔 − 𝐶𝑏𝑐
𝑛 𝜔

𝑛
𝑖𝑏𝑚 =

[𝐶𝑏𝑐
𝑛 𝜔

𝑛
𝑖𝑏𝑚×](𝜓𝑚 − 𝜓𝑎) + 𝜔𝑏𝑠

𝑓𝑠 + 𝛿𝜔.

由此可得观测矩阵为

𝐻2 = [03×3, [𝐶
𝑏𝑐
𝑛 𝜔

𝑛
𝑖𝑏𝑚×], − [𝐶𝑏𝑐

𝑛 𝜔
𝑛
𝑖𝑏𝑚×], 0, 𝐼, 0, 𝐼].

综上可得“速度+姿态+角速度”匹配模式的观

测矩阵为

𝐻 =

"
𝐻1

𝐻2

#
.

4 仿仿仿真真真研研研究究究

下面利用仿真验证本文方法的有效性. 仿真分为

两个部分: 1)验证挠曲变形辨识结果的有效性; 2)分

析动态杆臂补偿方法的有效性.

仿真条件设置如下: 舰船系泊条件下处于摇摆

状态, 摇摆运动满足余弦波, 其中横摇角的幅值为

13∘,周期为 10 s;纵摇角幅值为 5∘,周期为 8 s;艏摇角

幅值为 3∘, 周期为 6 s.假设主惯导的误差可以忽略,

而且子惯导在进行标定前已经经过对准,对准精度为

1m⋅rad. 子惯导陀螺仪常值零偏为 0.2∘/ℎ,刻度系数

误差为 200 ppm, 加速度计零偏为 3 × 10−4 g, 刻度系

数误差为 200 ppm,刚体杆臂长度为 [10, 4, 15]T m.

挠曲变形仿真真值采用 2阶Markov过程进行模

拟,其方程为

𝜃𝑘 = 0.003 5𝜃𝑘−1 + 0.07𝜃𝑘−2 + 𝜂𝑘, (32)

其中 𝜂𝑘的均方差取为 0.000 1∘.

卡尔曼滤波器初值为𝑥 = 021×1, 初始方程阵

𝑃0为对角阵,各元素如下:

𝑝11 = 𝑝22 = 𝑝33 = (0.1m/s)2,

𝑝44 = 𝑝55 = 𝑝66 = (π/180 rad)2,

𝑝77 = 𝑝88 = 𝑝99 = (π/180 rad)2,

𝑝1010 = 𝑝1111 = 𝑝1212 = (π/180/3 600 rad/s)2,

𝑝1313 = 𝑝1414 = 𝑝1515 = (10−6g ⋅m/s2)2,
𝑝1616 = 𝑝1717 = 𝑝1818 = (π/180 rad)2,

𝑝1919 = 𝑝2020 = 𝑝2121 = (π/180/3 600 rad/s)2.
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系统方差阵𝑄为对角阵,其对角线元素为

diag(𝑄) =

[10−6(m/s)2, 10−6(m/s)2, 10−6(m/s)2,

10−13rad2, 10−13rad2, 10−13rad2, 01×12,

10−9(rad/s)2, 10−9(rad/s)2, 10−9(rad/s)2].

测量方差阵𝑅为对角阵,其各元素为

diag(𝑅) =

[(0.1m/s)2, (0.1m/s)2, (0.1m/s)2,

(0.1π/180 rad)2, (0.1π/180 rad)2, (0.1π/180 rad)2,

(0.1π/180/3 600 rad/s)2, (0.1π/180/3 600 rad/s)2,

(0.1π/180/3 600 rad/s)2].

下面针对式 (32)的二阶模型进行辨识. 首先基于

AIC原则, 求得当AR各阶模型时各种情况的AIC数

据,模型求解结果如表 3所示.

表 3 模型定阶计算表

阶次 𝑝 AIC BIC

𝑅 = 0 2 846.230 012 2 860.650 692

𝑅 = 1 2 847.515 635 2 869.146 656

𝑅 = 2 2 838.963 628 2 867.804 989

𝑅 = 3 2 840.916 110 2 876.967 812

由表 3可知,模型阶次为 𝑝 = 2. 定阶结束后可以

进行参数估计以获得相关参数估计.某一次估计结果

确定的模型为

𝜃𝑘 = 0.003 15𝜃𝑘−1 + 0.032 9𝜃𝑘−2 + 𝜂𝑘.

利用Matlab中的𝜒2检验函数 chi2gof的计算结

果: ℎ = 0, 即接受假设𝐻0, 模型通过检验. 图 3为对

200个数据的跟踪值与真值的比较情况. 由图 3可以

看出辨识模型的跟踪效果良好.

图 3 辨识模型的跟踪效果

图 4和图 5为在“速度+姿态+角速度”匹配模式

下,仪表零偏参数的估计结果.图 4和图 5中: 虚线表

示未补偿动态杆臂项的结果,实线表示补偿了动态杆

臂项的结果,可以看出,经过补偿动态项后所提出的

方法具有更高的精度.

图 4 加速度计零偏估计比较情况

图 5 陀螺仪零偏估计比较情况

5 结结结 论论论

本文针对挠曲变形对主/子惯导在线标定多方

面影响的问题进行了综合补偿研究, 得到如下结

论: 基于极大似然估计方法和AIC定阶原则辨识出

的AR模型能有效跟踪挠曲变形. 首先, 利用机理建

模方法建立挠曲变形与杆臂变化之间的数学模型;然

后, 利用挠曲信息对动态杆臂进行补偿,这种一体化

综合补偿方法具有更高的精度;最后, 将这种综合补

偿方法应用到主/子惯导在线标定中, 为在线标定设

计相应的滤波器. 仿真结果验证了该综合补偿方法是

有效的.
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