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摘 要: 对于面板数据,首先给出面板数据的空间投射方法,将面板数据投射为空间的向量序列. 然后,基于空间向

量的夹角和距离分别构建相似性和接近性关联度模型. 具体方法为:利用向量夹角构建面板数据的相似性关联度模

型;同时,基于向量差的模构建面板数据的接近性关联度模型. 分别讨论两种关联度模型的规范性和对称性等性质.

最后,通过实例验证了相似性和接近性关联度模型的合理性. 分析结果表明,所提出的关联度模型能较好地反映面板

数据的相似性和接近性的关联程度.
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Abstract: This paper firstly presents the projection method of the panel data, which is projected to space vector series.

Based on the angle and distance of the space vector , this paper respectively constructs the similarity and nearness relational

degree models based on the panel data. The angle of the vector is used to construct the similarity relational degree model

based on the panel data. Meanwhile, the distance of the vector is used to set up the nearness relational degree model based

on the panel data. The properties of two models, normalization and symmetry, are also discussed. Finally, an example is

given to illustrate the rationality of the similarity and nearness relational models, which suggests that the proposed models

can reflect the similarity and nearness relational degree of the panel data.
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0 引引引 言言言

灰关联分析是灰色系统理论的重要组成部分,是
灰色系统建模、灰色决策以及灰色控制模型的基础.
自邓聚龙[1]提出灰色关联分析理论以来,众多学者参
与研究并相继构造了大量灰色关联度模型[2-7].但是
现有的关联度模型研究对象大多为一维时间序列,面
板数据的关联度模型研究较少. 文献 [8]基于灰色绝
对关联度和三维空间中的距离构造出三维对象的灰

色关联分析模型,弥补了灰色关联理论在面板数据中
的空白; 文献 [9]基于二维灰色凸关联度提出了三维
的灰色凸关联度模型; 文献 [10-11]基于灰色网格给
出了面板数据的关联度模型. 在现有的面板数据的关

联度量化定义中, 大多仍以距离、斜率、凹凸性的延
拓等角度来刻画. 当面板数据比较分散时,往往很难
较好地反应面板数据整体的变化趋势.

为了更好地刻画面板数据间的关联性,本文将面
板数据的指标序列投射为空间坐标系的𝑛维向量. 众
所周知, 向量夹角在机器学习、数据挖掘、文本分析
等领域是一种性质良好的度量工具. 当序列存在大量
零元素时能够显示出比距离更好的度量效果. 另外,
该度量还有其他很多优良性质,比如关联系数与向量
的空间位置及大小无关等. 鉴于此,本文一方面建立
了相似性角度关联度模型; 另一方面, 利用向量差的
模表示不同指标间的距离,建立接近性角度的关联度
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模型. 需要说明的是,接近性关联度在指标意义和量
纲量级相同时才有实际意义.本文最后给出了实例分
析,验证了所提出模型的合理性.

1 面面面板板板数数数据据据的的的投投投射射射方方方法法法及及及向向向量量量的的的运运运算算算

面板数据包括截面数据和时间信息, 同时具有
时间维度和空间维度.实际上, 面板数据是一个三维
数据结构, 在文献 [12-13]中均采用三维表描述面板
数据.设研究样本总体数量为𝑁 ,指标数量为𝑚,时间
长度为𝑛, 𝑥𝑖(𝑠, 𝑡)表示样本 𝑖关于指标 𝑠在时间 𝑡的数

值.在平面上将其转换为一个二级二维表的形式, 如
表 1所示.

数据表不便于描述数据的几何特征,文献 [10]将
面板数据中每个指标对应的数据作为空间的中点,分
别将指标和时间作为对应点的坐标,则每个样本包含
的数据为一个𝑚× 𝑛矩阵.

定定定义义义 1 若面板数据𝑋中的样本 𝑖关于指标 𝑠

在时间 𝑡的数值为𝑥𝑖(𝑠, 𝑡),则称

𝑋𝑖 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝑥𝑖(1, 1) 𝑥𝑖(1, 2) . . . 𝑥𝑖(1, 𝑛)

𝑥𝑖(2, 1) 𝑥𝑖(2, 2) . . . 𝑥𝑖(2, 𝑛)
...

...
. . .

...
𝑥𝑖(𝑚, 1) 𝑥𝑖(𝑚, 2) . . . 𝑥𝑖(𝑚,𝑛)

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
为样本 𝑖的行为矩阵, 面板数据序列𝑋 = (𝑋1, 𝑋2,

⋅ ⋅ ⋅ , 𝑋𝑁 )称为样本序列.

为了进一步刻画面板数据的整体几何关系,将面
板数据指标数据投射为𝑛维空间的𝑛维向量,则面板
数据便转化为指标序列.

定定定义义义 2 设𝑋𝑖 = (𝒙𝑖(1),𝒙𝑖(2), ⋅ ⋅ ⋅ ,𝒙𝑖(𝑚))T,其
中𝒙𝑖(𝑠) = (𝑥𝑖(𝑠, 1), 𝑥𝑖(𝑠, 2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑖(𝑠, 𝑛)), 𝑠 = 1, 2,

⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚, 则称𝒙𝑖(𝑠)为样本 𝑖关于指标 𝑠的时间序列,
𝑋𝑖为由各指标序列构成的面板数据.

定定定义义义 3 设

𝒙𝑖(𝑠) = (𝑥𝑖(𝑠, 1), 𝑥𝑖(𝑠, 2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑖(𝑠, 𝑛)),

𝒙𝑗(𝑠) = (𝑥𝑗(𝑠, 1), 𝑥𝑗(𝑠, 2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑗(𝑠, 𝑛)),

𝑠 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚, 分别为样本 𝑖和样本 𝑗关于指标 𝑠的

时间序列,记

𝜃𝑖𝑗(𝑠) = arccos
𝒙𝑖(𝑠) ⋅ 𝒙𝑗(𝑠)

∣𝒙𝑖(𝑠)∣∣𝒙𝑗(𝑠)∣ , (1)

∣𝒙𝑖(𝑠)− 𝒙𝑗(𝑠)∣ = ((𝑥𝑖(𝑠, 1)− 𝑥𝑗(𝑠, 1))
2 + ⋅ ⋅ ⋅+

(𝑥𝑖(𝑠, 𝑛)− 𝑥𝑗(𝑠, 𝑛))
2)1/2, (2)

则称 𝜃𝑖𝑗(𝑠)为指标向量𝒙𝑖(𝑠)和𝒙𝑗(𝑠)的夹角, ∣𝒙𝑖(𝑠)−
𝒙𝑗(𝑠)∣为指标向量𝒙𝑖(𝑠)和𝒙𝑗(𝑠)差的模.

对于空间中任意两个向量,向量的夹角反映了两
个向量的差异性,而两个向量差的模在一定程度上反
映了两向量端点的距离. 基于此,分别建立相似性角
度和接近性角度的关联度模型.

2 面面面板板板数数数据据据的的的相相相似似似性性性和和和接接接近近近性性性关关关联联联度度度

2.1 面面面板板板数数数据据据的的的相相相似似似性性性关关关联联联度度度

关联分析是通过计算关联度来反映两个因素序

列之间的相关程度, 为了能够正确度量这种相关性,
必须最大程度地反映因素序列之间的实际关系.从相
似性角度来看, 两个向量的夹角越小, 其整体几何形
状相似性越好,反之相似性越差. 因此,可以利用向量
夹角来刻画指标序列的相关程度.

定定定义义义 4 设𝑋 = (𝑋1, 𝑋2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑋𝑁 )为样本行

为矩阵序列, 其中𝑋𝑖 = (𝒙𝑖(1),𝒙𝑖(2), ⋅ ⋅ ⋅ ,𝒙𝑖(𝑚))T,
𝑋𝑗 = (𝒙𝑗(1),𝒙𝑗(2), ⋅ ⋅ ⋅ ,𝒙𝑗(𝑚))T. 令

𝜀𝑖𝑗(𝑠) =
1

1 + 𝜃𝑖𝑗(𝑠)
, (3)

其中 𝜃𝑖𝑗(𝑠)为指标向量𝒙𝑖(𝑠)和𝒙𝑗(𝑠)的夹角, 则称
𝜀𝑖𝑗(𝑠)为𝑋𝑖和𝑋𝑗关于指标 𝑠的相似性关联系数.

通过研究发现相似性关联系数具有以下性质.

性性性质质质 1 基于夹角的关联系数与指标向量的夹

角有关,与空间的相对位置无关.

证证证明明明 因为 𝜀𝑖𝑗(𝑠) =
1

1 + 𝜃𝑖𝑗(𝑠)
, 所以关联系数

的大小取决于指标向量的夹角 𝜃𝑖𝑗(𝑠), 与空间位置无
关.2

性性性质质质 2 当指标 𝑠向量满足𝒙𝑖(𝑠) = 𝒙𝑗(𝑠)时,关
联系数为 1.

证证证明明明 如果𝒙𝑖(𝑠) = 𝒙𝑗(𝑠),则有

𝜃𝑖𝑗(𝑠) = arccos
𝒙𝑗(𝑠) ⋅ 𝒙𝑗(𝑠)

∣𝒙𝑗(𝑠)∣∣𝒙𝑗(𝑠)∣ = 0,

故 𝜀𝑖𝑗(𝑠) = 1. 2
性性性质质质 3 当指标 𝑠向量满足𝒙𝑖(𝑠) = 𝑎𝒙𝑗(𝑠)时,

其中 𝑎为常数,则关联系数为 1.

表 1 面板数据表

样本
1 𝑛

1 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑠 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑚
⋅ ⋅ ⋅

1 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑠 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑚

1 𝑥1(1, 1) ⋅ ⋅ ⋅ 𝑥1(𝑠, 1) ⋅ ⋅ ⋅ 𝑥1(𝑚, 1) ⋅ ⋅ ⋅ 𝑥1(1, 𝑛) ⋅ ⋅ ⋅ 𝑥1(𝑠, 𝑛) ⋅ ⋅ ⋅ 𝑥1(𝑚,𝑛)

...
...

...
...

...
...

...
...

𝑖 𝑥𝑖(1, 1) ⋅ ⋅ ⋅ 𝑥𝑖(𝑠, 1) ⋅ ⋅ ⋅ 𝑥𝑖(𝑚, 1) ⋅ ⋅ ⋅ 𝑥𝑖(1, 𝑛) ⋅ ⋅ ⋅ 𝑥𝑖(𝑠, 𝑛) ⋅ ⋅ ⋅ 𝑥𝑖(𝑚,𝑛)

...
...

...
...

...
...

...
...

𝑁 𝑥𝑁 (1, 1) ⋅ ⋅ ⋅ 𝑥𝑁 (𝑠, 1) ⋅ ⋅ ⋅ 𝑥𝑁 (𝑚, 1) ⋅ ⋅ ⋅ 𝑥𝑁 (1, 𝑛) ⋅ ⋅ ⋅ 𝑥𝑁 (𝑠, 𝑛) ⋅ ⋅ ⋅ 𝑥𝑁 (𝑚,𝑛)
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证证证明明明 如果𝒙𝑖(𝑠) = 𝑎𝒙𝑗(𝑠),则有
𝑎𝒙𝑗(𝑠) ⋅ 𝒙𝑗(𝑠)

∣𝑎𝒙𝑗(𝑠)∣∣𝒙𝑗(𝑠)∣ =
𝒙𝑗(𝑠) ⋅ 𝒙𝑗(𝑠)

∣𝒙𝑗(𝑠)∣∣𝒙𝑗(𝑠)∣ = 1,

故 𝜃𝑖𝑗(𝑠) = 0,即 𝜀𝑖𝑗(𝑠) = 1. 2
性性性质质质 4 关联系数 0 < 𝜀𝑖𝑗(𝑠) ⩽ 1.

证证证明明明 由于 0 ⩽ 𝜃𝑖𝑗(𝑠) ⩽ π, 则有 0 < 𝜀𝑖𝑗(𝑠) ⩽
1. 2

基于夹角的关联系数刻画了面板数据间在不同

指标的相关性的大小,为了刻画面板数据间相关性的
大小,在此给出面板数据关联度的计算公式.

定定定义义义 5 设𝑋 = (𝑋1, 𝑋2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑋𝑁 )为样本行

为矩阵序列, 其中𝑋𝑖 = (𝒙𝑖(1),𝒙𝑖(2), ⋅ ⋅ ⋅ ,𝒙𝑖(𝑚))T,
𝑋𝑗 = (𝒙𝑗(1),𝒙𝑗(2), ⋅ ⋅ ⋅ ,𝒙𝑗(𝑚))T. 设 𝜀𝑖𝑗(𝑠)为面板数

据𝑋𝑖与𝑋𝑗关于指标 𝑠的关联系数. 令

𝜀𝑖𝑗 =
1

𝑚

𝑚∑
𝑠=1

𝜀𝑖𝑗(𝑠), (4)

则称 𝜀𝑖𝑗为面板数据𝑋𝑖与𝑋𝑗的相似性关联度.

定定定理理理 1 相似性关联度公式具有以下性质:

1)规范性: 0 < 𝜀𝑖𝑗 ⩽ 1;

2)对称性: 𝜀𝑖𝑗 = 𝜀𝑗𝑖;

3) 𝜀𝑖𝑖 = 1;

4)唯一性和可比性.

证证证明明明 由关联系数的性质易得性质 1)∼性质 3)
成立. 对于性质 4), 由于 𝜀𝑖𝑗不含有任何未知参数, 仅
仅依赖于两个指标向量的夹角, 𝜀𝑖𝑗不再是一个相对
量, 而是一个绝对量, 因此具有唯一性和可比性的特
点. 2
2.2 面面面板板板数数数据据据的的的接接接近近近性性性关关关联联联度度度

对于不同面板数据的指标向量𝒙𝑖(𝑠)和𝒙𝑗(𝑠),从
接近性的角度来看, 𝒙𝑖(𝑠)和𝒙𝑗(𝑠)的值越接近, 𝒙𝑖(𝑠)

和𝒙𝑗(𝑠)的关联程度越高. 也就是说,当两个向量差的
模越小,他们关联程度越大.鉴于此,利用空间向量差
的模构建接近性关联度模型.

定定定义义义 6 设𝑋 = (𝑋1, 𝑋2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑋𝑁 )为样本行

为矩阵序列, 其中𝑋𝑖 = (𝒙𝑖(1),𝒙𝑖(2), ⋅ ⋅ ⋅ ,𝒙𝑖(𝑚))T,
𝑋𝑗 = (𝒙𝑗(1),𝒙𝑗(2), ⋅ ⋅ ⋅ ,𝒙𝑗(𝑚))T. 令

𝜌𝑖𝑗(𝑠) =
1

1 + ∣𝒙𝑖(𝑠)− 𝒙𝑗(𝑠)∣ , (5)

其中 ∣𝒙𝑖(𝑠) − 𝒙𝑗(𝑠)∣为向量𝒙𝑖(𝑠) − 𝒙𝑗(𝑠)的模, 则称
𝜌𝑖𝑗(𝑠)为𝑋𝑖和𝑋𝑗关于指标 𝑠的接近性关联系数.

通过研究发现接近性关联系数具有以下性质.

性性性质质质 5 接近性关联度系数与指标向量差的模

有关,与空间的位置无关.

证证证明明明 由 𝜌𝑖𝑗(𝑠)的计算公式可知, 𝜌𝑖𝑗(𝑠)只与

∣𝒙𝑖(𝑠) − 𝒙𝑗(𝑠)∣有关, 与𝒙𝑖(𝑠)和𝒙𝑗(𝑠)的空间位置无

关. 2
性性性质质质 6 如果𝒙𝑖(𝑠)和𝒙𝑗(𝑠)满足𝒙𝑖(𝑠) = 𝒙𝑗(𝑠),

则关联系数为 1.

证证证明明明 当𝒙𝑖(𝑠) = 𝒙𝑗(𝑠)时, 显然有 ∣𝒙𝑖(𝑠) −
𝒙𝑗(𝑠)∣ = 0,则 𝜌𝑖𝑗(𝑠) = 1. 2

性性性质质质 7 如果𝒙′
𝑖(𝑠) = 𝒙𝑖(𝑠)+𝑐, 𝒙′

𝑗(𝑠) = 𝒙𝑗(𝑠)+

𝑐,其中 𝑐为常数,则 𝜌′𝑖𝑗(𝑠) = 𝜌𝑖𝑗(𝑠).

证证证明明明 当𝒙′
𝑖(𝑠) = 𝒙𝑖(𝑠)+ 𝑐, 𝒙′

𝑗(𝑠) = 𝒙𝑗(𝑠)+ 𝑐时,
有

∣𝒙′
𝑖(𝑠)−𝒙′

𝑗(𝑠)∣ = ∣𝒙𝑖(𝑠)+𝑐−𝒙𝑗(𝑠)−𝑐∣ = ∣𝒙𝑖(𝑠)−𝒙𝑗(𝑠)∣,
故 𝜌′𝑖𝑗(𝑠) = 𝜌𝑖𝑗(𝑠). 2

性性性质质质 8 对于指标向量𝒙𝑖(𝑠), 𝒙𝑗(𝑠), 𝒙𝑘(𝑠),
𝒙′
𝑖(𝑠), 𝒙

′
𝑗(𝑠)和𝒙′

𝑘(𝑠), 其中𝒙′
𝑖(𝑠) = 𝑎𝒙𝑖(𝑠), 𝒙′

𝑗(𝑠) =

𝑎𝒙𝑗(𝑠), 𝒙′
𝑘(𝑠) = 𝑎𝒙𝑘(𝑠) (𝑎 > 0且为常数),如果 𝜌𝑖𝑗(𝑠)

> 𝜌𝑖𝑘(𝑠),则 𝜌′𝑖𝑗(𝑠) > 𝜌′𝑖𝑘(𝑠).

证证证明明明 当 𝜌𝑖𝑗(𝑠) > 𝜌𝑖𝑘(𝑠)时,有
1

1 + ∣𝒙𝑖(𝑠)− 𝒙𝑗(𝑠)∣ >
1

1 + ∣𝒙𝑖(𝑠)− 𝒙𝑘(𝑠)∣ ,
故

∣𝒙𝑖(𝑠)− 𝒙𝑗(𝑠)∣ < ∣𝒙𝑖(𝑠)− 𝒙𝑘(𝑠)∣.
由此可得

𝑎∣𝒙𝑖(𝑠)− 𝒙𝑗(𝑠)∣ < 𝑎∣𝒙𝑖(𝑠)− 𝒙𝑘(𝑠)∣,
即有

∣𝑎𝒙𝑖(𝑠)− 𝑎𝒙𝑗(𝑠)∣ < ∣𝑎𝒙𝑖(𝑠)− 𝑎𝒙𝑘(𝑠)∣,
故有

1

1 + ∣𝒙′
𝑖(𝑠)− 𝒙′

𝑗(𝑠)∣
>

1

1 + ∣𝒙′
𝑖(𝑠)− 𝒙′

𝑘(𝑠)∣
,

即 𝜌′𝑖𝑗(𝑠) > 𝜌′𝑖𝑘(𝑠). 2
性性性质质质 9 接近性关联系数 0 < 𝜌𝑖𝑗(𝑠) ⩽ 1.

证证证明明明 由于 ∣𝒙𝑖(𝑠)− 𝒙𝑗(𝑠)∣ ⩾ 0,则有

0 <
1

1 + ∣𝒙𝑖(𝑠)− 𝒙𝑗(𝑠)∣ ⩽ 1,

即 0 < 𝜌𝑖𝑗(𝑠) ⩽ 1. 2
定定定义义义 7 设𝑋 = (𝑋1, 𝑋2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑋𝑁 )为样本行

为矩阵序列, 其中𝑋𝑖 = (𝒙𝑖(1),𝒙𝑖(2), ⋅ ⋅ ⋅ ,𝒙𝑖(𝑚))T,
𝑋𝑗 = (𝒙𝑗(1),𝒙𝑗(2), ⋅ ⋅ ⋅ ,𝒙𝑗(𝑚))T.令 𝜌𝑖𝑗(𝑠)为面板数

据𝑋𝑖和𝑋𝑗关于指标 𝑠的接近性关联系数.令

𝜌𝑖𝑗 =
1

𝑚

𝑚∑
𝑠=1

𝜌𝑖𝑗(𝑠), (6)

则称 𝜌𝑖𝑗为面板数据𝑋𝑖和𝑋𝑗的接近性关联度.

定定定理理理 2 接近性关联度公式具有以下性质:

1)规范性: 0 < 𝜌𝑖𝑗 ⩽ 1;

2)对称性: 𝜌𝑖𝑗 = 𝜌𝑗𝑖;

3) 𝜌𝑖𝑖 = 1;

4)唯一性和可比性.

3 实实实例例例分分分析析析

已知四组面板数据𝑋0、𝑋1、𝑋2、𝑋3. 其中: 行为
指标因素,列为时间因素.为了同时验证相似性和接
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近性关联度模型, 在此选择相同的量纲量级数据.具
体为

𝑋0 =

⎡⎢⎣ 1.2 1.5 1.8

1.4 2 2.2

1.8 2.1 2.5

⎤⎥⎦ , 𝑋1 =

⎡⎢⎣ 1.5 1.1 1

1.3 1 0.6

0.9 0.8 0.4

⎤⎥⎦ ,

𝑋2 =

⎡⎢⎣ 1.4 1.9 2.1

1.6 2.3 2.5

1.9 2.5 2.8

⎤⎥⎦ , 𝑋3 =

⎡⎢⎣ 1 1.8 1.6

1.2 2.3 2

1.6 2.4 2.3

⎤⎥⎦ .

利用相似性和接近性关联度公式计算得到

𝜀01 = 0.710 89, 𝜀02 = 0.971 58, 𝜀03 = 0.884 25;

𝜌01 = 0.378 74, 𝜌02 = 0.664 33, 𝜌03 = 0.708 06.

从结果上看, 相似性关联度的序关系为 𝜀02 >

𝜀03 > 𝜀01;接近性关联度的序关系为 𝜌03 > 𝜌02 > 𝜌01.

从相似性角度,按照文献 [8]的关联度模型得到
的关联序为 𝛾03 > 𝛾02 > 𝛾01,但对于这 4组面板数据
从时间维度来看, 面板数据𝑋0与𝑋2发展的趋势要

比𝑋0与𝑋3发展的趋势接近. 因此从相似性角度上
来看, 文献 [8]的结果不符合实际情况.文献 [10-11]
的结果也为 𝛾02 > 𝛾03 > 𝛾01.

从接近性角度,对于这 4组面板数据,显然𝑋0与

𝑋3的接近程度大于𝑋0与𝑋2接近程度.由此可见,本
文的结果能正确地表明面板数据间的关系,说明基于
面板数据的相似性和接近性关联度模型比较客观、实

用.

4 结结结 论论论

对于面板数据,本文将指标序列投射为空间的向

量. 结合空间解析几何学的知识,从全新角度构造了

相似性和接近性关联度模型. 通过研究发现,该模型

均满足关联度的基本性质. 与以往的模型相比,本文

所提出的相似性关联系数还具有与向量的空间位置

及大小无关等性质;接近性关联系数满足数乘不变性

等性质. 同时,本文所提出的关联度模型为今后的研

究提供了新的思路.
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