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摘 要: 研究带有未知参数的非完整移动机器人的镇定问题.基于已有不确定非完整链式模型,运用辅助变量法和

控制输入法分别设计控制器,使系统状态指数收敛. 所提出的两种控制器不仅克服了对系统初始状态的限制,而且具

有高度的统一性. 仿真结果验证了两种控制方法的有效性.
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Exponential stabilization of uncertain chained systems of nonholonomic
robots based on visual feedback
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Abstract: This paper investigates the exponential stabilization problem for a kind of nonholonomic robots with uncalibrated

visual parameters based on the uncertain nonholonomic chained model. Two kinds of controllers are designed for exponential

stabilization of the nonholonimic system by using the auxiliary variable method and the input control method. This two kinds

of controllers not only overcome the limit of the initial status of the system but also have high unification. Simulation results

show the effectiveness of the proposed methods.
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0 引引引 言言言

非完整系统被广泛理解为具有不可积约束的拉

格朗日系统, 轮式移动机器人 (WMR)就是具有这种

非完整约束的系统[1]. 虽然非完整系统不能由光滑纯

状态反馈镇定[2],但大部分非完整系统可以通过状态

输入变换成为链式系统,进而出现两类镇定链式系统

的方法: 非光滑纯状态反馈控制和时变光滑反馈控

制.部分非光滑纯状态反馈控制可以保证状态指数收

敛, 但要求系统的初始状态满足一定的条件[3]. 有的

时变光滑状态反馈控制无需系统的初始状态满足一

定的条件, 但不能保证系统状态的指数收敛[4].针对

这一问题,李世华等[5]通过辅助变量法成功地给出一

种时变光滑反馈指数镇定控制律.马保离等[6]另辟蹊

径,通过确定新的控制输入方法给出另一种时变光滑

反馈指数镇定控制律.以上两种控制方法均能保证系

统状态的指数收敛,同时很好地解决了系统的初始状

态需满足一定条件的问题.

基于环境的不确定性,视觉伺服得到了极大的应

用. 视觉伺服通常分为固定于机械臂上[7]和固定于天

花板上[8]两类. 许多文献运用视觉伺服解决了一系列

跟踪和镇定问题[7-9],并取得良好的效果.文献 [10]讨

论了具有特定视觉参数的WMR指数镇定问题. 本文

讨论的是更一般情况下WMR的指数镇定问题.

本文借助文献 [5-6]的控制思想, 针对 (1,1)型机

器人的指数稳定问题,给出两种控制器并进行稳定性

分析.最后通过仿真实验验证两种控制方案的有效性

和高度统一性.

1 不不不确确确定定定链链链式式式模模模型型型

图 1为 (1,1)型机器人和针孔相机系统.假设摄像

机平面与机器人所在平面平行[10], 如图建立坐标系.

机器人坐标系𝑋1-𝑋2与惯性坐标系的角度为 𝜃, 𝐿代

表机器人宽度的一半, 假设坐标系𝑥-𝑦面与坐标系
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图 1 具有单目相机的轮式移动机器人

𝑢-𝑣面平行,摄像机光轴与𝑋-𝑌 平面的交点𝐶坐标为

(𝑐𝑥, 𝑐𝑦), 摄像机光轴与𝑢-𝑣交点坐标为 (𝑂𝑐1 , 𝑂𝑐2).机

器人质心在𝑋-𝑌 平面上的坐标为 (𝑥, 𝑦),在图像坐标

系下的坐标为 (𝑥𝑚, 𝑦𝑚). 单目摄像机模型[8]为[
𝑥𝑚

𝑦𝑚

]
=

[
𝛼1 0

0 𝛼2

][
cos 𝜃0 sin 𝜃0

− sin 𝜃0 cos 𝜃0

]
×

[ [ 𝑥

𝑦

]
−
[
𝑐𝑥

𝑐𝑦

] ]
+

[
𝑂𝑐1

𝑂𝑐2

]
.

其中: 𝛼1和𝛼2为两个正常数, 其数值取决于相机参

数沿𝑢轴和 𝑣轴像素放大的倍数; 𝜃0为沿逆时针方向

𝑢轴和𝑋轴的夹角; 𝛽为中心驱动轮的轮平面与𝑥2轴

间的夹角.

(1,1)型机器人的运动学模型[11]为⎧⎨⎩

𝑥̇ = −𝐿𝑣 sin 𝜃 sin𝛽,

𝑦̇ = 𝐿𝑣 cos 𝜃 sin𝛽,

𝜃 = 𝑣 cos𝛽,

𝛽̇ = 𝜔,

其中 𝑣和𝑤分别为机器人前进方向的线速度和其转

动的角速度.综合上述两模型并运用恰当的状态输入

变换[9-10],可以得到 (1,1)型WMR的不确定链式模型⎧⎨⎩

𝑥̇0 = 𝑢0,

𝑥̇1 = 𝑥2𝑢0 + (𝑥1 + 𝑥3)((𝛼1 + 𝛼2) sin 𝜃0+

(𝛼2−𝛼1)sin(2𝑥0 − 𝜃0))𝑢0/2,

𝑥̇2 = 𝑥3𝑢0 + (𝑥1 + 𝑥3)((𝛼1+𝛼2) cos 𝜃0+

(𝛼2−𝛼1)cos(2𝑥0 − 𝜃0)− 2)𝑢0/2,

𝑥̇3 = 𝑢1 − (𝑥1 + 𝑥3)((𝛼1 + 𝛼2) sin 𝜃0+

(𝛼2 − 𝛼1)sin(2𝑥0 − 𝜃0))𝑢0/2.

(1)

为讨论不确定链式系统 (1)的指数镇定问题,给

出如下假设和引理.

假设 1 𝜃0已知, 𝛼1和𝛼2未知.

假设 2 对于正的未知视觉参数𝛼1和𝛼2, 存在

已知的正常数𝛼1、̄𝛼1、𝛼2和 𝛼̄2使得

0 < 𝛼1 ⩽ 𝛼1 ⩽ 𝛼̄1, 0 < 𝛼2 ⩽ 𝛼2 ⩽ 𝛼̄2,

𝛼̄1𝛼̄2 < 2𝛼1𝛼2. (2)

通常,摄像机标量因素的上下界可以预先估计.

引理 1[12] 假设𝐴 ∈ 𝑅3×3, 矩阵𝐴的特征多项

式为 ∣𝜆𝐼 −𝐴∣ = 𝜆3 + 𝑎1𝜆
2 + 𝑎2𝜆+ 𝑎3,当且仅当

𝑎1 > 0, 𝑎2 > 0, 𝑎3 > 0, Δ = 𝑎1𝑎2 − 𝑎3 > 0.

𝐴为Hurwitz矩阵.

引理 2[13] 考虑线性时变系统

𝑥̇ = [𝐴0 +𝐵0(𝑡)]𝑥, (3)

其中状态向量𝑥 ∈ 𝑅𝑛.若𝐴0 ∈ 𝑅𝑛×𝑛是Hurwitz矩

阵, 且𝐵0(𝑡) ∈ 𝑅𝑛×𝑛中每一个元素 𝑏𝑖𝑗(𝑡) (𝑖, 𝑗 = 1, 2,

⋅ ⋅ ⋅ )均满足 𝑡趋于无穷时, 指数趋于零, 则系统 (3)是

指数稳定的.

注意到, 在假设 1中, 如果 𝜃0 ∕= 0已知, 则通过

变换𝜑 = 𝜃 − 𝜃0可以将其转换成 𝜃0 = 0的情形 (𝜃0
= 0表示𝑢轴和𝑋轴方向相同). 因此, 在假设 1和

假设 2的情况下, 只需讨论 𝜃0 = 0、𝛼1和𝛼2未知时

式 (1)的稳定性, 即讨论如下不确定链式模型的镇定

问题.⎧⎨⎩

𝑥̇0 = 𝑢0,

𝑥̇1 = 𝑥2𝑢0 + (𝑥1 + 𝑥3)(𝛼21 sin𝑥0 cos𝑥0)𝑢0,

𝑥̇2 = 𝑥3𝑢0 + (𝑥1 + 𝑥3)(𝛼2−1−𝛼21sin
2𝑥0)𝑢0,

𝑥̇3 = 𝑢1 − (𝑥1 + 𝑥3)(𝛼21 sin𝑥0 cos𝑥0)𝑢0,

(4)

其中𝛼21 = 𝛼2−𝛼1.

2 控控控制制制器器器设设设计计计

运用辅助变量和控制输入两种方法分别设计控

制器,讨论不确定链式系统 (4)的稳定性.

方法 1 辅助变量法.

对不确定链式模型 (4), 取辅助变量𝑥𝑎(𝑡)使得

𝑥0(𝑡)构成如下系统: ⎧⎨⎩ 𝑥̇𝑎 = 𝑥0,

𝑥̇0 = 𝑢0.
(5)

设计控制律𝑢0 = −𝑘𝑎𝑥𝑎 − 𝑘0𝑥0,其中 𝑘𝑎 > 0, 𝑘0 > 0.

选择 𝑘𝑎、𝑘0使得 𝑘20 − 4𝑘𝑎 > 0,则系统 (5)有两个负特

征根−𝑤 < 0,−𝑤̄ < 0. 不妨假设𝑤 > 𝑤̄,有⎧⎨⎩𝑥𝑎(𝑡) = 𝑙𝑎e
−𝑤𝑡 + 𝑙0e

−𝑤̄𝑡,

𝑥0(𝑡) = −𝑤𝑙𝑎e
−𝑤𝑡 − 𝑤̄𝑙0e

−𝑤̄𝑡,

其中 𝑙𝑎、𝑙0为由系统状态初值确定的常数,有

𝑙𝑎 =
−𝑤̄𝑥𝑎(0)− 𝑥0(0)

𝑤 − 𝑤̄
=

−𝑤̄𝑥𝑎(0)

𝑤 − 𝑤̄
,

𝑙0 =
𝑤𝑥𝑎(0) + 𝑥0(0)

𝑤 − 𝑤̄
=

𝑤𝑥𝑎(0)

𝑤 − 𝑤̄
.

定义 𝑧 = e−𝑤̄𝑡,有

𝑢0 = 𝑧𝑓 = 𝑧[𝑓0 + 𝑓1(𝑡)], (6)

其中 𝑓 = 𝑓(𝑡) = 𝑓0 + 𝑓1(𝑡)且

𝑓0 = (𝑘0𝑤̄ − 𝑘𝑎)𝑙0,

𝑓1 = (𝑘0𝑤 − 𝑘𝑎)𝑙𝑎e
−(𝑤−𝑤̄)𝑡.
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注意到 𝑘𝑎 = 𝑤𝑤̄, 𝑘0 = 𝑤 + 𝑤̄,有

𝑘20 − 4𝑘𝑎 = (𝑤 − 𝑤̄)2 > 0, 𝑓0 = 𝑤̄2𝑙0,

𝑓1 = 𝑤2𝑙𝑎e
−(𝑤−𝑤̄)𝑡 → 0, 𝑡 → ∞.

因为 𝑙0与𝑥𝑎(0)有关, 选择𝑥𝑎的初值𝑥𝑎(0) < 0, 则 𝑙0

< 0. 定义ℎ = −𝑤̄𝑙0,则 𝑓0有界且 𝑓0 = −𝑤̄ − (𝑤̄𝑙0) =

−𝑤̄ℎ < 0.

对系统 (4)选择控制输入 (6)和如下状态缩放变

换以及控制输入𝑢1:

𝑦1 = 𝑥1/𝑧
2, 𝑦2 = 𝑥2/𝑧, 𝑦3 = 𝑥3, (7)

𝑢1 = 𝑤̄(𝑘1𝑦1 + 𝑘2𝑦2 + 𝑘3𝑦3), (8)

其中 𝑘𝑖(𝑖 = 1, 2, 3)为正常增益.有如下系统:

𝑦̇1 =

2𝑤̄𝑦1 − 𝑤̄ℎ𝑦2 − 𝑤̄ℎ2𝛼21𝑦3 + 𝑓𝑧𝛼21(sin𝑥0 cos𝑥0)𝑦1+

𝑓1𝑦2 −
[
𝑤̄ℎ𝛼21

( sin𝑥0 cos𝑥0

𝑧
− ℎ

)
+

𝑓1𝛼21
sin𝑥0 cos𝑥0

𝑧

]
𝑦3,

𝑦̇2 =

𝑤̄𝑦2 − 𝑤̄ℎ𝛼2𝑦3 + 𝑓𝑧2(𝛼2 − 1− 𝛼21sin
2𝑥0)𝑦1+

(𝑓1𝛼2 − 𝑓𝛼21sin
2𝑥0)𝑦3,

𝑦̇3 =

𝑤̄(𝑘1𝑦1 + 𝑘2𝑦2 + 𝑘3𝑦3)− 𝑓𝑧3𝛼21(sin𝑥0 cos𝑥0)𝑦1+

𝑓𝑧𝛼21(sin𝑥0 cos𝑥0)𝑦3. (9)

定义𝑌 = [𝑦1, 𝑦2, 𝑦3]
T,式 (9)可以改写为

𝑌̇ = [𝐴0 +𝐵0(𝑡)]𝑌. (10)

其中

𝐴0 =

⎡⎢⎣ 2𝑤̄ −𝑤̄ℎ −𝑤̄ℎ2𝛼21

0 𝑤̄ −𝑤̄ℎ𝛼2

𝑘1𝑤̄ 𝑘2𝑤̄ 𝑘3𝑤̄

⎤⎥⎦ ,

𝐵0(𝑡) =

⎡⎢⎣ 𝑏11 𝑏12 𝑏13

𝑏21 𝑏22 𝑏23

𝑏31 𝑏32 𝑏33

⎤⎥⎦ ,

𝑏11 = 𝑓𝑧𝛼21 sin𝑥0 cos𝑥0, 𝑏12 = 𝑓1,

𝑏13 = −𝑤̄ℎ𝛼21

( sin𝑥0 cos𝑥0

𝑧
− ℎ

)
+𝑓1𝛼21

sin𝑥0 cos𝑥0

𝑧
,

𝑏21 = 𝑓𝑧2(𝛼2 − 1− 𝛼21sin
2𝑥0), 𝑏22 = 0,

𝑏23 = 𝑓1𝛼2 − 𝑓𝛼21sin
2𝑥0,

𝑏31 = −𝑓𝑧3𝛼21 sin𝑥0 cos𝑥0, 𝑏32 = 0,

𝑏33 = 𝑓𝑧𝛼21 sin𝑥0 cos𝑥0.

为设计式 (8)中的 𝑘𝑖(𝑖 = 1, 2, 3)指数镇定系统

(9),有如下引理.

引理 3 基于假设 1和假设 2,考虑系统矩阵𝐴0.

如果选择系统 (9)中的参数 𝑘𝑖(𝑖 = 1, 2, 3)使得

𝑚 > 0,
2𝑚+ 2

𝑚+ 2
>

𝛼̄1𝛼̄2

𝛼1𝛼2

,

𝑘1 < min
(
− 4(𝑚+ 2)

ℎ2𝛼1

,

− 2(𝑚+ 2)[(𝑚+ 3)𝛼2 − 3𝛼̄2(𝑚+ 1)]

ℎ2[𝛼̄1𝛼̄2(𝑚+ 2)− 2𝛼1𝛼2(𝑚+ 1)]

)
,

𝐻 = −ℎ𝑘1 + ℎ𝑘1
𝛼1

𝛼̄2

𝑚+ 1

𝑚+ 2
+

3(𝑚+ 1)

ℎ𝛼2

,

𝐺 = −ℎ𝑘1 + ℎ𝑘1
𝛼̄1

2𝛼2

+
𝑚+ 3

ℎ𝛼̄2
,

𝐻 < 𝑘2 < 𝐺, 𝑘3 = −(𝑚+ 3), (11)

则𝐴0是Hurwitz矩阵.

证证证明明明 首先证明式 (11)有意义.因为
𝑘3 + 2

𝑘3 + 1
> 1,

𝛼̄1𝛼̄2

𝛼̄1𝛼̄2
< 2,有

𝛼̄1𝛼̄2

𝛼̄1𝛼̄2
< 2 < 2

𝑘3 + 2

𝑘3 + 1
. 又 𝑘3 = −(𝑚+3),

可以看出式 (11)中有

ℎ2[𝛼̄1𝛼̄2(𝑚+ 2)− 2𝛼1𝛼2(𝑚+ 1)] > 0,

显然式 (11)有意义.

下面证明𝐴0是Hurwitz矩阵. 其特征多项式为

∣𝜆𝐼 −𝐴0∣ =

⎡⎢⎣ 𝜆− 2𝑤̄ 𝑤̄ℎ 𝑤̄ℎ2𝛼21

0 𝜆− 𝑤̄ 𝑤̄ℎ𝛼2

−𝑤̄𝑘1 −𝑤̄𝑘2 𝜆− 𝑤̄𝑘3

⎤⎥⎦ =

𝜆3−𝜆2(𝑘3+3)𝑤̄+𝜆(3𝑘3 + 2+ℎ2𝑘1𝛼21+ℎ𝑘2𝛼2)𝑤̄
2+

(−2𝑘3 − 2ℎ𝑘2𝛼2 − ℎ2𝑘1𝛼21 − ℎ2𝑘1𝛼2)𝑤̄
3.

令

𝑎1 = −(𝑘3 + 3)𝑤̄,

𝑎2 = (3𝑘3 + 2 + ℎ2𝑘1𝛼21 + ℎ𝑘2𝛼2)𝑤̄
2,

𝑎3 = (−2𝑘3 − 2ℎ𝑘2𝛼2 − ℎ2𝑘1𝛼21 − ℎ2𝑘1𝛼2)𝑤̄
3,

Δ = 𝑎1𝑎2 − 𝑎3 = −[(ℎ2𝑘1 + ℎ𝑘2)𝛼2(𝑘3 + 1)−
(𝑘3 + 2)ℎ2𝑘1𝛼1 + 3(𝑘3 + 1)(𝑘3 + 2)]𝑤̄3 ≡
−Δ∗𝑤̄3.

选择 𝑘1、𝑘2和 𝑘3满足式 (11),从而

𝑎1 = −(𝑘3 + 3) > 0,

𝑎2 >
[
ℎ2𝑘1𝛼1

(
1 +

1

𝑘3 + 1

)
− 3(𝑘3 + 2)−

ℎ2𝑘1𝛼1 + 2 + 3𝑘3

]
𝑤̄2 =[

ℎ2𝑘1(𝛼1 − 𝛼1) +
ℎ2𝑘1𝛼1

𝑘3 + 1
− 4

]
𝑤̄2 > 0,

𝑎3 >
[
ℎ2𝑘1𝛼1 − 2

(ℎ2𝑘1𝛼̄1

2𝛼2

− 𝑘3
𝛼̄2

)
𝛼2 − 2𝑘3

]
𝑤̄3 >[

ℎ2𝑘1(𝛼1 − 𝛼̄1) + 2𝑘3

(𝛼2

𝛼̄2
− 1

)]
𝑤̄3 > 0,

Δ∗ = (ℎ2𝑘1 + ℎ𝑘2)𝛼2(𝑘3 + 1)− (𝑘3 + 2)ℎ2𝑘1𝛼1+

3(𝑘3 + 1)(𝑘3 + 2) < 0,

Δ = −Δ∗𝑤̄3 > 0,
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所以,由引理 1可知𝐴0是Hurwitz矩阵. □

定理 1 对于不确定链式系统 (4),基于假设 1和

假设 2,取辅助变量𝑥𝑎(𝑡),使得𝑥0(𝑡)构成如下系统:

𝑥̇𝑎 = 𝑥0, 𝑥̇0 = 𝑢0.

选择 𝑘𝑎 > 0, 𝑘0 > 0使得 𝑘20 − 4𝑘𝑎 > 0,且𝑥𝑎(0)的初

始值𝑥𝑎(0) < 0. 设计控制律⎧⎨⎩𝑢0 = −𝑘𝑎𝑥𝑎 − 𝑘0𝑥0,

𝑢1 = 𝑤̄(𝑘1𝑦1 + 𝑘2𝑦2 + 𝑘3𝑦3).
(12)

当 𝑘𝑖(𝑖 = 1, 2, 3)满足式 (11)时, 系统 (4)是指数镇定

的.

证证证明明明 对系统 (4),利用状态缩放变换 (7)和控制

器 (12),得到系统 (9). 由𝑥0(𝑡) = −𝑤𝑙𝑎e
−𝑤𝑡 − 𝑤̄𝑙0e

−𝑤̄𝑡

可知,当 𝑡 → ∞时, 𝑥0指数趋于零, sin𝑥0可近似为𝑥0,

cos𝑥0可近似为 1− 𝑥2
0/2. 考虑到

sin𝑥0 cos𝑥0

𝑧
− ℎ ≈ 𝑥0(1− 𝑥2

0/2)

𝑧
+ 𝑤̄𝑙0 =

𝑤̄𝑙0 +
𝑥0(1− 𝑥2

0/2)

𝑧
=

− 𝑤𝑙𝑎e
−(𝑤−𝑤̄)𝑡 + (𝑤𝑙𝑎e

−(𝑤−𝑤̄)𝑡 + 𝑤̄𝑙0)𝑥
2
0/2.

当 𝑡 → ∞时,上式和 𝑧、𝑥0、𝑓1、sin𝑥0指数趋于零,又

因为 (sin𝑥0)/𝑧、cos𝑥0、𝛼1、𝛼2和𝛼21是有界的, 所以

当 𝑡 → ∞时,式 (10)中的每个元素 𝑏𝑖𝑗 ∈ 𝐵0(𝑡) (𝑖, 𝑗 =

1, 2, 3, 4)指数趋近于零. 由引理 2、假设 1和假设 2,采

用控制器 (11)和 (12),系统 (4)是指数镇定的. □

注 1 定理 1表明控制器 (12)使得系统 (4)状态

指数收敛, 且克服了系统初值状态非零的要求.下面

通过控制输入法设计时变光滑反馈控制律,讨论系统

状态的指数稳定问题.

方法 2 控制输入法.

对于系统 (4),作如下控制:

𝑢0 = −𝑘0𝑥0 + 𝑧. (13)

其中: 𝑧 = 𝑧0e
−𝑤𝑡(𝑧0 ∕= 0), 𝑘0 > 𝑤 > 0. 定义 𝑘0 = 𝑘0

− 𝑤. 由式 (4)可知, 𝑥̇0 = 𝑢0, 因为 𝑘0 > 0且 𝑧指数收

敛于零,所以𝑥0(𝑡)指数收敛于零.

定义 𝑦0 = 𝑥0/𝑧,有

𝑦̇0 = −(𝑘0 − 𝑤)𝑦0 + 1 = −𝑘0𝑦0 + 1. (14)

因为 𝑘0 > 0,所以 𝑦0指数收敛于 1/𝑘0,令 1/𝑘0 = 𝑔. 由

𝑢0 = −𝑘0𝑥0+𝑧 = −𝑘0𝑧𝑦0+𝑧可知, 𝑢0/𝑧 = 1−𝑘0𝑦0指

数收敛于 1− 𝑘0𝑔.

令 𝜂 = 1 − 𝑘0𝑔, 𝑢0/𝑧 − 𝜂指数收敛于零, 且 𝜂 =

−𝑤𝑔. 对系统 (4)选择控制输入 (13)和如下状态缩放

变换以及控制输入𝑢1:

𝑦1 =
𝑥1

𝑧2
, 𝑦2 =

𝑥2

𝑧
, 𝑦3 = 𝑥3,

𝑢1 = 𝑤(𝑘1𝑦1 + 𝑘2𝑦2 + 𝑘3𝑦3). (15)

则有

𝑦̇1 =

2𝑤𝑦1 − 𝑤𝑔𝑦2 − 𝑔2𝑤𝛼21𝑦3+

[(𝑢0/𝑧 − 𝜂)𝑧𝛼21 sin𝑥0 cos𝑥0+

𝜂𝑧𝛼21 sin𝑥0 cos𝑥0]𝑦1 + (𝑢0/𝑧 − 𝜂)𝑦2+

[(𝑢0/𝑧 − 𝜂)(sin𝑥0 cos𝑥0/𝑧 − 𝑔)𝛼21+

(𝑢0/𝑧 − 𝜂)𝑔𝛼21 + 𝜂(sin𝑥0 cos𝑥0/𝑧 − 𝑔)𝛼21]𝑦3,

𝑦̇2 =

𝑤𝑦2 − 𝑔𝑤𝛼2𝑦3+

[(𝑢0/𝑧 − 𝜂)𝑧2(𝛼2 − 1− 𝛼21sin
2𝑥0)+

𝑧2𝜂(𝛼2 − 1− 𝛼21sin
2𝑥0)]𝑦1+

[(𝑢0/𝑧 − 𝜂)(𝛼2 − 𝛼21sin
2𝑥0)− 𝜂𝛼21sin

2𝑥0]𝑦3,

𝑦̇3 =

𝑢1 − [(𝑢0/𝑧 − 𝜂)𝑧3𝛼21 sin𝑥0 cos𝑥0+

𝑧3𝜂𝛼21 sin𝑥0 cos𝑥0]𝑦1−
[(𝑢0/𝑧 − 𝜂)𝑧𝛼21 sin𝑥0 cos𝑥0+

𝑧𝜂𝛼21 sin𝑥0 cos𝑥0]𝑦3. (16)

将式 (15)代入 (16), 并定义𝑌 = [𝑦1, 𝑦2, 𝑦3]
T, 式

(16)可以改写为如下矩阵形式:

𝑌̇ = [𝐴0 +𝐵0(𝑡)]𝑌. (17)

其中

𝐴0 =

⎡⎢⎣ 2𝑤 −𝑤𝑔 −𝑤𝑔2𝛼21

0 𝑤 −𝑤𝑔𝛼2

𝑘1𝑤 𝑘2𝑤 𝑘3𝑤

⎤⎥⎦ ,

𝐵0(𝑡) =

⎡⎢⎣ 𝑏11 𝑏12 𝑏13

𝑏21 𝑏22 𝑏23

𝑏31 𝑏32 𝑏33

⎤⎥⎦ ,

𝑏11 = (𝑢0/𝑧 − 𝜂)𝑧𝛼21 sin𝑥0 cos𝑥0+

𝜂𝑧𝛼21 sin𝑥0 cos𝑥0,

𝑏12 = 𝑢0/𝑧 − 𝜂,

𝑏13 = (𝑢0/𝑧 − 𝜂)(sin𝑥0 cos𝑥0/𝑧 − 𝑔)𝛼21+

(𝑢0/𝑧 − 𝜂)𝑔𝛼21 + 𝜂(sin𝑥0 cos𝑥0/𝑧 − 𝑔)𝛼21,

𝑏21 = (𝑢0/𝑧 − 𝜂)𝑧2(𝛼2 − 1− 𝛼21sin
2𝑥0)+

𝑧2𝜂(𝛼2 − 1− 𝛼21sin
2𝑥0),

𝑏22 = 0,

𝑏23 = (𝑢0/𝑧 − 𝜂)(𝛼2 − 𝛼21sin
2𝑥0)− 𝜂𝛼21sin

2𝑥0,

𝑏31 = (𝑢0/𝑧 − 𝜂)𝑧3𝛼21 sin𝑥0 cos𝑥0+

𝑧3𝜂𝛼21 sin𝑥0 cos𝑥0,

𝑏32 = 0,

𝑏33 = (𝑢0/𝑧 − 𝜂)𝑧𝛼21 sin𝑥0 cos𝑥0+
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𝑧𝜂𝛼21 sin𝑥0 cos𝑥0.

引理 4 基于假设 1和假设 2,如果选择系统 (16)

中的参数 𝑘𝑖 (𝑖 = 1, 2, 3)满足

𝑚 > 0,
2𝑚+ 2

𝑚+ 2
>

𝛼̄1𝛼̄2

𝛼1𝛼2

,

𝑘1 < min
(
− 4(𝑚+ 2)

𝑔2𝛼1

,

− 2(𝑚+ 2)[(𝑚+ 3)𝛼2 − 3𝛼̄2(𝑚+ 1)]

𝑔2[𝛼̄1𝛼̄2(𝑚+ 2)− 2𝛼1𝛼2(𝑚+ 1)]

)
,

𝐻 = −𝑔𝑘1 + 𝑔𝑘1
𝛼1

𝛼̄2

𝑚+ 1

𝑚+ 2
+

3(𝑚+ 1)

𝑔𝛼2

,

𝐺 = −𝑔𝑘1 + 𝑔𝑘1
𝛼̄1

2𝛼2

+
𝑚+ 3

𝑔𝛼̄2
,

𝐻 < 𝑘2 < 𝐺, 𝑘3 = −(𝑚+ 3), (18)

则𝐴0是Hurwitz矩阵.

注 2 方法 2中的𝐴0矩阵和特征多项式与方法

1相似, 所以引理 4的证明与引理 3的证明基本相似

(过程略).

定理 2 对于不确定链式系统 (4),引入新的控制

输入

𝑢0 = −𝑘0𝑥0 + 𝑧,

𝑢1 = 𝑤(𝑘1𝑦1 + 𝑘2𝑦2 + 𝑘3𝑦3).

其中: 𝑧=𝑧0e
−𝑤𝑡(𝑧0 ∕=0), 𝑘0>𝑤>0. 当 𝑘𝑖 (𝑖 = 1, 2, 3)

满足式 (18)时,系统 (4)是指数镇定的.

证证证明明明 对于系统 (4),利用状态缩放变换、控制器

(13)和 (15),得到系统 (17).由𝑥0 = e−𝑘0𝑡(𝑧0(1/𝑘0)e
𝑘̄0𝑡

+ 𝑐)可知,当 𝑡 → ∞时, 𝑥0(𝑡)指数趋于零, sin𝑥0可近

似为𝑥0, cos𝑥0可近似为 1− 𝑥2
0/2. 考虑到

sin𝑥0 cos𝑥0

𝑧
− 𝑔 ≈ 𝑥0(1− 𝑥2

0/2)

𝑧
− 𝑔 =

𝑧𝑦0(1− 𝑥2
0/2)

𝑧
− 𝑔 = (𝑦0 − 𝑔)− 𝑥2

0𝑦0
2

,

显然, 当 𝑡 → ∞时, 上式和 (𝑢0/𝑧 − 𝜂)、𝑧、sin𝑥0均指

数趋于零. 又因为 cos𝑥0、𝛼1、𝛼2和𝛼21有界,所以当 𝑡

→ ∞时,式 (17)中的每个元素 𝑏𝑖𝑗 ∈ 𝐵0(𝑡) (𝑖, 𝑗 = 1, 2,

3, 4)指数趋近于零.因此, 由假设 1、假设 2、引理 2、

控制器 (13)、(15)和 (18),系统 (4)指数镇定. □

注 3 将系统 (10)和 (17)中的𝐴0矩阵与文献 [9]

的𝐴0矩阵相比较, 可以看出 3个矩阵的高度相似性,

但是文献 [9]中系统初值𝑥0(0)必须满足𝑥0(0) ∕= 0.

采用上述两种方法设计的控制器克服了系统初值状

态非零的要求, 因此, 利用上述方法设计的控制器优

于文献 [9].另外, 方法 1和方法 2虽然运用了不同的

控制器, 但通过对比系统的𝐴0矩阵和参数 𝑘𝑖的取值

可见,两种方法具有高度的统一性.

3 仿仿仿真真真分分分析析析

对于系统 (4), 分别运用辅助变量和控制输入两

种方法,在初值𝑥0(0) ∕= 0和𝑥0(0) = 0两种情况下进

行仿真.

1)在𝑥0(0) ∕= 0的情况下进行仿真, 令系统状态

初值

[𝑥0(0),𝑥1(0),𝑥2(0),𝑥3(0)] = [1,−2.36, 1.89, 1.256],

选择参数与增益常数 𝑤̄ = 1, 𝑤 = 2, ℎ = 2, 𝑘0 = 3,

𝑘1 =−3, 𝑘2 =1.9, 𝑘3 =−4, 𝛼̄1 =8, 𝛼1 =7.6, 𝛼1 = 7,

𝛼̄2 = 6, 𝛼2 = 5.6, 𝛼2 = 5.5, 𝑥𝑎 = 1,得到状态𝑥𝑖(𝑖 =

0, 1, 2, 3)和控制输入𝑢𝑖(𝑖 = 0, 1)轨迹如图 2所示. 结

果表明, 当时间 𝑡大于某一时刻时, 𝑥𝑖(𝑖 = 1, 2, 3)趋

于零的速度比𝑥0的速度快. 从而,所有的状态轨迹指

数收敛于零,表现出良好的收敛性.
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图 2 当𝑥0(0) ∕= 0时变化轨迹 (方法 1)

对于𝑥0(0) = 0, 不改变其他参数的条件下再次

进行仿真,结果如图 3所示. 由图 3可见,所有状态轨

迹指数收敛于零,也表现出良好的收敛性.
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图 3 当𝑥0(0) = 0时变化轨迹 (方法 1)

2)在同样的初值与参数条件下,当𝑥0(0) ∕= 0时,

选择 𝑧0 = 1, 其状态𝑥𝑖(𝑖 = 0, 1, 2, 3)和控制输入

𝑢𝑖(𝑖 = 0, 1)轨迹如图 4所示, 𝑥0(0) = 0时结果如图 5

所示,同样表现出良好的收敛性.

Matlab仿真验证了所提出控制器设计的有效性,

且两种方法具有高度统一性.
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图 4 当𝑥0(0) ∕= 0时变化轨迹 (方法 2)
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图 5 当𝑥0(0) = 0时变化轨迹 (方法 2)

4 结结结 论论论

本文讨论了在 𝜃0已知, 𝛼1、𝛼2未知的条件下,非

完整不确定链式系统的镇定问题.基于 (1,1)型非完整

不确定链式系统,在假设 1和假设 2成立的条件下,分

别运用辅助变量法和控制输入法,推导出两种新的时

变控制器,从而保证系统的所有状态指数收敛到原点.

此外,所提出的两种控制方案不受系统初始值的限制.

理论分析与仿真结果表明,两种方法具有较高的统一

性. 参数 𝜃和𝛼1、𝛼2均未知的情况还有待于进一步讨

论.
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