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摘 要: 分析一类非线性离散奇异摄动系统的降阶组合优化控制器的合理性,即降阶组合控制器与原始高阶优化控

制器之间的关系.基于快、慢子系统的解耦,分别对快、慢子系统设计子优化控制器,并进一步提出作用于原高阶系

统的组合优化控制器. 对原高阶系统设计传统高阶优化控制器,提出组合优化控制器近似等于传统高阶优化控制器

的充分条件.最后通过仿真验证了所得到结论的正确性.
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Abstract: The optimal control problem of a class of nonlinear discrete-time singularly perturbed systems is studied. A

composite optimal controller is designed based on the decomposition of the slow and fast subsystems, and an original high-

order optimal controller is developed. Then, the relationship between the composite controller and the original controller is

analyzed. It is proved that the composite control input is 𝒪(𝜀) close to the original control input under some conditions. The

result is verified by two simulation examples.
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0 引引引 言言言

在现实世界中, 很多物理系统具有多时间尺度

特征,如航天器、流体力学模型、风力发电系统、柔性

机械系统等,通常此类系统可以建模成为奇异摄动系

统[1-2]. 通过对奇异摄动系统的快、慢子系统解耦,独

立地设计子控制器, 组合两个子控制,可以得到降阶

的组合控制器, 这种设计方法称为奇异摄动方法[1].

奇异摄动方法可以巧妙地避免方程的刚性特征,并且

降低计算复杂度[2-3].

奇异摄动方法可以降低方程阶次,但在组合控制

器的设计过程中,解耦的快、慢子系统是原高阶方程

的一种近似估计,子控制器的设计是对近似子系统的

综合问题,在此基础上, 组合控制器的组合方法并不

唯一,那么将组合控制器作用于原高阶系统,所得的

闭环系统是否能够达到设计者要求的理想指标?组合

控制器与传统高阶控制器的控制效果孰优孰劣? 以

上两点是值得探究的问题,本文的目标即为分析组合

控制器的合理性.

文献 [3]针对线性奇异摄动系统的优化问题,提

出了快、慢子系统解耦方法和组合控制器的设计方

法, 并进一步分析了组合控制器与传统高阶控制器

的关系,以及通过使用两种不同控制器, 所得两种闭

环系统的近似程度.文献 [4]考虑线性奇异摄动系统,

利用 𝜀多项式展开的方法设计降阶组合控制器,并分

析了组合控制器与传统高阶优化控制器的误差.文

献 [5-6]研究了连续非线性奇异摄动系统的组合优化

控制问题,并分析了组合控制器与传统高阶优化控制

器的控制效果误差. 然而,关于非线性离散奇异摄动

系统的组合控制器与传统高阶控制器的关系,目前较

少有文献涉及.文献 [7]提出了一类非线性离散奇异
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摄动系统的快、慢子系统解耦方法, 并证明了快、慢

子系统的状态近似等于原系统非解耦状态. 在此基础

上,本文分析了一类非线性离散奇异摄动系统的组合

控制器与传统高阶控制器之间的关系.

本文针对一类非线性离散奇异摄动系统的优化

控制问题, 将原高阶系统解耦, 获得快、慢子系统,并

设计了降阶组合优化控制器和传统高阶优化控制器.

进一步地,给出了组合控制输入近似等于传统高阶控

制输入的充分条件,并通过仿真验证了结论的正确性.

1 系系系统统统描描描述述述和和和解解解耦耦耦

本文使用的数学符号如下: ∂𝑓/∂𝑥表示函数 𝑓对

𝑥变量的偏导运算; T表示矩阵转置; 对于向量𝑥 ∈

𝑹𝑛, ∥𝑥∥ =

√√√⎷ 𝑛∑
𝑖=1

𝑥2
𝑖 ; 对于矩阵𝐴 ∈ 𝑹𝑚×𝑛, ∥𝐴∥ =√√√⎷ 𝑚∑

𝑗=1

𝑛∑
𝑖=1

𝑎2𝑖𝑗 ; ∣ ⋅ ∣表示标量的绝对值; 𝜎(⋅)表示矩阵

的谱; sup(⋅)为上确界; 𝒪(⋅)为大𝑂符号 (也称朗道符

号),表示同阶无穷小.

考虑如下非线性离散奇异摄动系统[7]:

𝑥(𝑘 + 1) =

𝑓1(𝑥(𝑘), 𝜀𝑦(𝑘)) + 𝑔1(𝑥(𝑘), 𝜀𝑦(𝑘))𝑢(𝑘), (1)

𝑦(𝑘 + 1) =

𝑓2(𝑥(𝑘), 𝜀𝑦(𝑘)) + 𝑔2(𝑥(𝑘), 𝜀𝑦(𝑘))𝑢(𝑘), (2)

𝑥(0) = 𝑥0, 𝑦(0) = 𝑦0.

其中: (𝑥, 𝑦)T ∈ 𝑹𝑛 ×𝑹𝑚为状态向量, 𝑢(𝑘) ∈ 𝑹𝑝为 𝑘

时刻的控制输入, 函数 𝑓1、𝑓2、𝑔1、𝑔2均二次可微,

0 < 𝜀 ≪ 1为奇异摄动参数.

此类数学模型包含了Lienard方程和Lanrange’s

方程. Lienard方程可以表示含有非线性元件的RLC

电路等, Lanrange’s方程可以表示很多机械电子系

统[7].在非线性系统中, 快、慢动态解耦未必全局成

立,因此仅考虑含有原点的紧集𝐷𝑥 ×𝐷𝑦中的解耦和

控制.

令奇异摄动参数 𝜀 = 0,可获得慢子系统为

𝑥𝑠(𝑘 + 1) =

𝑓1(𝑥𝑠(𝑘), 0) + 𝑔1(𝑥𝑠(𝑘), 0)𝑢𝑠(𝑘) ≜

𝑓1𝑠(𝑥𝑠(𝑘)) + 𝑔1𝑠(𝑥𝑠(𝑘))𝑢𝑠(𝑘), (3)

𝑥𝑠(0) = 𝑥0,

𝑦𝑠(𝑘 + 1) =

𝑓2(𝑥𝑠(𝑘), 0) + 𝑔2(𝑥𝑠(𝑘), 0)𝑢𝑠(𝑘) ≜

𝑓2𝑠(𝑥𝑠(𝑘)) + 𝑔2𝑠(𝑥𝑠(𝑘))𝑢𝑠(𝑘). (4)

𝑥𝑠的初始条件与原始系统中𝑥初始条件相同,但 𝑦𝑠的

初始条件与 𝑦初始条件不同, 这是由于边界层现

象存在. 为获得边界层系统,引入如下变换:

𝑥(𝑘) = 𝜀𝑘+1𝑥𝑓 (𝑘),

𝑦(𝑘) = 𝜀𝑘𝑦𝑓 (𝑘),

𝑢(𝑘) = 𝜀𝑘+1𝑢𝑓 (𝑘). (5)

将式 (5)代入 (1)和 (2),在原点 (0, 0)处进行Taylor

展开,并且令 𝜀 → 0可以得到

0 =

∂𝑓1
∂𝑥

⏐⏐⏐
(0,0)

𝑥𝑓 (𝑘) +
∂𝑓1
∂𝜀𝑦

⏐⏐⏐
(0,0)

𝑦𝑓 (𝑘) + 𝑔1(0, 0)𝑢𝑓 (𝑘),

(6)

𝑦𝑓 (𝑘 + 1) =

∂𝑓2
∂𝑥

⏐⏐⏐
(0,0)

𝑥𝑓 (𝑘) +
∂𝑓2
∂𝜀𝑦

⏐⏐⏐
(0,0)

𝑦𝑓 (𝑘) + 𝑔2(0, 0)𝑢𝑓 (𝑘).

(7)

假设 1 𝑔1(0, 0) ∕= 0, 𝑔2(0, 0) ∕= 0.

注 1 对于系统 (1)和 (2), (0, 0)是平衡点, 在没

有外部干扰的情况下,平衡点处的控制输入为 0,那么

0 = 𝑓𝑖(0, 0) + 𝑔𝑖(0, 0), 𝑖 = 1, 2, 因此通常 𝑔𝑖(0, 0) ∕= 0

成立.

假设 2[7] Jaconbian矩阵 ∂𝑓1/∂𝑥非奇异.

可以推导得到如下快子系统:

𝑥𝑓 (𝑘) = 𝐴1𝑓𝑦𝑓 (𝑘) +𝐵1𝑓𝑢𝑓 (𝑘), (8)

𝑦𝑓 (𝑘 + 1) = 𝐴2𝑓𝑦𝑓 (𝑘) +𝐵2𝑓𝑢𝑓 (𝑘). (9)

其中

𝐴1𝑓 = −
{(∂𝑓1

∂𝑥

)−1 ∂𝑓1
∂𝜀𝑦

}
(0,0)

,

𝐴2𝑓 =
{∂𝑓2
∂𝜀𝑦

− ∂𝑓2
∂𝑥

(∂𝑓1
∂𝑥

)−1 ∂𝑓1
∂𝜀𝑦

}
(0,0)

,

𝐵1𝑓 = −
(∂𝑓1
∂𝑥

)−1

(0,0)
𝑔1(0, 0),

𝐵2𝑓 = 𝑔2(0, 0)−
{∂𝑓2
∂𝑥

(∂𝑓1
∂𝑥

)−1}
(0,0)

𝑔1(0, 0).

注 2 关于该解耦方法的合理性,即

𝑥(𝑘) = 𝑥𝑠(𝑘) +𝒪(𝜀),

𝑦(𝑘) = 𝑦𝑠(𝑘) + 𝑦𝑓 (𝑘) +𝒪(𝜀)

的证明,见文献 [7].

注 3 在慢子系统 (3)、(4)和快子系统 (8)、(9)中

可以看出,式(3)和 (9)为动态差分方程,式 (4)和 (8)为

代数方程. 因此,在设计控制器时,仅需考虑式 (3)和

(9).若𝑥𝑠和 𝑦𝑓趋于平衡点,则𝑥𝑓和 𝑦𝑠也趋于平衡点.

2 降降降阶阶阶组组组合合合优优优化化化控控控制制制器器器设设设计计计

本节介绍组合优化控制器的设计方法.在不产

生混淆的情况下,用下角标 𝑘表示时刻,下角标 𝑠表示

慢子系统,下角标 𝑓 表示快子系统.首先考虑慢子系
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统 (3),定义代价函数如下:

𝐽𝑠 =
1

2

∞∑
𝑘=0

{𝑥T
𝑠𝑘𝑄𝑠𝑥𝑠𝑘 + 𝑢T

𝑠𝑘𝑅𝑠𝑢𝑠𝑘}. (10)

其中: 𝑄𝑠 ⩾ 0, 𝑅𝑠 > 0.

将式 (3)改写为以下形式:

𝑥𝑠(𝑘+1) = 𝐴𝑠(𝑥𝑠𝑘)𝑥𝑠𝑘 +𝐵𝑠(𝑥𝑠𝑘)𝑢𝑠𝑘. (11)

根据文献 [8-9]的结论,可获得如下优化控制输入:

𝑢𝑠𝑘 =

− {𝑅𝑠 +𝐵𝑠(𝑥𝑠𝑘)
T𝑃𝑠(𝑘+1)𝐵𝑠(𝑥𝑠𝑘)}−1×

𝐵𝑠(𝑥𝑠𝑘)
T𝑃𝑠(𝑘+1)𝐴𝑠(𝑥𝑠𝑘)𝑥𝑠𝑘 ≜

−𝐾𝑠(𝑥𝑠𝑘)𝑥𝑠𝑘, (12)

其中𝑃𝑠(𝑘+1)为以下离散状态依赖的Riccati方程 (D-

SDRE)的解:

𝑃𝑠𝑘 =

𝐴𝑠(𝑥𝑠𝑘)
T{𝑃𝑠(𝑘+1) − 𝑃𝑠(𝑘+1)𝐵𝑠(𝑥

T
𝑠𝑘×

(𝑅𝑠 +𝐵𝑠(𝑥𝑠𝑘)
T𝑃𝑠(𝑘+1)𝐵𝑠(𝑥𝑠𝑘))

−1×
𝐵𝑠(𝑥𝑠𝑘)

T𝑃𝑠(𝑘+1)}𝐴𝑠(𝑥𝑠𝑘) +𝑄𝑠. (13)

利用同样的方法,对快子系统 (9)定义如下代价函数:

𝐽𝑓 =
1

2

∞∑
𝑘=0

{𝑦T𝑓𝑘𝑄𝑓𝑦𝑓𝑘 + 𝑢T
𝑓𝑘𝑅𝑓𝑢𝑓𝑘}. (14)

其中: 𝑄𝑓 ⩾ 0, 𝑅𝑓 > 0. 对应的快子系统的优化控制

输入为

𝑢𝑓𝑘 =

− {𝑅𝑓 +𝐵𝑓 (𝑦𝑓𝑘)
T𝑃𝑓(𝑘+1)𝐵𝑓 (𝑦𝑓𝑘)}−1×

𝐵𝑓 (𝑦𝑓𝑘)
T𝑃𝑓(𝑘+1)𝐴𝑓 (𝑦𝑓𝑘)𝑦𝑓𝑘 ≜

−𝐾𝑓 (𝑦𝑓𝑘)𝑦𝑓𝑘, (15)

其中𝑃𝑓(𝑘+1)为以下D-SDRE的解:

𝑃𝑓𝑘 =

𝐴𝑓 (𝑦𝑓𝑘)
T{𝑃𝑓(𝑘+1) − 𝑃𝑓(𝑘+1)𝐵𝑓 (𝑦𝑓𝑘)

T×
(𝑅𝑓 +𝐵𝑓 (𝑦𝑓𝑘)

T𝑃𝑓(𝑘+1)𝐵𝑓 (𝑦𝑓𝑘))
−1×

𝐵𝑓 (𝑦𝑓𝑘)
T𝑃𝑓(𝑘+1)}𝐴𝑓 (𝑦𝑓𝑘) +𝑄𝑓 . (16)

设计组合优化控制器为

𝑢𝑐𝑘 = 𝑢𝑠𝑘 + 𝜀𝑘+1𝑢𝑓𝑘 =

− [𝐾𝑠(𝑥𝑘) 𝜀𝑘+1𝐾𝑓 (𝑦𝑘)]

[
𝑥𝑘

𝑦𝑘

]
. (17)

3 传传传统统统高高高阶阶阶优优优化化化控控控制制制器器器设设设计计计

本节对系统 (1)和 (2)设计传统高阶优化控制器.

标记状态变量为𝑋𝑘 ≜
[
𝑥𝑘

𝑦𝑘

]
, 并将原系统 (1)和 (2)

改写为

𝑋𝑘+1 = 𝐴(𝑥𝑘, 𝜀𝑦𝑘)𝑋𝑘 +𝐵(𝑥𝑘, 𝜀𝑦𝑘)𝑢𝑘,

𝑋T
0 = [𝑥T

0 𝑦T0 ]
T. (18)

考虑如下代价函数:

𝐽𝑜 =
1

2

∞∑
𝑘=0

{𝑋T
𝑘 𝑄𝑋𝑘 + 𝑢T

𝑜𝑘𝑅𝑢𝑜𝑘}. (19)

其中: 𝑄 = diag{𝑄𝑠, 𝑄𝑓} ⩾ 0, 𝑅 = 𝑅𝑠 +𝑅𝑓 > 0.

利用同样的方法可得传统高阶优化控制输入

𝑢𝑜𝑘 =

− {𝑅+𝐵(𝑋𝑘)
T𝑃𝑘+1𝐵(𝑋𝑘)}−1×

𝐵(𝑋𝑘)
T𝑃𝑘+1𝐴(𝑋𝑘)𝑋𝑘 ≜

− [𝐾1(𝑥𝑘, 𝑦𝑘) 𝐾2(𝑥𝑘, 𝑦𝑘)]

[
𝑥𝑘

𝑦𝑘

]
, (20)

其中𝑃𝑘+1为以下D-SDRE的解:

𝑃𝑘 =

𝐴(𝑋𝑘)
T{𝑃𝑘+1 − 𝑃𝑘+1𝐵(𝑋𝑘)

T×
(𝑅+𝐵(𝑋𝑘)

T𝑃𝑘+1𝐵(𝑋𝑘)))
−1𝐵(𝑋𝑘)

T×
𝑃𝑘+1}𝐴(𝑋𝑘) +𝑄. (21)

注 4 以上D-SDRE中矩阵𝐴和𝐵与状态相关,

状态随着时间而变化, 矩阵𝐴和𝐵也随着时间而变

化,因此很难求出D-SDRE的解析解.由文献 [9-10]可

以设置𝑃0 = 0,求解D-SDRE的数值解.

4 组组组合合合优优优化化化控控控制制制器器器与与与传传传统统统高高高阶阶阶优优优化化化控控控制制制器器器

的的的关关关系系系

本节给出组合优化控制器近似等于传统高阶优

化控制器的充分条件.为完成主要结论的证明, 首先

介绍两个引理和假设 3.

引理 1 (Gronwall-Bellman不等式)[11-12] 若

𝑧(0) ⩽ 𝑔(0), ℎ(𝑘) ⩾ 0, 𝑘 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ ,
且

𝑧(𝑗) ⩽ 𝑔(𝑘) +

𝑘−1∑
0

ℎ(𝑗)𝑧(𝑗),

则有以下不等式成立:

𝑧(𝑘) ⩽

𝑔(0)Γ (𝑘 − 1) + Γ (𝑘 − 1)

𝑘∑
1

𝑔(𝑗)− 𝑔(𝑗 − 1)

Γ (𝑗 − 1)
,

其中Γ (𝑘) =

𝑘∏
𝑗=0

(1 + ℎ(𝑗)).

引理 2 已知矩阵𝐴 ∈ 𝑹𝑚×𝑛, 向量𝑥 ∈ 𝑹𝑛, 以

下结论成立:

∥𝐴𝑥∥ ⩽ ∥𝐴∥∥𝑥∥.
证证证明明明 用 𝑎𝑖𝑗表示𝐴矩阵的第 𝑖行 𝑗列元素,有

∥𝐴𝑥∥ =

√√√⎷ 𝑚∑
𝑖=1

( 𝑛∑
𝑗=1

𝑎𝑖𝑗𝑥𝑗

)2

,
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∥𝐴∥∥𝑥∥ =

√√√⎷ 𝑚∑
𝑖=1

𝑛∑
𝑗=1

𝑎2𝑖𝑗

√√√⎷ 𝑛∑
𝑘=1

𝑥2
𝑘.

只需证明 (∥𝐴∥∥𝑥∥)2 ⩾ (∥𝐴𝑥∥)2即可,即

(∥𝐴∥∥𝑥∥)2 − (∥𝐴𝑥∥)2 =

𝑚∑
𝑖=1

𝑛∑
𝑗=1

𝑎2𝑖𝑗

𝑛∑
𝑘=1

𝑥2
𝑘 −

𝑚∑
𝑖=1

( 𝑛∑
𝑗=1

𝑎𝑖𝑗𝑥𝑗

)2

=

𝑚∑
𝑖=1

{ 𝑛∑
𝑗=1

𝑎2𝑖𝑗

𝑛∑
𝑘=1

𝑥2
𝑘 −

( 𝑛∑
𝑗=1

𝑎𝑖𝑗𝑥𝑗

)2}
=

𝑚∑
𝑖=1

{ 𝑛∑
𝑗=1

𝑎2𝑖𝑗

𝑛∑
𝑘=1

𝑥2
𝑘 −

𝑛∑
𝑗=1

(
𝑎𝑖𝑗𝑥𝑗

)2

−

𝑛∑
𝑗=1

𝑛∑
𝑘 ∕=𝑗

𝑎𝑖𝑗𝑎𝑖𝑘𝑥𝑗𝑥𝑘

}
=

𝑚∑
𝑖=1

{ 𝑛∑
𝑗=1

𝑛∑
𝑘 ∕=𝑗

𝑎2𝑖𝑗𝑥
2
𝑘 −

𝑛∑
𝑗=1

𝑛∑
𝑘 ∕=𝑗

𝑎𝑖𝑗𝑎𝑖𝑘𝑥𝑗𝑥𝑘

}
=

𝑚∑
𝑖=1

{ 𝑛∑
𝑗=1

𝑛∑
𝑘>𝑗

(
𝑎𝑖𝑗𝑥𝑗 − 𝑎𝑖𝑘𝑥𝑘

)2}
⩾ 0. (22)

综上可知引理 2成立. □

假设 3 任意 (𝑥, 𝑦)T ∈ 𝐷𝑥 ×𝐷𝑦满足以下条件:

1) sup
𝑘⩾0

∥𝑥𝑘∥ ⩽ 𝑎1 < ∞;

2) sup
𝑘⩾0

∥𝑦𝑘∥ ⩽ 𝑎2 < ∞;

3)𝜎
(∂𝑓1
∂𝑥

(
𝑥𝑘, 𝜀𝑦𝑘

))
< 𝛼1.

其中: 𝑎1 > 0, 𝑎2 > 0, 0 < 𝛼1 < 1.

定理 1 若假设 1∼假设 3成立, 且存在一个正

实数𝐿使得

∥𝐾𝑠(𝑥𝑘)−𝐾1(𝑥𝑘)∥ < 𝐿𝜀 (23)

成立,则可以获得以下结论:

𝑢𝑐(𝑥𝑘, 𝑦𝑘)− 𝑢𝑜(𝑥𝑘, 𝑦𝑘) = 𝒪(𝜀), (24)

𝑥𝑐𝑘 − 𝑥𝑜𝑘 = 𝒪(𝜀), (25)

𝑦𝑐𝑘 − 𝑦𝑜𝑘 = 𝒪(𝜀). (26)

其中: 𝑥𝑐𝑘和 𝑦𝑐𝑘为 𝑘时刻组合控制器𝑢𝑐作用下闭环

系统的状态, 𝑥𝑜𝑘和 𝑦𝑜𝑘为 𝑘时刻传统高阶控制器𝑢𝑜

作用下闭环系统的状态.

证证证明明明 首先证明式 (24). 为了简化概念,标记

𝐴(𝑋) = [𝐴1 𝐴2],

𝑆 = {𝑅+𝐵(𝑋𝑘)
T𝑃𝑘+1𝐵(𝑋𝑘)}−1𝐵(𝑋𝑘)

T𝑃𝑘+1.

由式 (20)可得[
𝐾T

1 (𝑥𝑘, 𝑦𝑘)

𝐾T
2 (𝑥𝑘, 𝑦𝑘)

]
=

[
𝐴T

1 𝑆
T

𝐴T
2 𝑆

T

]
.

根据𝐴(𝑋)的定义和式 (18)可得到

𝐴1 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑓11(𝑥, 𝜀𝑦)

𝑥1
⋅ ⋅ ⋅ 0

...
. . .

...

0 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑓1𝑛(𝑥, 𝜀𝑦)

𝑥𝑛

0 ⋅ ⋅ ⋅ 0
...

. . .
...

0 ⋅ ⋅ ⋅ 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

𝐴2 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 ⋅ ⋅ ⋅ 0
...

. . .
...

0 ⋅ ⋅ ⋅ 0
𝑓21(𝑥, 𝜀𝑦)

𝑦1
0

...
. . .

...

0
𝑓2𝑚(𝑥, 𝜀𝑦)

𝑦𝑚

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

因为
𝑓2𝑖(𝑥, 𝜀𝑦)

𝑦𝑖
=

𝑓2𝑖(𝑥, 𝜀𝑦)

𝜀𝑦𝑖
𝜀,

且 𝑓2𝑖(𝑥, 𝜀𝑦)关于 𝜀𝑦连续,所以存在正数 𝑙1,使得∣∣∣𝑓2𝑖(𝑥, 𝜀𝑦)
𝜀𝑦𝑖

∣∣∣ < 𝑙1,

进一步可知 ∣∣∣𝑓2𝑖(𝑥, 𝜀𝑦)
𝑦𝑖

∣∣∣ < 𝑙1𝜀,

这意味着 ∥𝐴2∥ <
√
𝑚𝑙1𝜀. 又因为𝑃 有界,存在正数 𝑙2

使得 ∥𝑆∥ < 𝑙2,可以得到

∥𝐾2∥ = ∥𝑆𝐴2∥ <
√
𝑚𝑙1𝑙2𝜀.

那么,由引理 2可以得到

∥𝑢𝑐𝑘 − 𝑢𝑜𝑘∥ =∥∥∥[𝐾𝑠(𝑥)−𝐾1(𝑥, 𝑦) 𝜀𝑘+1𝐾𝑓 (𝑦)−𝐾2(𝑥, 𝑦)]

[
𝑥

𝑦

]∥∥∥ ⩽

∥𝐾𝑠(𝑥)−𝐾1(𝑥, 𝑦)∥∥𝑥∥+
∥𝜀𝑘+1𝐾𝑓 (𝑦)−𝐾2(𝑥, 𝑦)∥∥𝑦∥.
由假设 3可知

∥𝑥∥ < 𝑎1, ∥𝑦∥ < 𝑎2, (27)

因为𝐾𝑓 (𝑦)有界,且当 𝑘 → ∞时, 𝜀𝑘𝐾𝑓 (𝑦) → 0,所以

必存在正数 𝑙3使得 𝜀𝑘𝐾𝑓 (𝑦) < 𝑙3. 联合式 (23)可以得

到

∥𝑢𝑐𝑘 − 𝑢𝑜𝑘∥ < (𝐿𝑎1 + (
√
𝑚𝑙1𝑙2 + 𝑙3)𝑎2)𝜀, (28)

式 (24)得证.

下面证明式 (25). 首先定义 𝑧𝑘 = 𝑥𝑜𝑘 − 𝑥𝑐𝑘,可以

推导 𝑧𝑘+1为

𝑧𝑘+1 =

𝑓1(𝑥𝑜𝑘, 𝜀𝑦𝑜𝑘) + 𝑔1(𝑥𝑜𝑘, 𝜀𝑦𝑜𝑘)𝑢𝑜𝑘−
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𝑓1(𝑥𝑐𝑘, 𝜀𝑦𝑐𝑘)− 𝑔1(𝑥𝑐𝑘, 𝜀𝑦𝑐𝑘)𝑢𝑐𝑘 =

𝑓1(𝑥𝑜𝑘, 𝜀𝑦𝑜𝑘)− 𝑓1(𝑥𝑐𝑘, 𝜀𝑦𝑜𝑘)+

𝑓1(𝑥𝑐𝑘, 𝜀𝑦𝑜𝑘)− 𝑓1(𝑥𝑐𝑘, 𝜀𝑦𝑐𝑘)+

𝑔1(𝑥𝑜𝑘, 𝜀𝑦𝑜𝑘)𝑢𝑜𝑘 − 𝑔1(𝑥𝑐𝑘, 𝜀𝑦𝑜𝑘)𝑢𝑜𝑘+

𝑔1(𝑥𝑐𝑘, 𝜀𝑦𝑜𝑘)𝑢𝑜𝑘 − 𝑔1(𝑥𝑐𝑘, 𝜀𝑦𝑜𝑘)𝑢𝑐𝑘+

𝑔1(𝑥𝑐𝑘, 𝜀𝑦𝑜𝑘)𝑢𝑐𝑘 − 𝑔1(𝑥𝑐𝑘, 𝜀𝑦𝑐𝑘)𝑢𝑐𝑘. (29)

根据Taylor定理,式 (29)满足

𝑧𝑘+1 =

(𝐹1𝑘 +𝑅1𝑘)𝑧𝑘 + (𝐹2𝑘 +𝑅2𝑘)𝜀(𝑦𝑜𝑘 − 𝑦𝑐𝑘)+

(𝐹3𝑘 +𝑅3𝑘)𝑧𝑘 + 𝑔1(𝑥𝑐𝑘, 𝜀𝑦𝑜𝑘)(𝑢𝑜𝑘 − 𝑢𝑐𝑘)+

(𝐹4𝑘 +𝑅4𝑘)𝜀(𝑦𝑜𝑘 − 𝑦𝑐𝑘) =

(𝐹1𝑘 +𝑅1𝑘 + 𝐹3𝑘 +𝑅3𝑘)𝑧𝑘+

(𝐹2𝑘 +𝑅2𝑘 + 𝐹4𝑘 +𝑅4𝑘)𝜀(𝑦𝑜𝑘 − 𝑦𝑐𝑘)+

𝑔1(𝑥𝑐𝑘, 𝜀𝑦𝑜𝑘)(𝑢𝑜𝑘 − 𝑢𝑐𝑘). (30)

其中

𝐹1𝑘 =
∂𝑓1
∂𝑥𝑜𝑘

(𝑥𝑐𝑘, 𝜀𝑦𝑜𝑘),

𝐹2𝑘 =
∂𝑓1
∂𝜀𝑦𝑜𝑘

(𝑥𝑐𝑘, 𝜀𝑦𝑐𝑘),

𝐹3𝑘 = 𝑢T
𝑜𝑘

∂𝑔1
∂𝑥𝑜𝑘

(𝑥𝑐𝑘, 𝜀𝑦𝑜𝑘),

𝐹4𝑘 = 𝑢T
𝑐𝑘

∂𝑔1
∂𝜀𝑦𝑜𝑘

(𝑥𝑐𝑘, 𝜀𝑦𝑐𝑘),

𝑅1𝑘 =
w 1

0

{ ∂𝑓1
∂𝑥𝑜𝑘

[𝑥𝑐𝑘 + 𝜃(𝑥𝑜𝑘 − 𝑥𝑐𝑘), 𝜀𝑦𝑜𝑘]−

− ∂𝑓1
∂𝑥𝑜𝑘

(𝑥𝑐𝑘, 𝜀𝑦𝑜𝑘)
}
d𝜃,

𝑅2𝑘 =
w 1

0

{ ∂𝑓1
∂𝜀𝑦𝑜𝑘

[𝑥𝑐𝑘, 𝜀𝜃(𝑦𝑜𝑘 − 𝑦𝑐𝑘) + 𝜀𝑦𝑐𝑘]−

− ∂𝑓1
∂𝜀𝑦𝑜𝑘

(𝑥𝑐𝑘, 𝜀𝑦𝑐𝑘)
}
d𝜃,

𝑅3𝑘 = 𝑢T
𝑜𝑘

w 1

0

{ ∂𝑔1
∂𝑥𝑜𝑘

[𝑥𝑐𝑘 + 𝜃(𝑥𝑜𝑘 − 𝑥𝑐𝑘), 𝜀𝑦𝑜𝑘]−

− ∂𝑔1
∂𝑥𝑜𝑘

(𝑥𝑐𝑘, 𝜀𝑦𝑜𝑘)
}
d𝜃,

𝑅4𝑘 = 𝑢T
𝑐𝑘

w 1

0

{ ∂𝑔1
∂𝜀𝑦𝑜𝑘

[𝑥𝑐𝑘, 𝜀𝜃(𝑦𝑜𝑘 − 𝑦𝑐𝑘) + 𝜀𝑦𝑐𝑘]−

− ∂𝑔1
∂𝜀𝑦𝑜𝑘

(𝑥𝑐𝑘, 𝜀𝑦𝑐𝑘)
}
d𝜃.

因为 𝑧0 = 0,式 (30)的解为

𝑧𝑘 =

𝑘−1∑
𝑗=0

Φ𝑘,𝑗+1[𝑅1𝑗 + 𝐹3𝑗 +𝑅3𝑗 ]𝑧𝑗+

𝑘−1∑
𝑗=0

Φ𝑘,𝑗+1𝑔1(𝑥𝑐𝑗 , 𝜀𝑦0𝑗)(𝑢𝑜𝑗 − 𝑢𝑐𝑗)+

𝑘−1∑
𝑗=0

Φ𝑘,𝑗+1[𝐹2𝑗 +𝑅2𝑗 + 𝐹4𝑗 +𝑅4𝑗 ]𝜀(𝑦𝑜𝑗 − 𝑦𝑐𝑗), (31)

其中Φ𝑘,𝑗为𝐹1𝑘的传递函数. 因为函数 𝑓1(𝑥, 𝜀𝑦)关于

𝑥和 𝜀𝑦连续,且𝑥和 𝑦有界,存在 𝑏1 > 0使得 ∥𝐹1𝑘∥ ⩽
𝑏1.根据文献 [6, 9-10], 假设 3的第 3)条意味着存在

𝛾 > 1, 0 < 𝜌 < 1,使得

∥Φ𝑘,𝑗∥ ⩽ 𝛾𝜌𝑘−𝑗 , ∀𝑘 ⩾ 𝑗.

由式 (31)可以推导得到

∥𝑧𝑘∥ ⩽
𝑘−1∑
𝑗=0

∥Φ𝑘,𝑗+1∥∥𝑅1𝑗 + 𝐹3𝑗 +𝑅3𝑗∥∥𝑧𝑗∥+

𝑘−1∑
𝑗=0

∥Φ𝑘,𝑗+1∥∥𝑔1(𝑥𝑐𝑗 , 𝜀𝑦0𝑗)∥∥(𝑢𝑜𝑗 − 𝑢𝑐𝑗)∥+

𝑘−1∑
𝑗=0

∥Φ𝑘,𝑗+1∥∥𝐹2𝑗 +𝑅2𝑗 + 𝐹4𝑗 +𝑅4𝑗∥𝜀∥𝑦𝑜𝑗 − 𝑦𝑐𝑗∥ ⩽

𝑘−1∑
𝑗=0

𝛾𝜌𝑘−𝑗−1∥𝑅1𝑗 + 𝐹3𝑗 +𝑅3𝑗∥∥𝑧𝑗∥+

𝑘−1∑
𝑗=0

𝛾𝜌𝑘−𝑗−1∥𝑔1(𝑥𝑐𝑗 , 𝜀𝑦0𝑗)∥∥𝑢𝑜𝑗 − 𝑢𝑐𝑗∥+

𝑘−1∑
𝑗=0

𝛾𝜌𝑘−𝑗−1∥𝐹2𝑗 +𝑅2𝑗 + 𝐹4𝑗 +𝑅4𝑗∥𝜀∥𝑦𝑜𝑗 − 𝑦𝑐𝑗∥.

(32)

因为 𝑔1(𝑥, 𝜀𝑦)关于𝑥和 𝜀𝑦连续, 且𝑥和 𝑦有界, 所以

存在 𝑏2 > 0,使得

∥𝐹3𝑘∥ ⩽ 𝑏2, 0 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝑁1.

因为

(𝑥𝑘, 𝑦𝑘)
T ∈ 𝐷𝑥 ×𝐷𝑦, ∀𝑘 ∈ 𝑵 ,

且𝑅1可微,存在 𝑏3 > 0,使得

∥𝑅1(𝑥𝑜𝑘, 𝑦𝑜𝑘, 𝑥𝑐𝑘)∥ < 𝑏3,

类似地,存在 𝑏4 > 0,使得

∥𝑅3(𝑥𝑜𝑘, 𝑦𝑜𝑘, 𝑥𝑐𝑘)∥ < 𝑏4.

标记 𝑐1 = 𝑏2 + 𝑏3 + 𝑏4,有

∥𝑅1𝑗 + 𝐹3𝑗 +𝑅3𝑗∥ ⩽ 𝑐1. (33)

同理,存在 𝑐2 > 0,使得

∥𝐹2𝑗 +𝑅2𝑗 + 𝐹4𝑗 +𝑅4𝑗∥ ⩽ 𝑐2. (34)

因为 𝑔1(𝑥, 𝜀𝑦)在𝐷𝑥×𝐷𝑦上连续,所以存在 𝑐3 > 0,使

得

∥𝑔1(𝑥𝑐𝑗 , 𝜀𝑦0𝑗)∥ ⩽ 𝑐3. (35)

将式 (33)∼ (35)代入 (32),可以得到
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∥𝑧𝑘∥ ⩽
𝑘−1∑
𝑗=0

𝛾𝜌𝑘−𝑗−1𝑐1∥𝑧𝑗∥+
𝑘−1∑
𝑗=0

𝛾𝜌𝑘−𝑗−1𝑐3∥𝑢𝑜𝑗 − 𝑢𝑐𝑗∥+

𝑘−1∑
𝑗=0

𝛾𝜌𝑘−𝑗−1𝑐2𝜀∥𝑦𝑜𝑗 − 𝑦𝑐𝑗∥ =

𝑘−1∑
𝑗=0

𝛾𝜌𝑘−𝑗−1𝑐1∥𝑧𝑗∥+
𝑘−1∑
𝑗=0

𝛾𝜌𝑘−𝑗−1×

(𝑐3∥𝑢𝑜𝑗 − 𝑢𝑐𝑗∥+ 𝑐2𝜀∥𝑦𝑜𝑗 − 𝑦𝑐𝑗∥).
进而推导得到∥∥∥ 𝑧𝑘

𝜌𝑘

∥∥∥ ⩽
𝑘−1∑
𝑗=0

𝛾𝜌−1𝑐1

∥∥∥ 𝑧𝑗
𝜌𝑗

∥∥∥+

𝑘−1∑
𝑗=0

𝛾𝜌−𝑗−1×

(𝑐3∥𝑢𝑜𝑗 − 𝑢𝑐𝑗∥+ 𝑐2𝜀∥𝑦𝑜𝑗 − 𝑦𝑐𝑗∥).
利用引理 1可得∥∥∥ 𝑧𝑘

𝜌𝑘

∥∥∥ ⩽

𝛾
(
1 +

𝑐1
𝜌

)𝑘 𝑘∑
𝑗=1

(
1 +

𝑐1
𝜌

)−𝑗

𝜌−𝑗(𝑐3∥𝑢𝑜(𝑗−1)−

𝑢𝑐(𝑗−1)∥+ 𝑐2𝜀∥𝑦𝑜(𝑗−1) − 𝑦𝑐(𝑗−1)∥). (36)

令 𝜂 = 𝜌+ 𝑐1,将式 (36)改写为

∥𝑧𝑘∥ ⩽

𝛾𝜂𝑘
𝑘∑

𝑗=1

𝜂−𝑗(𝑐3∥𝑢𝑜𝑗 − 𝑢𝑐𝑗∥+ 𝑐2𝜀∥𝑦𝑜𝑗 − 𝑦𝑐𝑗∥).

其中: 𝑥为系统的慢状态, 𝑦为系统的快状态.相对而

言,慢状态变化缓慢,在较短的时间尺度内,可以认为

慢状态几乎不变 [1],所以 ∂𝑔1/∂𝑥𝑘 ≈ 0,而输入必然有

界,故

𝐹3𝑘 = 𝑢T
𝑜𝑘

∂𝑔1
∂𝑥𝑜𝑘

(𝑥𝑐𝑘, 𝜀𝑦𝑜𝑘) ≈ 0,

𝑏2可以充分小. 由文献 [11]可知, 𝑏3和 𝑏4也可以充分

小. 通过选择 𝑏2、𝑏3和 𝑏4,可以使得

𝑐1 = 𝑏2 + 𝑏3 + 𝑏4 < 1− 𝜌,

即 𝜂 = 𝜌+ 𝑐1 < 1. 联合式 (27)和 (28),可以得到

∥𝑧𝑘∥ ⩽ 𝛾𝜂𝑘
𝑘∑

𝑗=1

𝜂−𝑗(𝑐3𝜁 + 2𝑐2𝑎2)𝜀 ⩽

𝛾
1− 𝜂𝑘

1− 𝜂
(𝑐3𝜁 + 2𝑐2𝑎2)𝜀,

其中 𝜁 = 𝐿𝑎1 + (
√
𝑚𝑙1𝑙2 + 𝑙3)𝑎2. □

定理 1的结论表明,组合优化控制器与传统高阶

优化控制器的误差为𝒪(𝜀),两种控制器分别作用下的

两种闭环系统的状态之间的误差也是𝒪(𝜀),该结论是

文献 [3]线性奇异摄动系统相关结论的扩充.

5 仿仿仿真真真验验验证证证

例 1 考虑如下非线性离散奇异摄动系统:[
𝑥1(𝑘 + 1)

𝑥2(𝑘 + 1)

]
=[

𝜀𝑥1(𝑘)𝑦1(𝑘) + 2𝜀𝑦1(𝑘)

𝑥2(𝑘) + 2𝜀𝑦2(𝑘)

]
+[

𝑥1(𝑘) + 1 𝜀𝑦1(𝑘)

𝜀𝑦2(𝑘) 𝑥2(𝑘) + 1

][
𝑢1(𝑘)

𝑢2(𝑘)

]
, (37)[

𝑦1(𝑘 + 1)

𝑦2(𝑘 + 1)

]
=[

𝜀𝑥1(𝑘)𝑦1(𝑘)

2𝜀𝑦2(𝑘)

]
+[

sin(𝑥1(𝑘)) + 1 sin(𝑥2(𝑘)) + 2

sin(𝜀𝑦1(𝑘)) + 1 sin(𝜀𝑦2(𝑘)) + 1

][
𝑢1(𝑘)

𝑢2(𝑘)

]
. (38)

状态初始值为

[𝑥1(0) 𝑥2(0)] = [1 2],

[𝑦1(0) 𝑦2(0)] = [−2 − 1],

𝜀 = 0.1表示奇异摄动参数.

利用前文给出的快、慢子系统解耦方法,可以获

得以下慢、快子系统:[
𝑥1𝑠(𝑘 + 1)

𝑥2𝑠(𝑘 + 1)

]
=[

0

𝑥2𝑠(𝑘)

]
+

[
𝑥1𝑠(𝑘) + 1 0

0 𝑥2𝑠(𝑘) + 1

][
𝑢1𝑠(𝑘)

𝑢2𝑠(𝑘)

]
,[

𝑦1𝑓 (𝑘 + 1)

𝑦2𝑓 (𝑘 + 1)

]
=[

−2 0

0 2

][
𝑦1𝑓 (𝑘)

𝑦2𝑓 (𝑘)

]
+

[
0 −2

0 1

][
𝑢1𝑓 (𝑘)

𝑢2𝑓 (𝑘)

]
.

代价函数的权重矩阵如下:

𝑄𝑠 =

[
2 0

0 2

]
, 𝑅𝑠 =

[
1 1

1 2

]
,

𝑄𝑓 =

[
2 0

0 2

]
, 𝑅𝑠 =

[
2 1

1 1

]
.

利用式 (12)∼ (17)和 (19)∼ (21)可以获得组合优

化控制输入𝑢𝑐和传统高阶优化控制输入𝑢𝑜.注意到

该算例中, 采用了二阶输入向量. 图 1为两种控制器

的比较结果.已知 𝜀 = 0.1,由图 1可见, 𝑢𝑐与𝑢𝑜的最大

误差没有超过 0.5,这与定理 1的结论一致.

图 2和图 3为 4个状态变量在组合优化控制器和

传统高阶控制器作用下的响应比较.可以看出, 两种

控制器作用下的状态响应曲线非常相近,数值仿真结

果验证了本文结论的正确性.
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图 1 组合控制输入与传统高阶控制输入
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图 2 𝑥1和𝑥2状态在两种控制器下的响应
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图 3 𝑦1和 𝑦2状态在两种控制器下的响应

例 2 考虑范德坡非线性电路 [13-15], 该电路由

一个线性电感、一个线性电容和一个非线性电阻组

成,如图 4所示. 令 𝑦 = 𝑖𝐿,有如下二阶非线性微分方

程[14-15]:

𝑦 − 𝑎(1− 𝑦2)𝑦̇ + 𝑦 = 0, (39)

其中 𝑎 =
√

𝑐/𝐿.

当 𝑎 ≫ 1时, 令 𝜀 = 1/𝑎2 = 0.05, 将式 (39)时间

尺度 𝑡变换为 𝑡/𝑎,可以得到

𝜀𝑦 − (1− 𝑦2)𝑦̇ + 𝑦 = 0. (40)

+

- u
R

L

C

+

-

u
C

i
R

i
L

图 4 范德坡电路 [14]

进一步,利用向前差分公式将式 (40)改写为差分

方程,并引入变换

𝑥1(𝑘) = 𝑦(𝑘) + 𝜀𝑦(𝑘 − 1),

𝑥2(𝑘) = 𝑦(𝑘),

可以得到

𝑥1(𝑘 + 1) =

(1− 𝜀𝑥2
2(𝑘))(𝑥1(𝑘)− 𝜀𝑥2(𝑘)− 𝜀2𝑥2(𝑘))+

2𝜀𝑥1(𝑘)− 𝜀2𝑥2(𝑘)− 𝜀𝑥2(𝑘), (41)

𝑥2(𝑘 + 1) = 𝑥1(𝑘)− 𝜀𝑥2(𝑘). (42)

对差分方程 (41)和 (42)加入控制输入项[16],有

𝑥1(𝑘 + 1) =

(1− 𝜀𝑥2
2(𝑘))(𝑥1(𝑘)− 𝜀𝑥2(𝑘)− 𝜀2𝑥2(𝑘))+

2𝜀𝑥1(𝑘)− 𝜀2𝑥2(𝑘)− 𝜀𝑥2(𝑘) + 𝑢(𝑘), (43)

𝑥2(𝑘 + 1) = 𝑥1(𝑘)− 𝜀𝑥2(𝑘) + 𝑢(𝑘). (44)

利用解耦方法可获得以下慢、快子系统:⎧⎨⎩𝑥1𝑠(𝑘 + 1) = 3𝑥1𝑠(𝑘) + 𝑢𝑠(𝑘),

𝑥2𝑠(𝑘 + 1) = 𝑥1𝑠(𝑘) + 𝑢𝑠(𝑘);
(45)

⎧⎨⎩ 0 = 3𝑥1𝑓 (𝑘)− 2𝑥2𝑓 (𝑘) + 𝑢𝑓 (𝑘),

𝑥2𝑓 (𝑘 + 1) = −1

3
𝑥2𝑓 (𝑘) +

2

3
𝑢𝑓 (𝑘).

(46)

代价函数的权重矩阵选择如下:

𝑅𝑠 = 𝑅𝑓 = 𝑄𝑠 = 𝑄𝑓 = 1,

𝑅 = 1, 𝑄 =

[
1 0

0 1

]
.

利用式 (12)∼ (17)和 (19)∼ (21)设计组合控制器
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图 5 状态在两种控制器下的响应
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𝑢𝑐和传统高阶控制器𝑢𝑜.图 5为两个状态变量在𝑢𝑐

和𝑢𝑜作用下的响应比较.可以看出,两种控制器的控

制效果相近,符合本文结论.同时,组合控制器作用下

的状态变量响应超调相对较小,且设计复杂度和计算

复杂度降低, 具有优势. 图 6为两种控制输入的比较

结果,组合控制器𝑢𝑐和传统高阶控制器𝑢𝑜最大误差

为 0.62,符合定理 1的结论.
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图 6 组合控制输入与传统高阶控制输入

综上所述,仿真验证了本文结论的正确性.

6 结结结 论论论

本文针对一类非线性离散奇异摄动系统,设计了

组合优化控制器和传统高阶优化控制器, 并分析了

组合优化控制器与传统高阶优化控制器之间的关系,

提出了两种控制器近似相等的充分条件.该结论将文

献 [3]在线性奇异摄动系统的组合控制器中的结论扩

充至非线性离散奇异摄动系统.最后通过数值仿真验

证了所得结论的正确性.

本文考虑了某一类非线性离散奇异摄动系统的

组合控制器与传统高阶控制器的关系,该结果具有较

大的扩展空间, 比如,带有不确定项的非线性奇异摄

动系统的组合优化控制方法的合理性、带有时滞的奇

异摄动系统的组合控制方法的合理性等仍有待研究.
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