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摘 要: 在传统无迹卡尔曼滤波 (UKF)中对其估计精度和计算效率起关键作用的是采样算法,即构造具有权重的

样本点. 研究表明, 带权样本点匹配随机变量的阶矩越高滤波的精度越高, 如多项式无迹卡尔曼滤波 (PUKF), 但

通常此类算法的复杂度过高甚至难以求解. 为此, 基于高斯分布结合高阶矩匹配与无迹卡尔曼滤波线性扩张方

法 (LUKF),提出一种兼顾效率和精度的高斯滤波离线算法. 实验结果表明,所提出算法拥有比UKF更高的估计精度

和比PUKF更好的计算效率.
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Abstract: The sampling algorithm of unscented Kalman filter(UKF), which selects the sigma points and their weights,

plays a vital role for the accuracy and computational efficiency. It is well known that, more moments of random variables

are matched, more accuracy reaches, for example, the Polynomial-extension of UKF(PUKF). However, such methods often

suffer from their highly computational complexity, even worse, it is hard to get a solution. An efficient and highly accurate

off-line algorithm is proposed for the Gaussian filter based on the high-order moments matching and linear-extension of

UKF(LUKF). Experimental results show that the proposed algorithm has more accuracy than UKF and more computational

efficiency than PUKF.
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0 引引引 言言言

目前, 在非线性滤波领域常采用两类滤波方法:

一类是线性化近似非线性函数,再应用线性估计的方

法, 其中最广泛应用的是扩展卡尔曼滤波 (EKF)[1-2];

另一类不需要对非线性函数线性化,而是选择一些采

样点近似随机变量的概率密度分布,其中UKF[3-4]、粒

子滤波 (PF)[5]和容积滤波 (CKF)[6]得到了广泛的关注

和研究.

EKF首先对非线性函数泰勒展开,采用忽略二阶

及以上高阶项的方法近似非线性函数. 虽然EKF具

有原理简单、计算方便等优点,但是在强非线性条件

下, 存在以下不足[3,7-8]: 1)当对非线性函数泰勒展开

时, 需要求雅克布矩阵, 因此只能适用于雅克布矩阵

存在的情况; 2)当展开式的二阶以及以上高阶项产生

较大影响时, 忽略二阶及以上的高阶项会产生较大

的误差.目前, 虽然对EKF有众多的改进方法, 如高

阶截断EKF[2]、迭代EKF[9]等, 但这些缺陷仍然难以

克服. 粒子滤波[10-12]是基于蒙特卡洛方法的一类随
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机采样的非线性滤波方法, 它也称作序列蒙特卡洛

方法 (SMC), 利用粒子集逼近函数的概率密度分布,

该方法避免了EKF的不足, 但要得到高精度的估计,

需要较多的粒子数目且粒子数目随随机变量的维数

呈几何级数地增长,因此 PF会产生较大的计算量．

UKF[3-4]是基于随机变量阶矩的一类确定性采样

的非线性滤波方法,通过选择一些确定性的带权样本

点近似随机变量的概率密度分布.这些带权样本点具

有如下特点: 捕获了随机变量的均值、协方差甚至高

阶矩等特征;满足估计的无偏性. UKF的采样点是与

其分布密切相关的典型带权样本点,样本点数量远小

于PF滤波的粒子数量, 因此极大地降低了计算复杂

度.由以上分析可知, UKF不需要计算雅克布矩阵且

具有有限的样本点,克服了EKF的缺点,具有较低的

复杂度, 但当噪声的统计特性未知时会导致UKF精

度下降,为此人们提出了各种自适应UKF算法[13-15].

从现有的UKF和其各种变种算法可知, 采样策

略是核心和基础. 采样策略包括确定样本点的个数、

位置和权重[16],到目前为止有多种采样策略,如最初

选择 2𝑛 + 1个带权样本点的对称采样策略[3],这些带

权样本点匹配𝑛维随机变量的均值和协方差及所有

奇次高阶矩.由于对称采样不适合对实时性要求严格

的系统,为了降低计算复杂度, Julier等[17]提出了单形

采样策略,其特征是选择𝑛 + 2个采样点且分布不关

于均值点对称. 对上面两种采样策略的分析可以发现

它们具有一个共同的缺点: 随着随机变量维数的增加

会产生非局部效应,并且非局部效应会导致精度下降.

为了减小非局部效应带来的偏差, Julier[18]提出了比

例修正采样策略,其特征是对上述采样策略产生的样

本点进行比例缩放.以上几种采样策略对应的滤波对

非线性函数统计量的精度可以达到二阶,而实际应用

中,迫切需要精确度更高的采样策略.

为了提高估计精度, 国内外学者提出了高阶采

样策略, Julier等[19]提出了匹配随机变量前四阶矩的

高阶采样策略, 但这种高阶采样策略无法得出解析

解.针对高阶采样策略无解的问题,提出了一种解析

方法[20],但是也仅限制在一些特殊情况. Date等[21]提

出了近似匹配前四阶矩的采样策略. Tenne等[22]提出

了匹配任意阶矩的高阶采样策略, 对应的是高阶无

迹卡尔曼滤波 (HOUF),但是由于计算难度较大,没有

被广泛应用. 最近, 多项式采样策略 (PUT)和线性采

样策略 (LUT)被提出,分别与这两种采样策略对应的

PUKF[23]和LUKF (LUKF)[24]不仅估计精度优于UKF

和HOUF,而且计算复杂度低于HOUF.虽然 PUKF的

估计精度远高于UKF,但是在每步迭代时需要花费很

长的时间解多元高次方程组,从而导致 PUKF的计算

效率较低.

由以上分析可知, UT变换的采样策略对UKF滤

波的估计精度和计算效率起关键作用.例如,选择匹

配先验随机变量阶矩越高的采样策略,滤波的估计精

度越高;越少采样点的采样策略,计算效率越高;采样

策略的计算复杂度越低,计算效率越高.

本文根据采样点匹配随机变量越高的阶矩具有

越高估计精度的准则,针对PUKF计算效率低和UKF

估计精度低的问题, 提出一种基于高斯分布的多层

采样策略 (GMUT),该采样策略确定的带权样本点在

理论上可以匹配高斯分布的任意阶矩. 与这种采样

策略对应的基于高斯分布的多层无迹卡尔曼滤波

(GMUKF)可用于解决非线性滤波器在实际应用过

程中的估计精度低和计算效率低的问题. 实验结果

表明, 所提出算法拥有比UKF更高的估计精度和比

PUKF更好的计算效率.

1 无无无迹迹迹卡卡卡尔尔尔曼曼曼滤滤滤波波波

考虑如下离散的非线性系统:

𝑥𝑘+1 = 𝑓(𝑥𝑘) + 𝑣𝑘, (1)

𝑧𝑘 = ℎ(𝑥𝑘) + 𝑤𝑘. (2)

其中: 𝑥𝑘 ∈ 𝑅𝑛𝑥、𝑧𝑘 ∈ 𝑅𝑛𝑥分别为 𝑘时刻的系统状态

向量和测量状态向量; 𝑓(⋅)、ℎ(⋅)分别为已知的系统函
数和测量函数; 𝑣𝑘为零均值且协方差矩阵为𝑅𝑘的系

统随机噪声向量, 𝑤𝑘为零均值且协方差矩阵为𝑄𝑘的

随机测量噪声,且 𝑣𝑘、𝑤𝑘线性无关.

1)无迹卡尔曼滤波首先确定样本点和相应的权

重 (如对称采样).根据样本点满足均值、协方差和无

偏特性组成的条件函数,求出样本点和相应的权重为

𝑋𝑘,0 = 𝑥̃𝑘, (3)

𝑊𝑘,0 =
𝑘

𝑛𝑥 + 𝑘
, (4)

𝑋𝑘,𝑖 = 𝑥̃𝑘 + (
√

(𝑛𝑥 + 𝑘)𝑃𝑘)𝑖, (5)

𝑋𝑘,𝑖+𝑛𝑥 = 𝑥̃𝑘 − (
√

(𝑛𝑥 + 𝑘)𝑃𝑘)𝑖, (6)

𝑊𝑘,𝑖 = 𝑊𝑘,𝑖+𝑛𝑥 =
1

2(𝑛𝑥 + 𝑘)
. (7)

其中: 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛𝑥, 𝑛𝑥为随机变量的维数, 𝑘为比

例参数, (
√

(𝑛𝑥 + 𝑘)𝑃𝑘)𝑖为 (𝑛𝑥 + 𝑘)𝑃𝑘的平方根矩阵

的第 𝑖行或列, 𝑥̃𝑘为 𝑘时刻的估计均值, 𝑃𝑘为 𝑘时刻

的协方差, 𝑋𝑘,𝑖为 𝑘时刻的第 𝑖个样本点, 𝑊𝑘,𝑖为 𝑘时

刻第 𝑖个样本点的权重.

2)时间更新.

①将上一步生成的样本点经过非线性系统方程

转换得到状态样本点𝑋𝑘+1∣𝑘,𝑖,有

𝑋𝑘+1∣𝑘,𝑖 = 𝑓(𝑋𝑘,𝑖). (8)

②对状态样本点𝑋𝑘+1∣𝑘,𝑖进行加权处理得到状
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态一步预测的均值 𝑋̃𝑘+1∣𝑘、一步预测协方差矩阵

𝑃𝑘+1∣𝑘,𝑥分别为

𝑋̃𝑘+1∣𝑘 =

2𝑛𝑥∑
𝑖=0

𝑊𝑘,𝑖𝑋𝑘+1∣𝑘,𝑖, (9)

𝑃𝑘+1∣𝑘,𝑥 =

2𝑛𝑥∑
𝑖=0

𝑊𝑘,𝑖(𝑋𝑘+1∣𝑘,𝑖 − 𝑋̃𝑘+1∣𝑘)(𝑋𝑘+1∣𝑘,𝑖−

𝑋̃𝑘+1∣𝑘)T +𝑅𝑘. (10)

3)量测更新.

①状态样本点𝑋𝑘+1∣𝑘,𝑖经过非线性量测方程转

换得到量测样本点𝑍𝑘+1,𝑖,有

𝑍𝑘+1,𝑖 = ℎ(𝑋𝑘+1∣𝑘,𝑖). (11)

②对量测样本点𝑍𝑘+1,𝑖进行加权处理得到量测

一步预测均值𝑍𝑘+1、一步预测协方差矩阵𝑃𝑘+1,𝑧 ,对

样本点𝑍𝑘+1,𝑖和样本点𝑋𝑘+1∣𝑘,𝑖加权处理得到一步

预测互协方差矩阵𝑃𝑘+1,𝑥𝑧 ,有

𝑍𝑘+1 =

2𝑛𝑥∑
𝑖=0

𝑊𝑘,𝑖𝑍𝑘+1,𝑖, (12)

𝑃𝑘+1,𝑧 =

2𝑛𝑥∑
𝑖=0

𝑊𝑘,𝑖(𝑍𝑘+1,𝑖−𝑍𝑘+1)(𝑍𝑘+1,𝑖−𝑍𝑘+1)
T+𝑄𝑘, (13)

𝑃𝑘+1,𝑥𝑧 =

2𝑛𝑥∑
𝑖=0

𝑊𝑘,𝑖(𝑋𝑘+1∣𝑘,𝑖 − 𝑋̃𝑘+1∣𝑘)(𝑍𝑘+1,𝑖 − 𝑍𝑘+1)
T. (14)

③在已知状态一步预测值 𝑋̃𝑘+1∣𝑘、量测一步预

测值𝑍𝑘+1和测量值𝑍𝑘+1的条件下求出卡尔曼滤波

的最优估计均值 𝑥̃𝑘+1为

𝑥̃𝑘+1 = 𝑋̃𝑘+1∣𝑘 +𝐾𝑘+1(𝑍𝑘+1 − 𝑍𝑘+1), (15)

𝐾𝑘+1 = 𝑃𝑘+1,𝑥𝑧𝑃
−1
𝑘+1,𝑧, (16)

𝑃𝑘+1 = 𝑃𝑘+1∣𝑘,𝑥 −𝐾𝑘+1𝑃𝑘+1,𝑧𝐾
T
𝑘+1. (17)

其中: 𝑃𝑘+1为 𝑘 + 1时刻的协方差矩阵, 𝐾𝑘+1为卡尔

曼滤波增益.

2 基基基于于于高高高斯斯斯分分分布布布的的的多多多层层层采采采样样样策策策略略略

现有采样策略确定样本点和相应权重的方法,

主要分为以下 3类：1)首先确定样本点的权重,然后

根据权重确定样本点,例如最小斜度单行采样[17]、球

面单行采样[25]; 2)首先确定样本点, 然后根据样本

点确定样本点的权重,例如线性采样策略[24]; 3)同时

确定样本点和相应的权重, 例如对称采样[3]和高阶

HOUF[22].文献 [23]提出了多项式采样策略, 该采样

策略是已知样本点的权重求样本点的方法, 与策略

对应的PUKF估计精度远高于UKF滤波,但是在确定

样本点时需要解多元高次方程组,从而导致 PUKF的

计算效率较低.文献 [24]提出了线性高阶采样策略,

该策略是已知样本点求样本点的权重, 与策略对应

的LUKF不仅计算效率明显高于PUKF, 而且估计精

度也远高于UKF,但是通过解线性方程组求出样本点

的权重, 可能会出现负的权重, 从而导致滤波算法不

稳定.

2.1 标标标准准准正正正态态态分分分布布布的的的采采采样样样算算算法法法

在标准正态分布下,首先选择样本序列并根据样

本序列确定预选样本点;然后根据标准正态分布的概

率密度函数和样本序列确定样本点的权重;最后确定

样本点. 具体的算法如下.

Step 1 选择一个样本序列 0 = 𝑟0 < 𝑟1 < ⋅ ⋅ ⋅ <
𝑟𝑙,其中 𝑙为采样层数,在本文中按照随机变量标准方

差的整数倍确定样本序列. 根据样本序列按式 (18)确

定预选样本点𝑋𝑗
𝑖 ,有

𝑋𝑗
𝑖 =⎧⎨⎩
0, 𝑖 = 0, 𝑗 = 0;

𝑟𝑗𝑒𝑖, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛𝑥, 0 < 𝑗 ⩽ 𝑙;

−𝑟𝑗𝑒𝑖, 𝑖 = 𝑛𝑥 + 1, 𝑛𝑥 + 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 2𝑛𝑥, 0 < 𝑗 ⩽ 𝑙.

(18)

其中: 𝑒𝑖 = [0, ⋅ ⋅ ⋅ , 0, 1, 0, ⋅ ⋅ ⋅ , 0]T (𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛𝑥)为

第 𝑖个元素是 1的列向量, 𝑋𝑗
𝑖 为第 𝑗层第 𝑖个样本点.

例如, 在二维标准正态分布, 分 3层采样, 即 𝑙 =

3. 确定样本序列 𝑟1 = 1, 𝑟2 = 2, 𝑟3 = 3,根据样本序

列确定预选样本点𝑋 𝑙
𝑖 , 这里仅列出第 1象限的预选

样本点: 𝑋0
0 = 0, 𝑋1

1 = 𝑟1𝑒1, 𝑋1
2 = 𝑟1𝑒2; 𝑋2

1 = 𝑟2𝑒1,

𝑋2
2 = 𝑟2𝑒2; 𝑋3

1 = 𝑟3𝑒1, 𝑋3
2 = 𝑟3𝑒2. 第 1象限的预选样

本点和相应的权重如图 1所示.

{(0,0), }W0

0

{(1,0), }W1

1

{(2,0), }W1

2

{(3,0), }W1

3

{(0,3), }W2

3

{(0,2), }W2

2

{(0,1), }W2

1

图 1 第 1象限的预选采样点以及相应的权重

Step 2 根据标准正态分布的概率密度函数和样

本序列按下式确定样本点的权重𝑊 𝑗
𝑖 ,有

𝑊 𝑗
𝑖 =⎧⎨⎩

1 +
w
0<𝐿(𝑥)⩽𝑟1

𝜙(𝑥)

2𝑛𝑥 + 1
d𝑥−

w
0<𝐿(𝑥)⩽𝑟𝑙

𝜙(𝑥)d𝑥,

𝑖 = 0, 𝑗 = 0;w
0<𝐿(𝑥)⩽𝑟𝑗

𝜙(𝑥)

2𝑛𝑥 + 1
d𝑥, 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 2𝑛𝑥, 𝑗 = 1;

w
𝑟𝑗−1<𝐿(𝑥)⩽𝑟𝑗

𝜙(𝑥)

2𝑛𝑥
d𝑥, 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 2𝑛𝑥, 1 < 𝑗 ⩽ 𝑙.

(19)

其中: 𝜙(𝑥)为标准正态分布的概率密度函数, 𝐿(𝑥) =
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(𝑥−𝑥̃)𝑃−1
𝑥 (𝑥−𝑥̃)T为𝑥满足的实值函数, 𝑥̃和𝑃𝑥分别

为随机变量𝑥的均值和协方差, 𝑊 𝑗
𝑖 为第 𝑗层的第 𝑖个

样本点的权重.

样本点的权重不仅全是正数而且满足归一化. 归

一化证明如下:
𝑙∑

𝑗=1

2𝑛𝑥∑
𝑖=1

𝑊 𝑗
𝑖 +𝑊 0

0 =

2𝑛𝑥

(w
0<𝐿(𝑥)⩽𝑟1

𝜙(𝑥)

2𝑛𝑥 + 1
d𝑥+

𝑙∑
𝑗=2

w
𝑟𝑗−1<𝐿(𝑥)⩽𝑟𝑗

𝜙(𝑥)

2𝑛𝑥
d𝑥

)
+

w
0<𝐿(𝑥)⩽𝑟1

𝜙(𝑥)

2𝑛𝑥 + 1
d𝑥+ 1−

w
0<𝐿(𝑥)⩽𝑟𝑙

𝜙(𝑥)d𝑥 =

1 +
w
0<𝐿(𝑥)⩽𝑟𝑙

𝜙(𝑥)d𝑥−
w
0<𝐿(𝑥)⩽𝑟𝑙

𝜙(𝑥)d𝑥 = 1.

(20)

Step 3 根据前面选择的预先样本点𝑋𝑗
𝑖 和得到

的样本点权重𝑊 𝑗
𝑖 ,确定样本点 𝜉𝑗𝑖 .

①对每一个预选样本点到均值的距离加一个调

节系数 𝑐𝑗 , 得到样本点 𝜉𝑗𝑖 = 𝑐𝑗𝑋
𝑗
𝑖 , 其中 0 < 𝑗 ⩽ 𝑙.

图 2为在二维标准正态分布下,对预选样本点加入调

节系数后得到的第 1象限的样本点.

{(0,0), }W0

0

{( ,0), }c W1 1

1

{(2 ,0), }W1

2
c2

{(3 ,0), }W1

3
c3

{(0,3 ), }W2

3
c3

{(0,2 ), }W2

2
c2

{(0, ), }W2

1
c1

图 2 预选样本点加入调节系数后得到的样本点

②通过带权样本点匹配随机变量的均值、二阶

矩和边缘高阶矩,得到关于调节系数 𝑐𝑗的多元高次方

程组为

0 =

𝑙∑
𝑗=1

2𝑛𝑥∑
𝑖=1

𝑊 𝑗
𝑖 𝜉

𝑗
𝑖 +𝑊 0

0 𝜉
0
0 ,

𝑃 =

𝑙∑
𝑗=1

2𝑛𝑥∑
𝑖=1

𝑊 𝑗
𝑖 (𝜉

𝑗
𝑖 )(𝜉

𝑗
𝑖 )

T +𝑊 0
0 (𝜉

0
0)(𝜉

0
0)

T,

𝑚𝛼
𝛽(𝑥) =

𝑙∑
𝑗=1

2𝑛𝑥∑
𝑖=1

𝑊 𝑗
𝑖 (𝜉

𝑗
𝑖,𝛽)

𝛼 +𝑊 0
0 (𝜉

0
0,𝛽)

𝛼. (21)

其中: 𝑚𝛼
𝛽(𝑥)为随机变量𝑥的第 𝛽个变量的𝛼阶矩,

𝜉𝑗𝑖,𝛽为第 𝑗层的第 𝑖个样本点的第𝛽个元素.

③解关于调节系数 𝑐𝑗的多元高次方程组 (式

(21)),得到调节系数,从而确定样本点 𝜉𝑗𝑖 .

2.2 非非非标标标准准准正正正态态态分分分布布布的的的采采采样样样算算算法法法

首先将标准正态分布下生成的样本点转换到非

标准正态分布下的样本点𝜒𝑗
𝑘,𝑖; 然后对样本点赋予

权重𝑤𝑗
𝑘,𝑖,并且由带权样本点𝜒𝑗

𝑘,𝑖匹配随机变量的均

值、二阶矩和高阶矩得到关于权重𝑤𝑗
𝑘,𝑖的多元线性方

程组;最后解上一步得到的关于权重的多元线性方程

组, 求出权重𝑤𝑗
𝑘,𝑖, 即生成了非标准正态分布的带权

样本点 (𝜒𝑗
𝑘,𝑖𝑤

𝑗
𝑘,𝑖),具体步骤如下.

Step 1: 将标准正态分布的样本点 𝜉𝑗𝑖 加入非标准

正态分布的均值 𝑥̃𝑘和协方差信息𝑃𝑘, 生成非标准正

态分布的样本点𝜒𝑗
𝑘,𝑖,有

𝜒𝑗
𝑘,𝑖 = 𝑥̃𝑘 +

√
𝑃𝑘𝜉

𝑗
𝑖 , (22)

其中𝜒𝑗
𝑘,𝑖代表 𝑘时刻第 𝑗层的第 𝑖个样本点.

Step 2: 在由式 (22)得到非标准正态分布的样本

点后, 使样本点𝜒𝑗
𝑘,𝑖匹配随机变量的均值、二阶矩和

边缘高阶矩,得到关于权重𝑤𝑗
𝑘,𝑖的多元线性方程组为

0 =

𝑙∑
𝑗=1

2𝑛𝑥∑
𝑖=1

𝑤𝑗
𝑘,𝑖 + 𝑤0

𝑘,0 − 1,

𝑥̃𝑘 =

𝑙∑
𝑗=1

2𝑛𝑥∑
𝑖=1

𝑤𝑗
𝑘,𝑖𝜒

𝑗
𝑘,𝑖 + 𝑤0

𝑘,0𝜒
0
𝑘,0,

𝑃𝑘 =

𝑙∑
𝑗=1

2𝑛𝑥∑
𝑖=1

𝑤𝑗
𝑘,𝑖(𝜒

𝑗
𝑘,𝑖 − 𝑥̃𝑘)(𝜒

𝑗
𝑘,𝑖 − 𝑥̃𝑘)

T+

𝑤0
𝑘,0(𝜒

0
𝑘,0 − 𝑥̃𝑘)(𝜒

0
𝑘,0 − 𝑥̃𝑘)

T,

𝑚𝛼
𝛽(𝑥𝑘) =

𝑙∑
𝑗=1

2𝑛𝑥∑
𝑖=1

𝑤𝑗
𝑘,𝑖(𝜒

𝑗
𝑘,𝑖,𝛽 − 𝑥̃𝑘,𝛽)

𝛼+

𝑤0
𝑘,0(𝜒

0
𝑘,0,𝛽 − 𝑥̃𝑘,𝛽)

𝛼, (23)

其中𝑚𝛼
𝛽(𝑥𝑘)为随机变量𝑥𝑘的第𝛽个变量的𝛼阶矩.

Step 3: 解 Step 2得到的关于权重的多元线性方

程组,求出样本点的权重𝑤𝑗
𝑘,𝑖.

3 基基基于于于高高高斯斯斯分分分布布布的的的多多多层层层UKF算算算法法法
采用UT变换得到UKF, 采用容积方法得到

CKF[6], 本文基于GMUT变换将得到基于高斯分布

的多层无迹卡尔曼滤波 (GMUKF), GMUKF算法的具

体步骤如下.

Step 1 初始化随机变量 𝑘时刻的均值 𝑥̃𝑘、协方

差矩阵𝑃𝑘和边缘高阶矩𝑚𝛼
𝛽(𝑥𝑘).

Step 2 生成服从标准正态分布的带权样本

点 (即样本点 𝜉𝑗𝑖 )和相应的权重𝑊 𝑗
𝑖 .

Step 3 状态一步预测.

Step 3.1: 在已知随机变量 𝑘时刻的均值 𝑥̃𝑘、协方

差矩阵𝑃𝑘和边缘高阶矩𝑚𝛼
𝛽(𝑥𝑘)的条件下,生成非标

准正态下的状态样本点𝜒𝑗
𝑘,𝑖和相应的权重𝑤𝑗

𝑘,𝑖.

Step 3.2: 状态样本点𝜒𝑗
𝑘,𝑖经过非线性系统方程

转换得到状态样本点𝑋𝑗
𝑘+1∣𝑘,𝑖,,有

𝑋𝑗
𝑘+1∣𝑘,𝑖 = 𝑓(𝜒𝑗

𝑘,𝑖). (24)

Step 3.3: 对状态样本点𝑋𝑗
𝑘+1∣𝑘,𝑖,加权处理得到

状态一步预测均值 𝑋̃𝑘+1∣𝑘、协方差矩阵𝑃𝑘+1∣𝑘,𝑥和边
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缘高阶矩𝑚𝛼
𝛽(𝑥𝑘)分别为

𝑋̃𝑘+1∣𝑘 =

𝑙∑
𝑗=1

2𝑛𝑥∑
𝑖=1

𝑤𝑗
𝑘,𝑖𝑋

𝑗
𝑘+1∣𝑘,𝑖+𝑤0

𝑘,0𝑋
0
𝑘+1∣𝑘,0, (25)

𝑃𝑘+1∣𝑘,𝑥 =

𝑙∑
𝑗=1

2𝑛𝑥∑
𝑖=1

𝑤𝑗
𝑘,𝑖(𝑋

𝑗
𝑘+1∣𝑘,𝑖−𝑋̃𝑘+1∣𝑘)(𝑋

𝑗
𝑘+1∣𝑘,𝑖−𝑋𝑘+1∣𝑘)T+

𝑤0
𝑘,0(𝑋

0
𝑘+1∣𝑘,0 − 𝑋̃𝑘+1∣𝑘)(𝑋0

𝑘+1∣𝑘,0 − 𝑋̃𝑘+1∣𝑘)T +𝑅𝑘,

(26)

𝑚𝛼
𝛽(𝑥𝑘) =

𝑙∑
𝑗=1

2𝑛𝑥∑
𝑖=1

𝑤𝑗
𝑘,𝑖(𝑋

𝑗
𝑘+1∣𝑘,𝑖,𝛽 − 𝑋̃𝑘+1∣𝑘,𝛽)𝛼+

𝑤0
𝑘,0(𝑋

0
𝑘+1∣𝑘,0,𝛽 − 𝑋̃𝑘+1∣𝑘,𝛽)𝛼. (27)

Step 4 量测一步预测.

Step 4.1: 根据式 (25)∼ (27)得到的状态一步预测

均值、预测协方差矩阵和边缘高阶矩,求出非标准状

态下的量测样本点𝜒𝑗
𝑘+1,𝑖和相应的权重𝑤𝑗

𝑘+1,𝑖;

Step 4.2: 将 Step 4.1得到的量测样本点𝜒𝑗
𝑘+1,𝑖经

过量测方程转换得到量测样本点𝑍𝑗
𝑘+1,𝑖,有

𝑍𝑗
𝑘+1,𝑖 = ℎ(𝜒𝑗

𝑘+1,𝑖); (28)

Step 4.3: 对量测样本点𝑍𝑗
𝑘+1,𝑖加权处理得到量

测一步预测的均值𝑍𝑘+1和一步预测的协方差矩阵

𝑃𝑘+1,𝑧 , 将样本点𝜒𝑗
𝑘+1,𝑖与样本点𝑍𝑗

𝑘+1,𝑖加权处理得

到一步预测的互协方差矩阵𝑃𝑘+1,𝑥𝑧 ,分别为

𝑍𝑘+1 =

𝑙∑
𝑗=1

2𝑛𝑥∑
𝑖=1

𝑤𝑗
𝑘+1,𝑖𝑍

𝑗
𝑘+1,𝑖+𝑤0

𝑘+1,0𝑍
0
𝑘+1,0, (29)

𝑃𝑘+1,𝑧 =

𝑙∑
𝑗=1

2𝑛𝑥∑
𝑖=1

𝑤𝑗
𝑘+1,𝑖(𝑍

𝑗
𝑘+1,𝑖 − 𝑍𝑘+1)×

(𝑍𝑗
𝑘+1,𝑖 − 𝑍𝑘+1)

T + 𝑤0
𝑘+1,0(𝑍

0
𝑘+1,0−

𝑍𝑘+1)(𝑍
0
𝑘+1,0 − 𝑍𝑘+1)

T +𝑄𝑘, (30)

𝑃𝑘+1,𝑥𝑧 =

𝑙∑
𝑗=1

2𝑛𝑥∑
𝑖=1

𝑤𝑗
𝑘+1,𝑖(𝜒

𝑗
𝑘+1,𝑖 − 𝑋̃𝑘+1∣𝑘)×

(𝑍𝑗
𝑘+1,𝑖 − 𝑍𝑘+1)

T + 𝑤0
𝑘+1,0(𝜒

0
𝑘+1,0−

𝑋̃𝑘+1∣𝑘)(𝑍0
𝑘+1,0 − 𝑍𝑘+1)

T. (31)

Step 5 滤波更新. 已知状态一步预测值、量测

一步预测值和实际测量值,根据式 (32)∼ (35)得到卡

尔曼滤波的最优估计值 𝑥̃𝑘+1、协方差矩阵𝑃𝑘+1和边

缘高阶矩𝑚𝛼
𝛽(𝑥𝑘+1).

Step 5.1: 计算 𝑘 + 1时刻的卡尔曼滤波增益

𝐾𝑘+1 = 𝑃𝑘+1,𝑥𝑧𝑃
−1
𝑘+1,𝑧; (32)

Step 5.2: 计算 𝑘 + 1时刻的最优估计状态

𝑥̃𝑘+1 = 𝑋̃𝑘+1∣𝑘 +𝐾𝑘+1(𝑍𝑘+1 − 𝑍𝑘+1); (33)

Step 5.3: 计算 𝑘 + 1时刻的误差协方差矩阵和高

阶矩分别为

𝑃𝑘+1 = 𝑃𝑘+1∣𝑘,𝑥 −𝐾𝑘+1𝑃𝑘+1,𝑧𝐾
T
𝑘+1, (34)

𝑚𝛼
𝛽(𝑥𝑘+1) =

𝑙∑
𝑗=1

2𝑛𝑥∑
𝑖=1

𝑤𝑗
𝑘+1,𝑖((𝑋̃𝑘+1∣𝑘 +𝐾𝑘+1(𝑍𝑘+1 − 𝑍𝑗

𝑘+1,𝑖))𝛽)
𝛼+

𝑤0
𝑘+1,0((𝑋̃𝑘+1∣𝑘 +𝐾𝑘+1(𝑍𝑘+1 − 𝑍0

𝑘+1,0))𝛽)
𝛼, (35)

其中𝑍𝑘+1为测量值.

4 仿仿仿真真真实实实验验验

为验证GMUKF算法的估计精度和计算效率,采

用经济领域中常用的单变量非平稳静态增长UNGM

模型[26]和二维的纯方位追踪BOTM模型[27]对算法进

行验证, 并与传统的UKF算法和 PUKF算法进行对

比. 仿真过程中使用下式的均方误差 (MSE)指标和归

一化时间指标𝑇𝑛比较滤波器的估计性能:

𝑇𝑛 =
𝑡𝑥

𝑡UKF
,

MSE(𝑥𝑘) =
1

𝑘

𝑘∑
𝑖=1

(𝑥𝑖 − 𝑥̃𝑖)
2. (36)

其中: 𝑥𝑖为真实值, 𝑥̃𝑖为最优估计值, 𝑛为迭代的步

数, 本文 𝑡𝑥取值为 𝑡UKF、𝑡PUKF、𝑡GMUKF, 分别代表

UKF、PUKF和GMUKF的运行时间.

4.1 非非非平平平稳稳稳静静静态态态增增增长长长模模模型型型的的的实实实验验验结结结果果果

非平稳静态增长模型是强非线性的离散模型,模

型如下：

𝑥𝑘 = 0.5𝑥𝑘−1 + 25
𝑥𝑘−1

1 + 𝑥2
𝑘−1

+

8 cos(1.2(𝑘 − 1)) + 𝑢𝑘,

𝑧𝑘 =
𝑥2
𝑘

20
+ 𝑣𝑘. (37)

其中: 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 2 000; 初始均值𝑥0 = 0.2; 误差协

方差𝑃0 = 0.1; 边缘四阶距𝑚4
1 = 0.03; 边缘六阶距

𝑚6
1 = 0.015; 𝑢𝑘和 𝑣𝑘是相互独立的高斯噪声,且是均

值都为零、协方差为单位矩阵的高斯噪声.

在 PUKF每次迭代时,需要花费很多时间求解关

于样本点的多元高次方程组,而GMUKF无需解多元

高次方程组,只需花费较少的时间解关于样本点权重

的多元线性方程组, 极大地减少了计算时间.如表 1

所示, 在迭代𝑛 = 2000次时, GMUKF的归一化时间

指标比 PUKF降低了 200多倍. GMUKF算法分多层

选择带权样本点, 这些样本点捕获了随机变量的高

阶矩,从而提高了GMUKF算法的估计精度.如图 3和

图 4所示, GMUKF的估计曲线在真实值附近的变动

范围较狭窄,即GMUKF的估计值能更好地逼近真实

值. UKF与真实值的变动幅度较大,且均方误差远远

大于GMUKF,因此GMUKF的估计精度优于UKF.
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表 1 3种算法的运行时间比较

UKF PUKF GMUKF

𝑇𝑛 1 213.04 1.74
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图 3 状态估计
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图 4 状态的均方误差

4.2 纯纯纯方方方位位位跟跟跟踪踪踪模模模型型型的的的实实实验验验结结结果果果

纯方位目标跟踪的状态方程和观测方程如下：

𝑥𝑘 =

[
0.9 0

0 1

]
𝑥𝑘−1 + 𝑢𝑘−1,

𝑧𝑘 = tan−1
( 𝑥2,𝑘 − sin(𝑘)

𝑥1,𝑘 − cos(𝑘)

)
+ 𝑣𝑘. (38)

其中: 𝑥𝑘 = [𝑥1,𝑘 𝑥2,𝑘]
T, 随机系统噪声𝑢𝑘−1服

从均值为 0、协方差为𝑄𝑘−1的高斯分布, 𝑄𝑘−1 =[
0.1 0.05

0.05 0.1

]
; 随机变量的噪声向量 𝑣𝑘服从均值为

0、方差为𝑅𝑘的高斯分布, 𝑅𝑘 = 0.1, 初始状态𝑥0 =

[20 5]T,初始协方差矩阵𝑃0 =

[
0.1 0

0 0.1

]
.

可能出现的负权重和随着维数的增加而产生的

非局部效应都可能导致UKF滤波的不稳定以及精度

的下降. 如图 5和图 6所示, UKF对状态𝑥1的估计曲

线具有较大波动,并且每当出现大的波动时, UKF对

状态𝑥1的均方误差曲线都会随着时间的增加而上

升. PUKF采用对概率密度函数积分的方法确定样本

点的权重, 从而保证了样本点的权重全是正数, 这种

正的权重有助于 PUKF算法的稳定性.如图 5和图 6

所示, PUKF的波动相对较小, 并且均方误差也较小.

GMUKF选择的样本点是通过标准正态分布下的样

本点转化而来,而在确定标准正态分布下的样本时利

用了 PUKF算法,这也有助于GMUKF算法的稳定性,

如图 5所示, GMUKF在真实状态曲线附近相对稳定,

即跟踪效果较好.在GMUKF中采用了多层采样的方

法增加了采样点的数量,并且这些采样点捕获了随机

变量的高阶矩,从而提高了GMUKF算法的估计精度,

降低了均方误差,如图 6所示.
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图 5 状态𝑥1的估计曲线
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图 6 状态𝑥1的均方误差

5 结结结 论论论

传统的二阶UKF的估计精度低, 高阶的 PUKF

虽然估计精度高但是计算效率低.对此, 本文基于高

斯分布结合高阶矩匹配与无迹卡尔曼滤波线性扩

张方法 (LUKF), 提出了一种兼顾效率和精度的高斯

滤波离线算法. 该方法有如下特点: 1)应用 PUKF的

PUT算法生成标准正态分布的带权样本点; 2)离线

计算标准分布的带权样本点,使得GMUKF实时计算

复杂度等同于LUKF; 3)采用多层采样的方法, 可以

捕获随机变量的任意高阶矩, 使得滤波可达到任意

精度; 4)基于标准正态分布的样本点使用LUKF方法

生成非标准正态分布的样本点.实验结果表明: 在

精确度上, GMUKF明显的优于UKF;在计算效率上,

GMUKF远高于 PUKF. 但是该方法基于高斯分布这

一后验假设, 不适用于任意分布的情形, 下一步将研

究如何将该方法延拓到任意后验分布的滤波中.
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