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摘 要: 考虑具有区间时变时滞二维 (2-D)离散系统的时滞相关稳定性和控制问题. 选取含有时滞上下界

的Lyapunov函数,对其差分时考虑到所有项,结合 2-DJensen不等式,由线性矩阵不等式给出系统新的时滞相关稳定

性准则.准则中含有更少的待定变量,降低了数值计算负担,并且比一些已有结果具有更小的保守性. 基于稳定性准

则,由状态反馈实现了系统的稳定控制.最后,通过数值算例表明了所得结果的有效性和优越性.

关键词: 2-D离散系统；区间时变时滞；时滞相关；2-D Jensen不等式；状态反馈

中图分类号: TP273 文献标志码: A

Stability and control of 2-D interval time-varying delay systems based on
Jensen inequality

PENG Dana, HUA Chang-chunb

(a. College of Science，b. School of Electrical Engineering，Yanshan University，Qinhuangdao 066004，China.

Correspondent：PENG Dan，E-mail：dpeng1219@163.com)

Abstract: This paper concerns the problems of delay-dependent stability and control for 2-D discrete systems with interval

time-varying delays. By choosing a Lyapunov functional with the upper and lower bounds of delays and considering all

terms in its difference, then combining with the 2-D Jensen inequalities, a new delay-dependent stability criteria is given in

terms of linear matrix inequalities(LMIs). Less decision variables are involved in the criteria, so the burden of numerical

computation is reduced. And it is less conservative than some existing ones. Based on the stability criteria, state feedback is

considered to realize the stability control of the system. Finally, numerical examples are given to illustrate the effectiveness

and advantage of the results.
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0 引引引 言言言

二维 (2-D)系统是依赖于两个无关状态 (水平和
竖直)变化的动态过程. 2-D离散系统广泛存在于现
代工程领域, 如轧机系统、气体吸收和空气干燥过
程[1],此外,在数字滤波、图像增强、信号处理和其他
领域也有广泛应用[2]. 广泛的应用背景使得 2-D离散
系统的稳定性分析、控制综合和滤波设计问题成为

国内外众多学者的研究热点[3-8].许多 2-D系统中时
滞是不可避免的, 如有限的放大器转换速度或有限
的信号传播时间. 时滞的存在通常是造成系统不稳
定和破坏系统性能的根源, 因此, 对 2-D时滞系统的
研究具有重要的实际意义. 2-D时滞系统的早期研究
主要利用时滞无关方法[9-11]. 由于时滞相关方法考虑

了时延的长度, 比时滞无关方法具有更小的保守性,
特别是在时滞较小时,从而 2-D离散系统的时滞相关
稳定与控制问题受到越来越多的重视[12-15].进一步,
考虑到时变时滞情形广泛存在于工程领域[16], 通过
Lyapunov方法分析其稳定性已成为研究热点.文献
[17]提出了系统的时滞相关稳定性准则和改进的锥
补线性化算法以实现其状态反馈控制.文献 [18]考虑
了Roesser模型描述的 2-D正实系统的稳定问题. 特
别是针对区间时变时滞 (时滞项下界大于 0)情形, 文
献 [19]研究了 2-D马尔可夫跳跃系统的时滞相关滤
波问题.文献 [20]充分考虑了非线性 2-D区间时变时
滞系统的稳定性问题.文献 [21]针对离散 2-D FM LSS
模型,分析其时滞相关稳定性和静态输出反馈控制问
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题. 文献[22]通过状态反馈实现了系统的稳定控制.
以上关于 2-D时变系统的研究成果大多是利用

时滞相关方法, 引入松弛变量或自由加权矩阵, 分析
系统的稳定性和控制器设计问题. 对于时变时滞系
统, 这一方法在对Lyapunov函数差分时没有忽略任
意有用项,使时变项和其上界及差分项都被考虑,从
而得到保守性更小的时滞相关稳定性准则[17]. 然而,
稳定性准则含有大量的松弛矩阵或自由加权矩阵,会
导致沉重的运算负担和更复杂的综合过程,特别是对
2-D系统,为了减轻运算负担,结合 1-D离散 Jensen不
等式方法[23-25], 文献 [19]首次将 Jensen不等式引入
Lyapunov函数差分,但差分时对系数互为倒数的两个
正定矩阵利用不等式估计其下界,两次不等式的应用
会使得结果保守性增强.

鉴于此,本文对具有区间时变时滞 2-D离散系统
的稳定和控制问题进行研究. 选取具有时变时滞上
下界的Lyapunov函数, 差分时考虑所有项并只引入
2-D Jensen不等式,舍弃权值调整方法,得到系统的时
滞相关稳定条件.所得条件含有更少的待定矩阵, 从
而在保证系统稳定性的同时减轻了运算负担. 应用上
述条件,通过状态反馈实现系统稳定控制,保证系统
稳定的条件和反馈增益矩阵的求解方法均由LMI给
出.最后,通过数值算例验证了所得结果的有效性.

1 问问问题题题描描描述述述

考虑具有区间状态滞后的 2-D离散系统

𝑥(𝑖+ 1, 𝑗 + 1) =

𝐴1𝑥(𝑖+ 1, 𝑗) +𝐴2𝑥(𝑖, 𝑗 + 1)+

𝐴1𝑑𝑥(𝑖+ 1, 𝑗 − 𝑑1(𝑗)) +𝐴2𝑑𝑥(𝑖− 𝑑2(𝑖), 𝑗 + 1). (1)

其中: 𝑥(𝑖, 𝑗) ∈ 𝑅𝑛为状态向量; 𝐴𝑘、𝐴𝑘𝑑 (𝑘 = 1, 2)为

具有相应维数的常数矩阵; 𝑑1(𝑗)、𝑑2(𝑖)分别为水平和
竖直方向的时变滞后项,满足

0<𝑑1𝑚⩽𝑑1(𝑗)⩽𝑑1𝑀 , 0<𝑑2𝑚⩽𝑑2(𝑖)⩽𝑑2𝑀 . (2)

假设系统 (1)的边界条件为

{𝑥(𝑖, 𝑗) = 𝜑𝑖,𝑗}, ∀𝑖 ⩾ 0, 𝑗 = −𝑑1𝑀 ,−𝑑1𝑀 + 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 0;
{𝑥(𝑖, 𝑗) = 𝜓𝑖,𝑗}, ∀𝑗 ⩾ 0, 𝑖 = −𝑑2𝑀 ,−𝑑2𝑀 + 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 0,
𝜑0,0 = 𝜓0,0, (3)

其中函数𝜑𝑖,𝑗和𝜓𝑖,𝑗满足
∞∑
𝑖=0

0∑
𝑗=−𝑑1

𝜑T
𝑖,𝑗𝜑𝑖,𝑗 <∞,

∞∑
𝑗=0

0∑
𝑖=−𝑑2

𝜓T
𝑖,𝑗𝜓𝑖,𝑗 <∞.

注 1 不失一般性, 假设 𝑑𝑘𝑚 < 𝑑𝑘𝑀 (𝑘 = 1, 2).
事实上, 当 𝑑𝑘𝑚 = 𝑑𝑘𝑀 (𝑘 = 1, 2)时, 由式 (2)可得
𝑑1(𝑗)和 𝑑2(𝑖)是常量,系统 (1)变为具有常时滞的离散
系统,利用状态变换方法可转化为自由延迟系统.

引理 1 对于任意定常矩阵𝑊 ∈ 𝑅𝑚×𝑚, 其中
𝑊 = 𝑊T > 0, 整数 𝑙1 < 𝑙2, 向量函数𝜔 : {𝑙1, 𝑙1 + 1,

⋅ ⋅ ⋅ , 𝑙2} → 𝑅𝑚,有

(𝑙2 − 𝑙1 + 1)

𝑙2∑
𝑖=𝑙1

𝜔T(𝑖, 𝑗)𝑊𝜔(𝑖, 𝑗) ⩾

( 𝑙2∑
𝑖=𝑙1

𝜔(𝑖, 𝑗)
)T

𝑊
( 𝑙2∑

𝑖=𝑙1

𝜔(𝑖, 𝑗)
)
, (4)

(𝑙2 − 𝑙1 + 1)

𝑙2∑
𝑗=𝑙1

𝜔T(𝑖, 𝑗)𝑊𝜔(𝑖, 𝑗) ⩾

( 𝑙2∑
𝑗=𝑙1

𝜔(𝑖, 𝑗)
)T

𝑊
( 𝑙2∑

𝑗=𝑙1

𝜔(𝑖, 𝑗)
)
. (5)

不等式 (4)和 (5)可称为 2-D Jensen不等式.

证证证明明明 由文献 [23]中引理 3的证明可见,固定 𝑗,
对于任意的 𝑙1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑙2, 或固定 𝑖, 对于任意的 𝑙1 ⩽
𝑗 ⩽ 𝑙2,利用Schur补性质可以得到[

𝜔T(𝑖, 𝑗)𝑊𝜔(𝑖, 𝑗) 𝜔T(𝑖, 𝑗)

𝜔(𝑖, 𝑗) 𝑊−1

]
⩾ 0.

固定 𝑗,对于任意的 𝑙1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑙2,将上式求和得⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝑙2∑

𝑖=𝑙1

𝜔T(𝑖, 𝑗)𝑊𝜔(𝑖, 𝑗)

𝑙2∑
𝑖=𝑙1

𝜔T(𝑖, 𝑗)

𝑙2∑
𝑖=𝑙1

𝜔(𝑖, 𝑗) (𝑙2 − 𝑙1 + 1)𝑊−1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ ⩾ 0,

进而固定 𝑖,对于任意的 𝑙1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑙2,求和得⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑙2∑

𝑗=𝑙1

𝜔T(𝑖, 𝑗)𝑊𝜔(𝑖, 𝑗)

𝑙2∑
𝑗=𝑙1

𝜔T(𝑖, 𝑗)

𝑙2∑
𝑗=𝑙1

𝜔(𝑖, 𝑗) (𝑙2 − 𝑙1 + 1)𝑊−1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ⩾ 0.

再次应用Schur补性质得到不等式 (4)和 (5)成立. □

可将引理 1可看作是 1-D离散 Jensen不等式[23]

的推广,这对于本文主要结果的获得是非常必要的.

2 时时时滞滞滞相相相关关关稳稳稳定定定性性性准准准则则则

本节研究系统 (1)的时滞相关稳定问题, 由LMI
给出含有更少待定矩阵的稳定性准则.

定理 1 给定 𝑑𝑘𝑚和 𝑑𝑘𝑀 (0<𝑑𝑘𝑚<𝑑𝑘𝑀 , 𝑘=1,

2), 对于具有边界条件 (3), 且时滞项 𝑑1(𝑗)和 𝑑2(𝑖)满

足式 (2)的 2-D系统 (1), 如果存在𝑃 > 0, 𝑄 > 0, 𝑅𝑘

> 0, 𝑄𝑘 > 0, 𝑆𝑘 > 0, 𝑍𝑘 > 0 (𝑘 = 1, 2), 𝑋和𝑌 使得⎡⎢⎢⎢⎢⎣
−𝑍1 0 𝑋 0

∗ Ψ1 0 ΦT

∗ ∗ −𝑍1 0

∗ ∗ ∗ Ψ2

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ < 0, (6)

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
−𝑍2 0 𝑌 0

∗ Ψ1 0 ΦT

∗ ∗ −𝑍2 0

∗ ∗ ∗ Ψ2

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ < 0 (7)
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成立. 其中

Ψ1 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
−𝑄+𝑅+ 𝑄̂− 𝑆 0 𝑆 0

∗ −𝑄̃ 0 0

∗ ∗ −𝑆 0

∗ ∗ ∗ −𝑅

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ ,
𝑄 = diag{𝑃, 𝑃 −𝑄}, 𝑅 = diag{𝑅1, 𝑅2},
𝑆 = diag{𝑆1, 𝑆2}, 𝑄̃ = diag{𝑄1, 𝑄2},
𝑄̂ = diag{(𝑑12 + 1)𝑄1, (𝑑21 + 1)𝑄2}, 𝑙 = 1, 2,

ΦT = [ΦT
1 , 𝑑

2
1𝑚ΦT

21, 𝑑
2
12Φ

T
21, 𝑑

2
2𝑚ΦT

22, 𝑑
2
21Φ

T
22],

𝑑12 = 𝑑1𝑀 − 𝑑1𝑚, 𝑑21 = 𝑑2𝑀 − 𝑑2𝑚,
Φ1 = [𝐴1 𝐴2 𝐴1𝑑 𝐴2𝑑 0 0 0 0],

Ψ2 = −diag{𝑃, 𝑑21𝑚𝑆1, 𝑑
2
12𝑍1, 𝑑

2
2𝑚𝑆2, 𝑑

2
21𝑍2},

Φ21 = [𝐴1 − 𝐼 𝐴2 𝐴1𝑑 𝐴2𝑑 0 0 0 0],

Φ22 = [𝐴1 𝐴2 − 𝐼 𝐴1𝑑 𝐴2𝑑 0 0 0 0].

则系统 (1)是渐近稳定的.

证证证明明明 记

𝑥𝜉,𝜂 = 𝑥(𝑖+ 𝜉, 𝑗 + 𝜂),

𝑦1,𝑙 = 𝑥1,𝑙+1 − 𝑥1,𝑙, 𝑦𝑙,1 = 𝑥𝑙+1,1 − 𝑥𝑙,1. (8)

选取Lyapunov函数

𝑉11 = 𝑉
(1)
11 + 𝑉

(2)
11 + 𝑉

(3)
11 + 𝑉

(4)
11 + 𝑉

(5)
11 . (9)

其中

𝑉
(1)
11 = 𝑥T1,1𝑃𝑥1,1,

𝑉
(2)
11 =

−1∑
𝑙=−𝑑1𝑀

𝑥T1,𝑙+1𝑅1𝑥1,𝑙+1+

−1∑
𝑙=−𝑑2𝑀

𝑥T𝑙+1,1𝑅2𝑥𝑙+1,1,

𝑉
(3)
11 =

−𝑑1𝑚∑
𝜃=−𝑑1𝑀

−1∑
𝑙=𝜃

𝑥T1,𝑙+1𝑄1𝑥1,𝑙+1+

−𝑑2𝑚∑
𝜃=−𝑑2𝑀

−1∑
𝑙=𝜃

𝑥T𝑙+1,1𝑄2𝑥𝑙+1,1,

𝑉
(4)
11 = 𝑑1𝑚

−1∑
𝜃=−𝑑1𝑚

−1∑
𝑙=𝜃

𝑦T1,𝑙+1𝑆1𝑦1,𝑙+1+

𝑑2𝑚

−1∑
𝜃=−𝑑2𝑚

−1∑
𝑙=𝜃

𝑦T𝑙+1,1𝑆2𝑦𝑙+1,1,

𝑉
(5)
11 = 𝑑12

−𝑑1𝑚−1∑
𝜃=−𝑑1𝑀

−1∑
𝑙=𝜃

𝑦T1,𝑙+1𝑍1𝑦1,𝑙+1+

𝑑21

−𝑑2𝑚−1∑
𝜃=−𝑑2𝑀

−1∑
𝑙=𝜃

𝑦T𝑙+1,1𝑍2𝑦𝑙+1,1,

𝑃 > 0, 𝑄 > 0, 𝑅𝑘𝑙 > 0, 𝑄𝑘 > 0, 𝑆𝑘 > 0和𝑍𝑘 >

0 (𝑘, 𝑙 = 1, 2)是具有相应维数的常数矩阵.

定义Lyapunov函数 (9)的差分为

Δ𝑉 = 𝑉11 − 𝑉𝑑1 − 𝑉𝑑2.
其中

𝑉𝑑1 = 𝑉
(1)
𝑑1 + 𝑉

(2)
𝑑1 + 𝑉

(3)
𝑑1 + 𝑉

(4)
𝑑1 + 𝑉

(5)
𝑑1 ,

𝑉
(1)
𝑑1 = 𝑥T1,0𝑄𝑥1,0, 𝑉

(2)
𝑑1 =

−1∑
𝑙=−𝑑1𝑀

𝑥T1,𝑙𝑅1𝑥1,𝑙,

𝑉
(3)
𝑑1 =

−𝑑1𝑚∑
𝜃=−𝑑1𝑀

−1∑
𝑙=𝜃

𝑥T1,𝑙𝑄1𝑥1,𝑙,

𝑉
(4)
𝑑1 = 𝑑1𝑚

−1∑
𝜃=−𝑑1𝑚

−1∑
𝑙=𝜃

𝑦T1,𝑙𝑆1𝑦1,𝑙,

𝑉
(5)
𝑑1 = 𝑑12

−𝑑1𝑚−1∑
𝜃=−𝑑1𝑀

−1∑
𝑙=𝜃

𝑦T1,𝑙𝑍1𝑦1,𝑙,

𝑉𝑑2 = 𝑉
(1)
𝑑2 + 𝑉

(2)
𝑑2 + 𝑉

(3)
𝑑2 + 𝑉

(4)
𝑑2 + 𝑉

(5)
𝑑2 ,

𝑉
(1)
𝑑2 = 𝑥T0,1(𝑃 −𝑄)𝑥0,1, 𝑉

(2)
𝑑2 =

−1∑
𝑙=−𝑑2𝑀

𝑥T𝑙,1𝑅2𝑥𝑙,1,

𝑉
(3)
𝑑2 =

−𝑑2𝑚∑
𝜃=−𝑑2𝑀

−1∑
𝑙=𝜃

𝑥T𝑙,1𝑄2𝑥𝑙,1,

𝑉
(4)
𝑑2 = 𝑑2𝑚

−1∑
𝜃=−𝑑2𝑚

−1∑
𝑙=𝜃

𝑦T𝑙,1𝑆2𝑦𝑙,1,

𝑉
(5)
𝑑2 = 𝑑21

−𝑑2𝑚−1∑
𝜃=−𝑑2𝑀

−1∑
𝑙=𝜃

𝑦T𝑙,1𝑍2𝑦𝑙,1.

进而得到

Δ𝑉 =Δ𝑉 (1)+Δ𝑉 (2)+Δ𝑉 (3)+Δ𝑉 (4)+Δ𝑉 (5). (10)

其中

Δ𝑉 (1) = 𝑉
(1)
11 − 𝑉 (1)

𝑑1 − 𝑉 (1)
𝑑2 = 𝜉T1 Φ

T
1 𝑃Φ1𝜉1 − 𝑥T𝑄̃𝑥,

𝑥 = [𝑥T1,0 𝑥T0,1]
T, 𝑥𝑑 = [𝑥T1,−𝑑1(𝑗)

𝑥T−𝑑2(𝑖),1
],

𝑥𝑑𝑀
= [𝑥T1,−𝑑1𝑀

𝑥T−𝑑2𝑀 ,1]
T,

Δ𝑉 (2) = 𝑉
(2)
11 − 𝑉 (2)

𝑑1 − 𝑉 (2)
𝑑2 = 𝑥T𝑅𝑥− 𝑥T𝑑𝑀

𝑅𝑥𝑑𝑀
,

Δ𝑉 (3) = 𝑉
(3)
11 − 𝑉 (3)

𝑑1 − 𝑉 (3)
𝑑2 =

𝑥T𝑄̂𝑥−
−𝑑1𝑚∑

𝑙=−𝑑1𝑀

𝑥T1,𝑙𝑄1𝑥1,𝑙 −
−𝑑2𝑚∑

𝑙=−𝑑2𝑀

𝑥T𝑙,1𝑄2𝑥𝑙,1 ⩽

𝑥T𝑄̂𝑥− 𝑥T𝑑 𝑄̃𝑥𝑑,
Δ𝑉 (4) = 𝑉

(4)
11 − 𝑉 (4)

𝑑1 − 𝑉 (4)
𝑑2 =

𝑑21𝑚𝑦
T
1,0𝑆1𝑦1,0 + 𝑑22𝑚𝑦

T
0,1𝑆2𝑦0,1−

𝑑1𝑚

−1∑
𝑙=−𝑑1𝑚

𝑦T1,𝑙𝑆1𝑦1,𝑙 − 𝑑2𝑚
−1∑

𝑙=−𝑑2𝑚

𝑦T𝑙,1𝑆2𝑦𝑙,1,

Δ𝑉 (5) = 𝑉
(5)
11 − 𝑉 (5)

𝑑1 − 𝑉 (5)
𝑑2 =

𝑑212𝑦
T
1,0𝑍1𝑦1,0 + 𝑑221𝑦

T
0,1𝑍2𝑦0,1−

𝑑12

−𝑑1𝑚−1∑
𝑙=−𝑑1𝑀

𝑦T1,𝑙𝑍1𝑦1,𝑙 − 𝑑21
−𝑑2𝑚−1∑
𝑙=−𝑑2𝑀

𝑦T𝑙,1𝑍2𝑦𝑙,1.

利用 2-D Jensen不等式 (4)和 (5),可以得到

− 𝑑1𝑚
−1∑

𝑙=−𝑑1𝑚

𝑦T1,𝑙𝑆1𝑦1,𝑙 ⩽
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−
( −1∑

𝑙=−𝑑1𝑚

𝑦1,𝑙

)T

𝑆1

( −1∑
𝑙=−𝑑1𝑚

𝑦1,𝑙

)
=

− (𝑥1,0 − 𝑥1,−𝑑1𝑚)T𝑆1(𝑥1,0 − 𝑥1,−𝑑1𝑚), (11)

− 𝑑2𝑚
−1∑

𝑙=−𝑑2𝑚

𝑦T𝑙,1𝑆2𝑦𝑙,1 ⩽

−
( −1∑

𝑙=−𝑑2𝑚

𝑦𝑙,1

)T

𝑆2

( −1∑
𝑙=−𝑑2𝑚

𝑦𝑙,1

)
=

− (𝑥0,1 − 𝑥−𝑑2𝑚,1)
T𝑆2(𝑥0,1 − 𝑥−𝑑2𝑚,1). (12)

结合式 (10)有

Δ𝑉 ⩽

1

𝑑12

−𝑑1(𝑗)−1∑
𝑙=−𝑑1𝑀

[
𝜉1

−𝑑12𝑦1,𝑙

]T [
Ψ 0

0 −𝑍1

][
𝜉1

−𝑑12𝑦1,𝑙

]
+

1

𝑑12

−𝑑1𝑚−1∑
𝑙=−𝑑1(𝑗)

[
𝜉1

−𝑑12𝑦1,𝑙

]T [
Ψ 0

0 −𝑍1

][
𝜉1

−𝑑12𝑦1,𝑙

]
+

1

𝑑21

−𝑑2(𝑖)−1∑
𝑙=−𝑑2𝑀

[
𝜉1

−𝑑21𝑦𝑙,1

]T [
Ψ 0

0 −𝑍2

][
𝜉1

−𝑑21𝑦𝑙,1

]
+

1

𝑑21

−𝑑2𝑚−1∑
𝑙=−𝑑2(𝑖)

[
𝜉1

−𝑑21𝑦𝑙,1

]T [
Ψ 0

0 −𝑍2

][
𝜉1

−𝑑21𝑦𝑙,1

]
.

(13)

其中

𝜉1 = [𝑥T1,0, 𝑥
T
0,1, 𝑥

T
1,−𝑑1(𝑗)

, 𝑥T−𝑑2(𝑖),1
, 𝑥T1,−𝑑1𝑚

,

𝑥T−𝑑2𝑚,1, 𝑥
T
1,−𝑑1𝑀

, 𝑥T−𝑑2𝑀 ,1]
T,

Ψ = Ψ1 + ΦT
1 𝑃Φ1 + ΦT

21(𝑑
2
1𝑚𝑆1 + 𝑑212𝑍1)Φ21+

ΦT
22(𝑑

2
2𝑚𝑆2 + 𝑑221𝑍2)Φ22.

文献 [26]的引理 4.1表明, 存在具有相应维数的

矩阵𝑋和𝑌 分别满足⎡⎢⎣ −𝑍1 0 𝑋

∗ Ψ 0

∗ ∗ −𝑍1

⎤⎥⎦<0,

⎡⎢⎣ −𝑍2 0 𝑌

∗ Ψ 0

∗ ∗ −𝑍2

⎤⎥⎦<0, (14)

当且仅当[
Ψ 0

0 −𝑍1

]
< 0,

[
Ψ 0

0 −𝑍2

]
< 0.

结合式 (13), 对于所有非零 𝜉1, 有Δ𝑉 < 0, 当且仅

当式 (14)成立. 利用 Schur补性质, LMI (6)和 (7)等价

于式 (14), 即如果LMI (6)和 (7)成立, 则Δ𝑉 < 0, 系

统 (1)是渐近稳定的. □

注 2 定理 1的证明中, 在计算Δ𝑉 时, 𝑑1𝑀和

𝑑2𝑀都分成了 𝑑1𝑀 = 𝑑1(𝑗) + (𝑑1𝑀 − 𝑑1(𝑗))和 𝑑2𝑀 =

𝑑2(𝑖) + (𝑑2𝑀 − 𝑑2(𝑖))两部分,使得和式计算结果没有

任何增加,从而得到具有更小保守性的稳定性准则.

注 3 在Lyapunov函数 (9)中选取𝑉
(4)
11 和𝑉

(5)
11 ,

对其差分时结合 2-D Jensen不等式 (4)和 (5)得到式

(11)和 (12),进而给出系统 (1)基于LMI (6)和 (7)的新

的时滞相关稳定性准则. 2-D Jensen不等式的应用避

免了已有自由加权矩阵法对过多待定矩阵的引入,使

LMI (6)和 (7)比 2-D时变时滞系统已有的稳定性成果

含有更少的待定矩阵,从而降低了沉重的运算负担.

3 状状状态态态反反反馈馈馈控控控制制制器器器设设设计计计

本节研究具有控制输入的 2-D系统 (1)的控制问

题. 基于前文的稳定性分析, 利用时滞相关方法, 设

计状态反馈控制器保证系统稳定.考虑具有控制输入

的 2-D系统 (1),有

𝑥(𝑖+ 1, 𝑗 + 1) =

𝐴1𝑥(𝑖+ 1, 𝑗) +𝐴2𝑥(𝑖, 𝑗 + 1)+

𝐴1𝑑𝑥(𝑖+ 1, 𝑗 − 𝑑1(𝑗)) +𝐴2𝑑𝑥(𝑖− 𝑑2(𝑖), 𝑗 + 1)+

𝐵1𝑢(𝑖+ 1, 𝑗) +𝐵2𝑢(𝑖, 𝑗 + 1). (15)

其中: 𝑢(𝑖, 𝑗) ∈ 𝑅𝑝为控制输入; 𝐵𝑘(𝑘 = 1, 2)为具有相

应维数的常矩阵;时变滞后 𝑑1(𝑗), 𝑑2(𝑖)和边界条件与

式 (2)和 (3)形式相同.

设计 2-D状态反馈控制器

𝑢(𝑖, 𝑗) = 𝐾𝑥(𝑖, 𝑗). (16)

将式 (16)代入 2-D系统 (15)可得闭环系统

𝑥(𝑖+ 1, 𝑗 + 1) =

(𝐴1 +𝐵1𝐾)𝑥(𝑖+ 1, 𝑗) + (𝐴2 +𝐵2𝐾)𝑥(𝑖, 𝑗 + 1)+

𝐴1𝑑𝑥(𝑖+ 1, 𝑗 − 𝑑1(𝑗)) +𝐴2𝑑𝑥(𝑖− 𝑑2(𝑖), 𝑗 + 1). (17)

定理 2 给定 𝑡𝑘、𝑡𝑘+2、𝑑𝑘𝑚和 𝑑𝑘𝑀 (0 < 𝑑𝑘𝑚 <

𝑑𝑘𝑀 , 𝑘 = 1, 2),对于具有边界条件 (3)和时滞项满足

式 (2)的 2-D系统 (15),如果存在𝑃 > 0, 𝑄̃ > 0, 𝑅̃𝑘 >

0, 𝑄̃𝑘 > 0, 𝑆𝑘 > 0, 𝑍𝑘 > 0, 𝑘 = 1, 2, 𝑋̃、̃𝑌 和𝑉 ,使得⎡⎢⎢⎢⎢⎣
−𝑍1 0 𝑋̃ 0

∗ Ψ̃1 0 Φ̃T

∗ ∗ −𝑍1 0

∗ ∗ ∗ Ψ̃2

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ < 0, (18)

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
−𝑍2 0 𝑌 0

∗ Ψ̃1 0 Φ̃T

∗ ∗ −𝑍2 0

∗ ∗ ∗ Ψ̃2

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ < 0 (19)

成立. 其中

Ψ̃1 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
−𝑄1 + 𝑅̃+ 𝑄̂1 − 𝑆 0 𝑆 0

∗ −𝑄̃12 0 0

∗ ∗ −𝑆 0

∗ ∗ ∗ −𝑅̃

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ ,
𝑄1 = diag{𝑃 , 𝑃 − 𝑄̃}, 𝑅̃ = diag{𝑅̃1, 𝑅̃2},
𝑄̂1 = diag{(𝑑12 + 1)𝑄̃1, (𝑑21 + 1)𝑄̃2},
𝑆 = diag{𝑆1, 𝑆2}, 𝑄̃12 = diag{𝑄̃1, 𝑄̃2},
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Φ̃T = [Φ̃T
1 𝑡1𝑑

2
1𝑚Φ̃T

21 𝑡3𝑑
2
12Φ̃

T
21 𝑡2𝑑

2
2𝑚Φ̃T

22 𝑡4𝑑
2
21Φ̃

T
22],

Φ̃1=[𝐴1𝑃+𝐵1𝑉 𝐴2𝑃+𝐵2𝑉 𝐴1𝑑𝑃 𝐴2𝑑𝑃 0 0 0 0],

Φ̃21 = [(𝐴1 − 𝐼)𝑃 +𝐵1𝑉 𝐴2𝑃 +𝐵2𝑉 →
← 𝐴1𝑑𝑃 𝐴2𝑑𝑃 0 0 0 0],

Φ̃22 = [𝐴1𝑃 +𝐵1𝑉 (𝐴2 − 𝐼)𝑃 +𝐵2𝑉 →
← 𝐴1𝑑𝑃 𝐴2𝑑𝑃 0 0 0 0],

Ψ̃2 = −diag{𝑃, 𝑡1𝑑21𝑚𝑃, 𝑡3𝑑212𝑃, 𝑡2𝑑22𝑚𝑃, 𝑡4𝑑221𝑃},
𝑉 = 𝐾𝑃. (20)

则控制器 (16)保证系统 (15)稳定.

证证证明明明 将定理 1应用于闭环系统 (17), 用𝐴𝑘 +

𝐵𝑘𝐾替换LMI (6)和 (7)中的𝐴𝑘 (𝑘 = 1, 2), 得到保证

闭环系统 (17)稳定的新LMI.令

𝑆𝑘 = 𝑡𝑘𝑃, 𝑍𝑘 = 𝑡𝑘+2𝑃, 𝑃 = 𝑃−1, 𝑄̃ = 𝑃𝑄𝑃,

𝑅̃𝑘 = 𝑃𝑅𝑘𝑃, 𝑄̃𝑘 = 𝑃𝑄𝑘𝑃, 𝑆𝑘 = 𝑃𝑆𝑘𝑃,

𝑍𝑘 = 𝑃𝑍𝑘𝑃 , 𝑋̃ = 𝑃𝑋𝑃, 𝑌 = 𝑃𝑌 𝑃 , 𝑘 = 1, 2.

利用 diag{𝑃, 𝑃 , 𝑃 , 𝑃 , 𝑃 , 𝑃 , 𝑃 , 𝑃 , 𝑃 , 𝑃 , 𝑃 , 𝑃 , 𝑃 , 𝑃 , 𝑃}
对得到的新LMI作同等变换,使得LMI (18)和 (19)成

立,即保证式 (17)稳定. 由于𝑃 > 0,由式 (20)可解得

控制器 (16)为

𝑢(𝑖, 𝑗) = 𝑉 𝑃−1𝑥(𝑖, 𝑗), (21)

得到保证系统 (15)稳定的控制器设计方法. □

定理 2通过控制器 (16)实现了系统 (15)的状态

反馈控制,即保证闭环系统 (17)渐近稳定.

4 数数数值值值算算算例例例

下面通过数值算例表明所得结果的有效性和优

越性.

例 1 考虑文献 [13]的例子, 由 2-D FM LSS模

型 (1)描述具有时滞的热处理过程. 考虑系统 (1)的稳

定性,系统参数与文献[13]相同,有

𝐴1 =

[
0 1

0 0

]
, 𝐴2 =

[
0 0

0.25 0.65

]
,

𝐴1𝑑 =

[
0 0

0 0

]
, 𝐴2𝑑 =

[
0 0

0 −0.12

]
. (22)

当时滞为定常, 即 𝑑1(𝑗) = ℎ2时, 文献 [13]表明,

对于任意常时滞ℎ2,满足 0 < ℎ2 ⩽ 5,系统渐近稳定;

当时滞 𝑑1(𝑗)为时变且 0 ⩽ 𝑑1(𝑗) ⩽ 13时,文献 [17]证

明了系统的稳定性, 即 𝑑1(𝑗)的上界比文献 [13]给出

的大很多. 进而应用定理 1, 对于 1 ⩽ 𝑑1(𝑗) ⩽ 21, 系

统仍渐近稳定, 即得到的稳定性准则更适用于时滞

项下界大于 0 (时滞不可避免)的系统, 且上界比文

献 [17]还大.

图 1为时滞项满足 1 ⩽ 𝑑1(𝑗) ⩽ 21的系统 (22)状

态变量的轨迹. 很明显,随着水平和竖直变量 𝑖和 𝑗的

逐渐增大,系统的状态𝑥(𝑖, 𝑗)逐渐趋于原点 0,即系统

渐近稳定.
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图 1 时滞上界 𝑑1𝑀为 21的系统 (22)的状态轨迹

例 2 考虑 2-D系统 (15),系数矩阵为

𝐴1 =

[
0.1 0.6

0 0.2

]
, 𝐴2 =

[
0 0

0.2 0.65

]
, 𝐴1𝑑 = 0,

𝐴2𝑑=

[
0 0

0 −0.12

]
, 𝐵1=

[
0.2 0

0.1 0

]
, 𝐵2=

[
0.4 0

0.8 0

]
.

(23)

时变时滞项满足 2 ⩽ 𝑑1(𝑗) ⩽ 22, 3 ⩽ 𝑑2(𝑖) ⩽ 18.

应用定理 2, 给定 𝑡 = 0.02, 𝑡1 = 0.02, 𝑡2 = 0.3,

𝑡3 = 0.04, 𝑡4 = 0.1, 可求解状态反馈控制问题, 即

LMI (18)和 (19)的解为

𝑃 = 10−10 ×
[
0.115 2 0.020 3

0.020 3 0.069 5

]
,

𝑉 = 10−10 ×
[
0.087 8 −0.106 9

0 0

]
. (24)

进而由式 (21)解得状态反馈增益为

𝐾 = 𝑉 𝑃−1 =

[
1.087 9 −1.854 5

0 0

]
. (25)

类似图 1, 图 2表明增益 (25)能够保证系统 (23)

渐近稳定.
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图 2 具有状态反馈增益 (25)的系统 (23)的状态轨迹

5 结结结 论论论

本文研究了具有区间时变状态滞后 2-D线性离

散系统的稳定和控制问题.通过选取含有时变时滞项

上、下界的新的Lyapunov函数,考虑到Lyapunov函

数差分和式的所有项, 引入 Jensen不等式, 得到基于

LMI的稳定性准则.该准则相比已有成果含有更少的

待定矩阵,且具有更小的保守性. 利用稳定性准则,通

过状态反馈实现了系统的稳定控制.最后通过数值算

例表明了所得结果的有效性和优越性.
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