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摘 要: 针对GM(1,1)模型参数辨识过程中的病态性和稳健性问题,一方面通过不改变预测精度的数乘变换将模型

参数辨识过程中的病态性矩阵转化为良态矩阵,另一方面利用适当的正交矩阵对原始数据序列实施正交变换,将模

型的参数辨识过程转化为具有递归形式线性方程组的求解过程,从而避免参数辨识过程中出现的病态性问题,提高

模型的适用性. 最后通过算例和Monte-Carlo数值模拟进一步验证了所提出方法的有效性.
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Abstract: In order to improve the bad robustness and morbidity of parameter identification of GM(1,1) model, on one hand,

the ill-conditioned matrix of parameter identification is transformed into the good-conditioned matrix by using the multiply

transformation, which does not change the prediction precision of the model; on the other hand, the process of parameter

identification is transformed into solving the linear equations with the recursive form by using the appropriating orthogonal

matrix. By using the proposed methods, the morbidity problem of least squares is avoided, and the applicability of the model

is improved. The numerical example and Monte-Carlo simulation show the effectiveness of the proposed methods.
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0 引引引 言言言

灰色系统理论是一种研究“少数据”、“贫信

息”、“不确定性”问题的新方法,主要通过对部分已

知信息的生成、开发、提取有价值的信息, 实现对系

统运行和演化规律的准确描述和有效监控. 近年来,

灰色系统研究领域的学者对灰色系统理论的核心内

容GM(1,1)模型进行了系统的研究,研究成果广泛应

用于能源、经济、工业等领域[1-15]. 虽然GM(1,1)模型

在理论和应用方面受到广泛的重视,但其参数辨识多

是基于最小二乘准则,在实际应用中, 由于原始数据

大多为观测数据, 不可避免地存在系统误差, 当原始

数据较大或为病态数据时,容易导致矩阵的条件数过

大,从而可能产生病态性现象,降低了模型的适用性.

鉴于此,学者们对GM(1,1)模型的病态性问题展开研

究,分析其成因,并在克服模型的病态性、提高模型的

可靠性方面取得了丰硕的成果.

文献 [16-18]分析了GM(1,1)模型产生病态性的

成因,指出累加数和矩阵元素数量级差别过大是导致

病态性的重要原因,从而影响了模型的稳定性. 在此

基础上,不同学者针对GM(1,1)模型的病态性问题提

出了一些解决方案,主要包括数乘变换法、仿射变换

法和累积法等. 文献 [18]指出,直接使用原始数据建

模, 容易导致模型产生严重的病态性, 通过对原始数

据进行数乘变换降低其数量级,能够较好地解决该问

题. 文献 [19]利用仿射变换预先处理数据, 有效改善

了GM(1,1)模型的病态性. 文献 [20]以矩阵谱条件数

为工具进行分类讨论,通过数乘变换解决GM(1,1)模

型的病态性,且不会改变原有模型的相对残差、平均
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残差和预测精度.文献 [21-24]基于矩阵扰动理论,利

用累积法解决GM(1,1)模型的病态性问题,并通过实

际算例验证了方法的可靠性和实用性. 上述方法虽然

能够有效缓解模型的病态性,但数乘变换法并没有给

出降低系数矩阵条件数的具体准则;仿射变换法有可

能降低原有模型的精度;累积法所得到的结论与新信

息优先原理相矛盾,且累积阶数如何取值并没有解决.

本文为了进一步提高建模效率, 更好地解决

GM(1,1)模型的病态性问题,一方面通过不改变预测

精度的数乘变换将病态性矩阵转化为良态矩阵,并给

出数乘变换的最优准则;另一方面, 利用正交矩阵的

性质,将模型的最小二乘参数辨识过程转化为具有递

归形式线性方程组的求解过程. 两者都旨在解决模型

中出现的病态性问题, 提高模型的稳定性和适用性.

最后通过算例和Monte-Carlo数值模拟进一步验证所

提出方法的有效性.

1 降降降低低低矩矩矩阵阵阵谱谱谱条条条件件件数数数

考虑线性方程组𝑨𝒙 = 𝒃,其中𝑨为非奇异矩阵,

𝒙为方程组的精确解.

定义 1[25] 如果矩阵𝑨或常数 𝒃的微小变化引

起方程组𝑨𝒙 = 𝒃解的巨大变化,则称方程组为病态

方程组, 矩阵𝑨为病态矩阵 (相对于方程组而言), 否

则称方程组为良态方程组, 𝑨为良态矩阵.

当𝑨是精确的, 𝒃有微小误差 𝛿𝒃,解为𝒙+ 𝛿𝒙,则

如下定理成立.

定理 1[25] 设𝑨为非奇异矩阵, 𝑨𝒙 = 𝒃 ∕= 0,

且𝑨(𝒙+ 𝛿𝒙) = 𝒃+ 𝛿𝒃,则
∥𝛿𝒙∥
∥𝒙∥ ⩽ ∥𝑨−1∥∥𝑨∥∥𝛿𝒃∥∥𝒃∥ .

当 𝒃是精确的, 𝑨有微小误差 𝛿𝑨, 解为𝒙 + 𝛿𝒙,

则如下定理成立.

定理 2[25] 设𝑨为非奇异矩阵, 𝑨𝒙 = 𝒃 ∕= 0,

且 (𝑨+ 𝛿𝑨)(𝒙+ 𝛿𝒙) = 𝒃,如果 ∥𝑨−1∥ ∥𝛿𝑨∥ < 1,则

∥𝛿𝒙∥
∥𝒙∥ ⩽

∥𝑨−1∥∥𝑨∥∥𝛿𝑨∥
∥𝑨∥

1− ∥𝑨−1∥∥𝑨∥∥𝛿𝑨∥
∥𝑨∥

.

定理 1表明常数项 𝒃的相对误差在解中可能被

放大 ∥𝑨−1∥∥𝑨∥,定理 2表明系数矩阵𝑨的相对误差

在解中可能被放大 ∥𝑨−1∥∥𝑨∥.总之, 量 ∥𝑨−1∥∥𝑨∥
越小, 由𝑨或 𝒃的相对误差引起的解相对误差便越

小;量 ∥𝑨−1∥∥𝑨∥越大,该解的相对误差便越大.所以

量 ∥𝑨−1∥∥𝑨∥实际上刻画了解对原始数据变化的灵
敏程度,即刻画了方程组的病态程度.

定义 2[25] 设矩阵𝑨为非奇异矩阵,称

cond(𝑨)𝑣 = ∥𝑨−1∥𝑣∥𝑨∥𝑣, 𝑣 = 1, 2,∞

为矩阵𝑨的条件数.

由定理 1、定理 2和定义 2可见, 当𝑨的条件数

相对较大时, 方程组𝑨𝒙 = 𝒃是病态的, 反之为良态

的. 由于矩阵范数的等价性,为了方便起见,本文采用

矩阵𝑨的谱条件数,即

cond(𝑨)2 = ∥𝑨−1∥2∥𝑨∥2 =

√
𝜆max(𝑨T𝑨)

𝜆min(𝑨T𝑨)
. (1)

特别地,当𝑨为对称矩阵时, cond(𝑨)2 = ∣𝜆1∣/∣𝜆2∣,其
中𝜆1、𝜆2为𝑨绝对值最大和最小的特征值.

设𝑿(0) = {𝑥(0)(1), 𝑥(0)(2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥(0)(𝑛)}为非负
原始序列, 𝑿(1) = {𝑥(1)(1), 𝑥(1)(2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥(1)(𝑛)}为
𝑿(0)的 1-AGO序列,称一阶线性微分方程

𝑥(0)(𝑘) + 𝑎𝑧(1)(𝑘) = 𝑏 (2)

为GM(1,1)模型的离散形式,其中 𝑎、𝑏为待辨识参数.

由最小二乘准则可得

𝒖 = [𝑎, 𝑏]T = (𝑩T𝑩)−1𝑩T𝒀 , (3)

且

𝒀 = (𝑥(0)(2), 𝑥(0)(3), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥(0)(𝑛))T,

𝑩 =

[
−𝑧(0)(2) −𝑧(0)(3) ⋅ ⋅ ⋅ −𝑧(0)(𝑛)

1 1 ⋅ ⋅ ⋅ 1

]T

. (4)

显然有

𝑩T𝑩 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝑛−1∑
𝑘=1

[𝑧(1)(𝑘)]2 −
𝑛−1∑
𝑘=1

𝑧(1)(𝑘)

−
𝑛−1∑
𝑘=1

𝑧(1)(𝑘) 𝑛− 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ , (5)

由式 (1)可知, GM(1,1)模型的谱条件数为

cond(𝑩T𝑩)2 =
∣𝜆1∣
∣𝜆2∣ . (6)

由文献 [18]可知,引起系数矩阵条件数变大有两个原

因,原始数据较大、较小或病态数据 (即近似为首项不

为 0,其他项为 0的常数序列). 对于后一类问题,没有

实际意义,不必深究.

下面分析当原始数据较大或较小时,如何利用数

乘变换降低系数矩阵条件数, 并给出最优准则.为了

克服病态性,对原始数据序列分别乘以 𝜌,式 (5)中的

系数矩阵𝑩T𝑩变为⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝜌2

𝑛−1∑
𝑘=1

[𝑧(1)(𝑘)]2 −𝜌

𝑛−1∑
𝑘=1

𝑧(1)(𝑘)

−𝜌

𝑛−1∑
𝑘=1

𝑧(1)(𝑘) 𝑛− 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ . (7)

引理 1[26] 若𝒂 = (𝑎1, 𝑎2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑎𝑛)和 𝒃 = (𝑏1, 𝑏2,

⋅ ⋅ ⋅ , 𝑏𝑛)为实数序列,则有( 𝑛∑
𝑘=1

𝑎𝑘𝑏𝑘

)2

⩽
𝑛∑

𝑘=1

𝑎2𝑘

𝑛∑
𝑘=1

𝑏2𝑘, (8)
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其中等式成立当且仅当序列 𝑎和 𝑏线性相关.

令引理 1中的实数序列

𝒂 = −𝜌(𝑧(1)(1), 𝑧(1)(2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑧(1)(𝑛− 1)),

𝒃 = (1, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 1),
由矩阵的特征值的定义、韦达定理和引理 1可知,

式 (7)的两个特征根均大于零. 因此,由式 (6)可得

cond(𝑩T𝑩)2 = 𝑓(𝜌) =

𝛼𝜌2 +
√

(𝛼𝜌2 − 𝛽)2 + 4𝜌2𝛾2

𝛼𝜌2 −√
(𝛼𝜌2 − 𝛽)2 + 4𝜌2𝛾2

. (9)

其中
𝑛−1∑
𝑘=1

[𝑧(1)(𝑘)]2 = 𝛼, 𝑛− 1 = 𝛽,

𝑛−1∑
𝑘=1

𝑧(1)(𝑘) = 𝛾.

由于式 (9)中的 𝑧(1)(𝑘)和𝑛均为已知常数, 表明此时

模型的系数矩阵𝑩T𝑩的条件数大小与 𝜌有直接关

系,降低系数矩阵的条件数归结为求式 (9)的最小值

问题, 根据引理 1和 𝜌的定义可得 𝑓(𝜌)的驻点, 归结

为对下式求解:

𝑓 ′(𝜌) =

2(𝛼𝜌2 + 𝛽)(
√

(𝛼𝜌2 − 𝛽)2 + 4𝜌2𝛾2)′

(𝛼𝜌2 + 𝛽 −√
(𝛼𝜌2 − 𝛽)2 + 4𝜌2𝛾2)2

−

−2(𝛼𝜌2 + 𝛽)′
√

(𝛼𝜌2 − 𝛽)2 + 4𝜌2𝛾2

(𝛼𝜌2 + 𝛽 −√
(𝛼𝜌2 − 𝛽)2 + 4𝜌2𝛾2)2

= 0 ⇒

2(𝛼𝜌2 + 𝛽)(
√

(𝛼𝜌2 − 𝛽)2 + 4𝜌2𝛾2)′−

2(𝛼𝜌2 + 𝛽)′
√

(𝛼𝜌2 − 𝛽)2 + 4𝜌2𝛾2 = 0 ⇒
2(𝛼𝜌2 + 𝛽)(𝛼2𝜌3 − 𝛼𝛽𝜌+ 2𝛾2𝜌)√

(𝛼𝜌2 − 𝛽)2 + 4𝜌2𝛾2
−

2𝛼𝜌(𝛼2𝜌4 − 2𝛼𝛽𝜌+ 𝛽2 + 4𝛾2𝜌2)√
(𝛼𝜌2 − 𝛽)2 + 4𝜌2𝛾2

= 0 ⇒

2(𝛼2𝛽𝜌3 − 𝛼𝛾2𝜌3)− 2(𝛽𝛾2𝜌− 𝛼𝛽2𝜌− 𝛼𝛽𝜌)√
(𝛼𝜌2 − 𝛽)2 + 4𝜌2𝛾2

= 0 ⇒

𝜌2 =
𝛼𝛽2 − 𝛽𝛾2

𝛼2𝛽 − 𝛼𝛾2
⇒ 𝜌 =

√
𝛼𝛽2 − 𝛽𝛾2

𝛼2𝛽 − 𝛼𝛾2
⇒

𝜌1 =√√√√√√√√√⎷
(𝑛− 1)2

𝑛−1∑
𝑘=1

[𝑧(1)(𝑘)]2 − (𝑛− 1)
[ 𝑛−1∑
𝑘=1

𝑧(1)(𝑘)
]2

(𝑛−1)
[ 𝑛−1∑
𝑘=1

[𝑧(1)(𝑘)]2
]2
−
[ 𝑛−1∑
𝑘=1

𝑧(1)(𝑘)
]2 𝑛−1∑

𝑘=1

[𝑧(1)(𝑘)]2

.

(10)

式 (10)表明了函数 𝑓(𝜌)在定义域内的唯一驻点

为 𝜌1,由于在区间 (0, 𝜌1)内, 𝑓 ′(𝜌) < 0在区间 (𝜌1,∞)

内, 𝑓 ′(𝜌) > 0,可得系数矩阵的条件数 𝑓(𝜌)的最小值

在 𝜌1处取得.

2 正正正交交交变变变换换换求求求解解解

由式 (2)和 (3)可知, GM(1,1)模型的参数辨识问

题实际上为一元线性回归问题.为方便,将其写成矩

阵形式为

𝒀 = 𝑩𝒖+ 𝜺. (11)

其中: 𝒀、𝑩、𝒖如式 (3)和 (4)所示, 𝜺为随机扰动项.

对于线性回归模型 (11),有很多方法辨识参数𝒖,

最小二乘准则是最经典的一种,其核心思想是: 寻找

一个由𝒖 = [𝑎, 𝑏]T张成的直线,使得其尽可能地接近

已知的点.由式 (3)可知, 为获得参数𝒖, 需要计算逆

矩阵 (𝑩T𝑩)−1,显然在矩阵条件数较大时,会出现严

重的病态性,同时在求解时,误差累计也可能会很大.

为此,能否构造一个无需计算逆矩阵的方法对其进行

求解,便成为克服GM(1,1)模型病态性问题的关键.

假设存在一个正交矩阵𝑯 , 使得𝑩∗ = 𝑯𝑩成

为形如

𝑩∗ =

[
𝑩∗

1

0

]
=

[
𝑩11 0 0 ⋅ ⋅ ⋅ 0

𝑩12 𝑩12 0 ⋅ ⋅ ⋅ 0

]T

(12)

的上三角矩阵,将其左乘式 (11),可得

𝒀 ∗ = 𝑯𝒀 = 𝑯𝑩𝒖+𝑯𝜺 = 𝑩∗𝒖+ 𝜺∗. (13)

根据𝑩∗形如式 (12)的分块, 可以对式 (13)进行如下

分块: [
𝒀 ∗
1

𝒀 ∗
2

]
=

[
𝑩∗

1

0

]
𝒖+

[
𝜺∗1
𝜺∗2

]
. (14)

根据正交矩阵的性质, 矩阵𝑯只是将向量进行

旋转,而不改变向量的长度,因此有

𝒖̂ = argmin
𝒖

∥𝒀 −𝑩𝒖∥2 =

argmin
𝒖

∥𝒀 ∗ −𝑩∗𝒖∥2 =

argmin
𝒖

(∥𝒀 ∗
1 −𝑩∗

1𝒖∥2 + ∥𝒀 ∗
2 ∥2). (15)

这样,方程 (11)的参数辨识便转化为方程 (13)的参数

辨识问题. 由于式 (15)中的 ∥𝒀 ∗
2 ∥2不含任何未知辨

识参数𝒖的信息, 只取决于原始数据𝒀 和正交矩阵

𝑯 ,因此可将式 (15)进一步简化为

𝒖̂ = argmin
𝒖

∥𝒀 −𝑩𝒖∥2 =

argmin
𝒖

∥𝒀 ∗
1 −𝑩∗

1𝒖∥2. (16)

由于 ∥𝒀 ∗
1 − 𝑩∗

1𝒖∥2 ⩾ 0, 其最小值 0只能在𝒀 ∗
1 =

𝑩∗
1𝒖时取得. 此外，由于其系数矩阵𝑩∗

1为上三角阵,

进而可以通过反向替换算法求出辨识参数𝒖.

模型 (11)的参数辨识转化为对方程𝒀 ∗
1 = 𝑩∗

1𝒖

求解,避免了求逆矩阵 (𝑩T𝑩)−1. 前文提及的正交矩
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阵𝑯是存在的,它是由一组Householder矩阵乘积[27]

所得, Srivastava给出了由Housholder矩阵构造正交矩

阵的方法和Matlab程序.

3 实实实例例例分分分析析析

为验证本文所提出两种方法 (数乘变换、正交

变换)解决GM(1,1)模型中病态性问题的有效性. 采

用 2005∼ 2014年中国人均粮食产量进行分析比较,

见表 1. 数据选取原因在于粮食产量是关系国家生存

与发展的永恒主题,建国以来中国的粮食产量出现了

几次较大幅度波动,不仅制约了经济发展,影响了民

生,同时对世界经济产生了巨大影响.因此,分析近年

来中国人均粮食产量的波动规律,具有重要的理论意

义和实践价值.

根据GM(1,1)模型的建模方法和数乘变换公式

(10), 在Matlab 2012a环境下编程并计算最优值 𝜌和

数乘变换后的参数 𝑎、𝑏,结果如下:

𝑎 = −0.023 9, 𝑏 = 0.167 1,

𝜌 = 4.624 5× 10−4.

表 2和表 3比较了GM(1,1)的原始模型与经数乘

变换、正交变换模型的预测精度.由表 2和表 3可见:

1)对原始数据序列进行数乘变换后, GM(1,1)模型系

数矩阵的条件数较变换前大大降低, 已经属于良态

矩阵, 平均误差和预测精度不变,这表明数乘变换后

的GM(1,1)模型稳定性更好, 适用性更高. 2)由最小

二乘法和正交变换法所得到的结果几乎完全一致,从

而表明了正交变换法的有效性.

为进一步验证上述方法解决GM(1,1)模型病态

性问题的有效性, 通过Monte-Carlo数值模拟方法生

成数据集. 由于GM(1,1)模型的白化方程的解具有指

数形式,不妨设

𝑥(0)(𝑘) = 10e0.2𝑘 + 𝜀𝑘, 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 11,
其中 𝜀𝑘为随机扰动项,服从 𝑖.𝑖.𝑑 𝑁(0, 1)分布.计算 𝜌

和数乘变换后的模型参数 𝑎、𝑏,结果如下:

𝑎 = −0.198 7, 𝑏 = 10.836 5,

𝜌 = 7.421 8× 10−3.

由表 4和表 5可见: 1)通过数乘变换的方法,在不

改变预测精度的情况下,能够极大地降低GM(1,1)模

型的条件数, 提高模型的稳定性; 2)通过正交变换方

法得到的结果和最小二乘的结果较为一致,从而进一

步验证了其有效性.

表 1 我国人均粮食产量的原始数据

年份 2005 2006 2007 2008 2009 2010 2011 2012 2013 2014

产量/kg 370.2 378.4 379.6 398.0 397.7 407.5 424.0 435.4 442.4 443.8

表 2 3种方法的模拟结果和误差 (1)

数据
GM(1,1)模型 数乘变换GM(1,1)模型 正交变换GM(1,1)模型

预测值 相对误差 预测值 相对误差 预测值 相对误差

370.2 370.200 0 0.000 0 370.200 0 0.000 0 370.200 0 0.000 0

378.4 374.505 9 1.028 8 374.505 9 1.028 8 374.440 3 1.046 4

379.6 383.600 0 1.053 7 383.600 0 1.053 7 383.485 7 1.023 6

398.0 392.913 8 1.277 9 392.913 8 1.277 9 392.749 6 1.319 2

397.7 402.453 8 1.195 3 402.453 8 1.195 3 402.237 3 1.140 9

407.5 412.225 4 1.159 6 412.225 4 1.159 6 411.954 3 1.039 1

424.0 422.234 3 0.416 4 422.234 3 0.416 4 421.905 9 0.493 9

435.4 432.486 2 0.669 2 432.486 2 0.669 2 432.098 0 0.758 4

平均误差 0.850 1 0.850 1 0.859 4

条件数 2.096 7 e+07 20.737 1

表 3 3种方法的模拟结果和误差 (2)

数据
GM(1,1)模型 数乘变换GM(1,1)模型 正交变换GM(1,1)模型

预测值 相对误差 预测值 相对误差 预测值 相对误差

442.4 442.987 0 0.132 7 442.987 0 0.132 7 442.536 2 0.030 8

443.8 453.742 7 2.240 4 453.742 7 2.240 4 453.226 6 2.124 1

平均误差 1.186 5 1.186 5 1.077 4
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表 4 3种方法的Monte-Carlo数值模拟结果和误差 (1)

数据
GM(1,1)模型 数乘变换GM(1,1)模型 正交变换GM(1,1)模型

预测值 相对误差 预测值 相对误差 预测值 相对误差

12.702 2 12.702 2 0.000 0 12.702 2 0.000 0 12.702 2 0.000 0

14.749 9 15.218 7 3.241 6 15.218 7 3.241 6 15.263 1 3.542 4

18.025 1 18.536 1 2.834 6 18.536 1 2.834 6 18.584 7 3.104 5

23.674 7 22.576 6 4.638 6 22.576 6 4.638 6 22.629 1 4.416 3

27.474 4 27.497 8 0.085 1 27.497 8 0.085 1 27.553 8 0.288 9

33.399 0 33.497 8 0.277 7 33.497 8 0.277 7 33.550 1 0.452 5

42.139 7 40.792 2 3.197 6 40.792 2 3.197 6 40.851 4 3.057 2

48.725 9 49.684 1 1.966 6 49.684 1 1.966 6 49.741 6 2.084 6

61.193 1 60.514 2 1.109 4 60.514 2 1.109 4 60.566 6 1.023 9

平均误差 2.168 9 2.168 9 1.996 7

条件数 6.053 4e+04 10.871 6

表 5 3种方法的Monte-Carlo数值模拟的预测结果和误差 (2)

数据
GM(1,1)模型 数乘变换GM(1,1)模型 正交变换GM(1,1)模型

预测值 相对误差 预测值 相对误差 预测值 相对误差

74.725 6 73.705 1 1.365 7 73.705 1 1.365 7 73.747 3 1.309 2

90.006 4 89.771 3 0.261 2 89.771 3 0.261 2 89.796 4 0.233 3

平均误差 0.813 5 0.813 5 0.771 3

4 结结结 论论论

本文分别使用数乘变换法和正交变换法, 解决

了GM(1,1)模型中的病态性问题, 提高了模型的适

用性和稳定性.通过数值实例和Monte-Carlo数值模

拟进一步表明了所提出方法的有效性.此外, 本文方

法同样适用其他灰色预测模型 (如GM(2,1)、GM(1,1)

幂、MGM(1,𝑚)模型), 可以得到一些新的结果, 这些

研究有待进一步展开.
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