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摘 要: 讨论了 10个区间数排序的可能度公式,分析了它们各自的特点. 从可能度的含义和保序性两个角度指出,

基于可能度矩阵的区间数排序方法有时会导出不合理的排序结果.通过分析可能度矩阵与模糊判断矩阵的关系,剖

析了导致这种不合理排序结果的原因.最后,利用可能度矩阵构造一个布尔矩阵,基于布尔矩阵给出一个改进的区间

数排序算法,并从理论上证明了所提出的排序方法的科学性.
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Abstract: Ten different formulas of possibility degree are analyzed. It is pointed out that such a ranking method for interval

numbers is unreasonable by counterexamples from two different viewpoints. The relationship between possibility degree

matrix and fuzzy judgment matrix is analyzed, and the reason leading to the unreasonable ranking result is investigated.

Finally, by utilizing the possibility degree matrix, the Boolean matrix is established, and an improved algorithm of ranking

interval numbers based on the Boolean matrix is proposed. The rationality of the proposed approach is proved theoretically.
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0 引引引 言言言

区间数排序是不确定性决策问题研究的重要内

容之一[1-17].为了充分反映区间数所表达信息的模糊

性,目前研究者广为采用的方法是基于可能度的区间

数排序方法[2-14]. 这种排序方法的基本思想是: 定义

一种反映一个区间数大于另一个区间数程度的量,并

以该度量为基础,导出区间数之间的排序.即,设有两

个区间数 𝑎和 𝑏, 定义𝑃 (𝑎 > 𝑏), 用其描述 𝑎大于 𝑏的

程度.如果𝑃 (𝑎 > 𝑏) = 1,则称 𝑎完全大于 𝑏;如果 1/2

< 𝑃 (𝑎 > 𝑏) < 1, 则称 𝑎大于 𝑏的程度超过 1/2, 由互

补性可知, 𝑏大于 𝑎的程度小于 1/2, 故此时按大小排

序时将 𝑎排在 𝑏之前;如果𝑃 (𝑎 > 𝑏) = 1/2,则称 𝑎与 𝑏

相等 (亦称为等价)[3-8]. 为了便于处理一组区间数的

排序问题,在给出区间数两两比较的可能度定义之后,

一般采用如下算法: 利用两两比较的可能度值建立可

能度矩阵, 然后对可能度矩阵每行求和,并根据和的

大小确定相应区间数的排序顺序[6-14].为了行文方便,

简称此排序方法为 “可能度矩阵行求和法 ”. 本文通

过具体实例,从可能度的含义以及区间数排序的保序

性要求这两个角度出发,详细分析利用可能度矩阵对

区间数进行排序时所存在的问题, 指出文献 [5-9]所

强调的可能度矩阵行求和法的理论基础是错误的,并

得出结论:不能用可能度矩阵的行求和法对区间数进

行排序.最后通过将可能度矩阵转化为布尔矩阵, 给

出一种基于布尔矩阵的区间数排序算法,分析并证明

了这种算法的理论依据.

1 常常常用用用的的的可可可能能能度度度公公公式式式

利用可能度值对区间数进行排序是一种应用极

为广泛的排序方法, 目前国内外学者对此方法的研

究取得了丰硕的成果. 例如, Nakahara等[2]为了求解
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模糊规划问题,给出了一个比较区间数大小的可能度

公式; Kundu[15]利用均匀分布知识定义了两个用于比

较区间数大小的模糊偏好关系,但该公式计算较为复

杂; Sengupta等[17]定义了一个可接受度公式, 虽然该

公式比较简洁, 但其对多个区间数的排序比较困难.

国内学者围绕可能度排序方法所做的工作更为深入,

成果颇丰[3-14]. 下面重点介绍 10个较为常用的可能度

公式.

设 𝑎 = [𝑎−, 𝑎+], 𝑏 = [𝑏−, 𝑏+]为两个区间数, 令

𝑙(𝑎) = 𝑎+ − 𝑎−, 𝑙(𝑏) = 𝑏+ − 𝑏−.

公式 1[2].

𝑃1(𝑎 > 𝑏) = min
{
max

( 𝑎+ − 𝑏−

𝑙(𝑎) + 𝑙(𝑏)
, 0
)
, 1
}
. (1)

公式 2[5].

𝑃2(𝑎 > 𝑏) =
max{0, 𝑙(𝑎) + 𝑙(𝑏)−max(0, 𝑏+ − 𝑎−)}

𝑙(𝑎) + 𝑙(𝑏)
.

(2)

公式 3[6-7].

𝑃3(𝑎 > 𝑏) = max
{
1−max

( 𝑏+ − 𝑎−

𝑙(𝑎) + 𝑙(𝑏)
, 0
)
, 0
}
. (3)

公式 4[13].

𝑃4(𝑎 > 𝑏) =

⎧⎨⎩
1, 𝑏+ < 𝑎−;

𝑎+ − 𝑏−

𝑙(𝑎) + 𝑙(𝑏)
, 𝑏− ⩽ 𝑎+, 𝑎− ⩽ 𝑏+;

0, 𝑏− ⩽ 𝑎+.

(4)

高峰记在文献 [13]中证明了这 4种方法等价,即

有𝑃1(𝑎 > 𝑏) = 𝑃2(𝑎 > 𝑏) = 𝑃3(𝑎 > 𝑏) = 𝑃4(𝑎 > 𝑏).

此外, 其他学者从不同角度出发, 给出了一些可能度

的计算方法. 如文献 [11]给出了如下可能度公式.

公式 5[11].

𝑃5(𝑎 > 𝑏) =
1

2

(
1 +

(𝑎+ − 𝑏+) + (𝑎− − 𝑏−)
∣𝑎+ − 𝑏+∣+ ∣𝑎− − 𝑏−∣+ 𝑙𝑎𝑏

)
,

(5)

其中 𝑙𝑎𝑏表示这两个区间相交部分的长度. 其主要特

点是表达式简单,且计算结果与前 4个公式的结果不

同.

公式 6[3].

𝑃6(𝑎 > 𝑏) =⎧⎨⎩

1, 𝑎− ⩾ 𝑏+;

𝑎+ − 𝑏+

𝑙(𝑎)
+

(𝑏+ − 𝑎−)(𝑎− − 𝑏−)
𝑙(𝑎)𝑙(𝑏)

+

(𝑏+ − 𝑎−)2

2𝑙(𝑎)𝑙(𝑏)
⋅ (𝑏

+ − 𝑎−)
𝑙(𝑏)

, 𝑏− ⩽ 𝑎− ⩽ 𝑏+ ⩽ 𝑎+;

𝑎+ − 𝑏+

𝑙(𝑎)
+

𝑏+ − 𝑏−

2𝑙(𝑎)
, 𝑎− ⩽ 𝑏− ⩽ 𝑏+ ⩽ 𝑎+.

(6)

由𝑃6(𝑏 > 𝑎) = 1− 𝑃6(𝑎 > 𝑏)确定可能度𝑃6(𝑏 > 𝑎).

文献 [12]利用概率论中均匀分布的知识,详细讨

论了两个区间的 6种位置关系, 通过概率的计算, 给

出了如下形式的可能度公式:

公式 7[12].

𝑃7(𝑎 > 𝑏) =

⎧⎨⎩

1, 𝑎− ⩾ 𝑏+;

1− (𝑏+ − 𝑎−)2

2𝑙(𝑎)𝑙(𝑏)
, 𝑏− ⩽ 𝑎− ⩽ 𝑏+ ⩽ 𝑎+;

𝑎+ + 𝑎− − 2𝑏−

2𝑙(𝑏)
, 𝑏− ⩽ 𝑎− ⩽ 𝑎+ ⩽ 𝑏+;

2𝑎+ − 𝑏+ − 𝑏−

2𝑙(𝑎)
, 𝑎− ⩽ 𝑏− ⩽ 𝑏+ ⩽ 𝑎+;

(𝑎+ − 𝑏−)2

2𝑙(𝑎)𝑙(𝑏)
, 𝑏− ⩽ 𝑎− ⩽ 𝑎+ ⩽ 𝑏+;

0, 𝑎− ⩽ 𝑎+ ⩽ 𝑏− ⩽ 𝑏+.

(7)

当两个区间数 𝑎, 𝑏的中点值相等时,由以上公式

计算得到的结果均为𝑃 (𝑎 > 𝑏) = 1/2,此时认为 𝑎与

𝑏相等, 特别地, 𝑃 (𝑎 > 𝑏) > 1/2 ⇔ 𝑎的中点值大于

𝑏的中点值.这说明,从排序的角度看,利用可能度对

区间数进行排序与文献 [16]给出的利用区间数中点

值进行排序的结果是一样的. 为了进一步区分中点值

相等的区间数,文献 [8]给出了如下的计算公式:

公式 8[8].

𝑃8(𝑎 > 𝑏) =

⎧⎨⎩
1− 1

2𝜌
𝑎+−𝑏−
𝑙(𝑎)+𝑙(𝑏)

− 1
2

,
𝑎+ − 𝑏−

𝑙(𝑎) + 𝑙(𝑏)
⩾ 1

2
;

1

2𝜌
1
2− 𝑎+−𝑏−

𝑙(𝑎)+𝑙(𝑏)

,
𝑎+ − 𝑏−

𝑙(𝑎) + 𝑙(𝑏)
<

1

2
.

(8)

其中 𝜌 > 1 .

文献 [14]以反例说明公式 8对某些中点值相等

的区间数仍然不能加以区分,并利用 S型函数给出如

下改进公式:

公式 9[14].

𝑃9(𝑎 > 𝑏) =⎧⎨⎩

1

𝑙(𝑎)
ln
(1 + e𝑎

+

1 + e𝑎−

)
− 1

𝑙(𝑏)
ln
(1 + e𝑏

+

1 + e𝑏−

)
,

𝑙(𝑎) ∕= 0, 𝑙(𝑏) ∕= 0;

e𝑎
−

1 + e𝑎− − 1

𝑙(𝑏)
ln
(1 + e𝑏

+

1 + e𝑏−

)
, 𝑙(𝑎) = 0, 𝑙(𝑏) ∕= 0;

1

𝑙(𝑎)
ln
(1 + e𝑎

+

1 + e𝑎−

)
− e𝑏

−

1 + e𝑏−
, 𝑙(𝑎) ∕= 0, 𝑙(𝑏) = 0;

e𝑎
−

1 + e𝑎− − e𝑏
−

1 + e𝑏−
, 𝑙(𝑎) = 0, 𝑙(𝑏) = 0.

(9)

然而,由此公式得到的结果有时也违背常理. 例如,令

𝑎 = [2.883 8, 5.878 7], 𝑏 = [1.024 5, 8.124 0], 因为 𝑏的

中点值大于 𝑎的中点值,所以一般会认为 𝑏比 𝑎大,即

应有𝑃9(𝑏 > 𝑎) > 0. 但计算结果却为𝑃9(𝑏 > 𝑎) =

−0.025 9 < 0. 这说明公式 9是一个不科学的排序公
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式,基于此,在后面的讨论中不再考虑此公式.

公式 10[9].

𝑃10(𝑎 > 𝑏) =⎧⎨⎩

1, 𝑎− ⩾ 𝑏+;

𝑎+ − 𝑏+

𝑙(𝑎)
+

(𝑏+ − 𝑎−)(𝑎− − 𝑏−)
𝑙(𝑎)𝑙(𝑏)

,

𝑏− ⩽ 𝑎− ⩽ 𝑏+ ⩽ 𝑎+;

𝑎+ − 𝑏+ + 𝑎− − 𝑏−

𝑙(𝑎)
, 𝑎− ⩽ 𝑏− ⩽ 𝑏+ ⩽ 𝑎+.

(10)

由𝑃10(𝑏 > 𝑎) = −𝑃10(𝑎 > 𝑏)确定可能度𝑃10(𝑏 > 𝑎).

前 8个公式确定的可能度均满足以下性质.

性质 1 𝑃 (𝑎 > 𝑏) ∈ [0, 1], 且𝑃 (𝑎 > 𝑏) + 𝑃 (𝑏 >

𝑎) = 1.

性质 2 若𝑃 (𝑎 > 𝑏) ⩾ 1/2, 𝑃 (𝑏 > 𝑐) ⩾ 1/2, 则

𝑃 (𝑎 > 𝑐) ⩾ 1/2. 若其中有一个不等号成立,则𝑃 (𝑎 >

𝑐) > 1/2.

对两个区间数 𝑎, 𝑏, 若𝑃 (𝑎 > 𝑏) > 1/2, 则认为

𝑎大于 𝑏,记为 𝑎 ≻ 𝑏.

对于公式 9和公式 10得到的可能度, 上述性质

相应改变.

性质 1′ 𝑃 (𝑎 > 𝑏) ∈ [−1, 1],且𝑃 (𝑎 > 𝑏)+𝑃 (𝑏 >

𝑎) = 0.

性质 2′ 若𝑃 (𝑎 > 𝑏) ⩾ 0, 𝑃 (𝑏 > 𝑐) ⩾ 0,则𝑃 (𝑎

> 𝑐) ⩾ 0.

相应地, 对两个区间数 𝑎, 𝑏, 若𝑃 (𝑎 > 𝑏) > 0, 则

认为 𝑎大于 𝑏,记为 𝑎 ≻ 𝑏.

2 可可可能能能度度度矩矩矩阵阵阵行行行求求求和和和法法法存存存在在在的的的问问问题题题与与与分分分析析析

2.1 可可可能能能度度度矩矩矩阵阵阵行行行求求求和和和法法法存存存在在在的的的问问问题题题

为行文方便,记 𝐼 ≜ {1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛}. 下面分析可能

度矩阵行求和法所存在的问题.先对该方法进行简要

介绍. 假若需对一组区间数 𝑎1, 𝑎2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑎𝑛进行排序,

则先对任意两个区间数进行比较,由上述可能度公式

得到可能度值 𝑝𝑖𝑗 = 𝑃 (𝑎𝑖 > 𝑎𝑗), 然后由它们构造可

能度矩阵𝑃 = (𝑝𝑖𝑗)𝑛×𝑛,由性质 1可知𝑃 为模糊判断

矩阵. 因为可能度矩阵包含了所有区间数相互比较的

信息, 于是文献 [6-7]提出可以利用模糊判断矩阵排

序的方法来解决区间数的排序问题,具体算法如下.

Step 1: 先对区间数进行两两比较, 求得相应的

可能度 𝑝𝑖𝑗 = 𝑃 (𝑎𝑖 > 𝑎𝑗)(𝑖, 𝑗 ∈ 𝐼),建立可能度矩阵𝑃

= (𝑝𝑖𝑗)𝑛×𝑛;

Step 2: 令𝜆𝑖 =
1

𝑛(𝑛− 1)

( 𝑛∑
𝑗=1

𝑝𝑖𝑗 +
𝑛

2
− 1

)
,得到

排序向量𝜆 = (𝜆1, 𝜆2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜆𝑛);

Step 3: 根据𝜆𝑖的大小对区间数进行排序.

考虑到 Step 2中的𝑛为常数,不同𝜆𝑖之间的差异

只与 𝑝𝑖𝑗有关,为了减小计算的复杂性,文献 [11]将其

修改为𝜆𝑖 =

𝑛∑
𝑗=1

𝑝𝑖𝑗 , 显然它们的排序结果是一样的.

在以下的分析中,也采用修改后的计算公式.

为了更清楚地说明利用可能度矩阵行求和法对

区间数排序可能会得到不科学的排序结果,下面结合

具体实例,分别从两个角度对其进行分析.

角度 1: 从可能度含义考虑. 设对 3个区间数 𝑎1

= [0, 8]、𝑎2 = [4.8, 9]、𝑎3 = [1, 13]进行排序. 利用公

式 1,得到可能度矩阵

𝑃 =

⎡⎢⎣ 0.50 0.262 3 0.35

0.737 7 0.50 0.493 8

0.65 0.506 2 0.50

⎤⎥⎦ . (11)

对矩阵每一行求和,得排序向量𝜆 = (1.112 3, 1.731 5,

1.656 2), 于是有 𝑎2 ≻ 𝑎3 ≻ 𝑎1. 但是, 可能度𝑃 (𝑎3 >

𝑎2) = 0.506 2 > 0.5,由可能度的含义可知 𝑎3 ≻ 𝑎2. 这

说明利用可能度矩阵行求和法得到了不合理的排序.

利用其他公式分别计算 𝑝32 = 𝑃 (𝑎3 > 𝑎2)及排

序值𝜆2和𝜆3 (公式 8中,取 𝜌 = 2.718),结果见表 1.

表 1 𝑎3、𝑎2比较的可能度值与排序值

𝑝32 𝜆2 𝜆3

𝑃5 0.508 3 1.813 9 1.739 1

𝑃6 0.508 3 1.839 3 1.789 6

𝑃7 0.508 3 1.839 3 1.753 1

𝑃8 0.503 1 1.602 7 1.572 7

𝑃10 0.016 7 0.678 5 0.506 3

由表 1可知,所有公式均得到𝜆2 > 𝜆3,于是都导

出 𝑎2 ≻ 𝑎3的排序结果,也与可能度 𝑝32的含义矛盾.

根据可能度的含义, 即文献 [8]所强调的 “引进

可能度的本意是用可能度来刻画一个区间数大于另

一个区间数的程度 ”, 由上面前 8个可能度公式计算

的结果都表明区间数 𝑎3大于区间数 𝑎2的程度超过

0.5 (对于公式 10,改为 “超过 0 ”).这说明,从可能度的

含义出发应理解为 𝑎3大于 𝑎2. 因此,从这一角度来看,

可能度矩阵行求和法是一种不科学的排序方法.

角度 2: 从区间数排序的保序性考虑. 利用可能

度矩阵行求和法对 𝑎1、𝑎2和 𝑎3三个区间数进行排序

时, 得到了 𝑎2 “大于 ” 𝑎3的结论. 下面, 增加一个区

间数 𝑎4 = [10, 12], 对 4个区间数 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, 𝑎4进行排

序.为了行文方便,以下仅对公式 1的结果进行分析,

利用其他公式也会得到相同的结论. 由公式 1可得,

𝑃 (𝑎2 > 𝑎4) = 0, 𝑃 (𝑎3 > 𝑎4) = 0.214 3. 此时, 𝜆2 =

1.731 5, 𝜆3 = 1.870 5, 那么由可能度矩阵行求和法得

到 𝑎3 ≻ 𝑎2, 这说明按照同样的排序方法却得到了与

之前相反的结论.区间数作为实数的推广, 区间数的

排序是大小的排序,若采用同一可能度公式, 则相同

的两个区间数的排序结果不能因为在不同的比较场
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合而有所不同,也不能因为研究问题的不同而有所改

变,即区间数的排序应该满足保序性.从这一角度来

看,可能度矩阵的行求和法用于区间数排序时不满足

保序性,因而也是不科学的.

虽然文献 [13]和文献 [14]都对基于可能度矩阵

的排序方法进行了分析, 但都没有指出最核心的问

题, 即这种方法在某些情形下可能给出错误的排序

结果.如文献 [13]虽然指出基于可能度矩阵的排序方

法没有保序性, 但却忽视了第 1种错误的存在; 文献

[14]只是指出这种方法计算复杂, 也没有注意到第 1

种错误问题.因为可能度矩阵行求和法思路清晰且简

便易行,因此很受研究者的青睐,并被广为采用[10]. 这

说明,对基于可能度的区间数排序方法有必要进行进

一步的说明和改进.

2.2 关关关于于于问问问题题题的的的成成成因因因分分分析析析

文献 [6-9]均强调,上述排序方法的理论依据是:

可能度矩阵𝑃 为模糊判断矩阵. 为了便于分析,下面

简要介绍模糊判断矩阵的有关结论.

定义 1[20] 设二元对比矩阵𝑃 = (𝑝𝑖𝑗)𝑛×𝑛满足

下列性质: 1) 𝑝𝑖𝑖 = 0.5; 2) 𝑝𝑖𝑗 + 𝑝𝑗𝑖 = 1(𝑖, 𝑗 ∈ 𝐼). 则称

矩阵𝑃 为模糊判断矩阵.

定义 2[20] 对于模糊判断矩阵𝑃 = (𝑝𝑖𝑗)𝑛×𝑛,若

对任意 𝑖, 𝑗, 𝑘 ∈ 𝐼 , 均有 𝑝𝑖𝑘 + 𝑝𝑘𝑗 = 𝑝𝑖𝑗 + 0.5, 则称矩

阵𝑃 具有完全一致性 (或称𝑃 为模糊一致性矩阵).

模糊判断矩阵是层次分析法中乘积比较矩阵的

拓展,它是由决策者或领域专家对一组方案进行两两

比较的结果所形成的矩阵. 因为现实世界的复杂性以

及人类认识的局限性,个人的主观判断难免会有一定

的偏差, 比如人们在对众多对象进行两两比较时, 可

能会出现𝐴优于𝐵, 𝐵优于𝐶, 𝐶优于𝐴这样不合常

理的循环结论.这种现象用数学语言进行刻画就是建

立的比较矩阵仅为模糊判断矩阵,而非模糊一致性矩

阵. 因此,利用模糊判断矩阵对方案进行排序时一般

要先进行一致性处理,即在尽量保持原有信息的基础

上将模糊判断矩阵转化为模糊一致性矩阵[18-21],然后

利用修正得到的模糊一致性矩阵对原模糊判断矩阵

进行排序.关于模糊一致性矩阵,有如下结论.

定理 1 设𝑃 = (𝑝𝑖𝑗)𝑛×𝑛是模糊一致性矩阵,令

𝜆𝑖 =

𝑛∑
𝑗=1

𝑝𝑖𝑗(𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛), 那么𝜆𝑘 ⩾ 𝜆𝑙的充要条

件是 𝑝𝑘𝑙 ⩾ 0.5 (𝑘, 𝑙 ∈ 𝐼).

证证证明明明 由一致性条件有𝜆𝑘 − 𝜆𝑙 =

𝑛∑
𝑗=1

(𝑝𝑘𝑗 −

𝑝𝑙𝑗) = 𝑛(𝑝𝑘𝑙 − 0.5),于是𝜆𝑘 ⩾ 𝜆𝑙 ⇔ 𝑝𝑘𝑙 ⩾ 0.5. □

在利用模糊判断矩阵的排序方法对区间数进行

排序时, 虽然有定理 1作保证, 但却忽略了模糊判断

矩阵排序与区间数排序之间的重要差异:模糊判断矩

阵是决策者关于决策对象进行两两比较时的主观判

断结果.正如前面的分析所强调的, 主观判断的结果

很可能出现循环链的情形.这说明在利用由主观判断

结果所建立的模糊判断矩阵对方案进行排序时,模糊

判断矩阵提供的信息 “并不完全可信 ”, 还需要对其

进行合理的修正,并且修正后的矩阵所导出的排序结

果就 “视为 ”原模糊判断矩阵的排序结果.这也正是

利用改造得到的模糊一致性矩阵对原模糊判断矩阵

进行排序的基本思想[18-21],这样处理显然是科学、可

信的. 但对区间数排序时却不存在上述形式的主观判

断. 因为区间数是实数系的推广,每一个区间数是客

观存在的, 区间数的排序是反映区间数之间 “大小 ”

的比较关系, 这种大小关系是客观、不变的. 对两个

给定的区间数而言, 比较方法给定之后, 其大小关系

应该是固定的.这就是说, 可能度矩阵提供的信息是

“完全可信 ”的, 不能、也不应该再对其进行修正.其

实, 性质 2也说明, 利用可能度或可能度矩阵对区

间数进行排序时, 不可能出现 𝑎大于 𝑏, 𝑏大于 𝑐, 𝑐大

于 𝑎这样的情形. 因此, 在利用可能度矩阵对区间数

进行排序时,不能将可能度矩阵化成模糊一致性矩阵.

换言之,模糊判断矩阵的排序方法不能应用于区间数

的排序,否则会得到不合理的排序结果.可能度矩阵

行求和法恰恰忽略了上述差异,并且在应用时还忽略

了可能度矩阵仅仅是模糊判断矩阵而非模糊一致性

矩阵这一重要信息, 例如, 设有 3个区间数 𝑎𝑖, 𝑎𝑗 , 𝑎𝑘,

假定 𝑝𝑖𝑘 = 𝑃 (𝑎𝑖 > 𝑎𝑘) = 0.7, 𝑝𝑘𝑗 = 𝑃 (𝑎𝑘 > 𝑎𝑗) = 0.9,

如果可能度矩阵为模糊一致性矩阵,则 𝑝𝑖𝑗 = 𝑃 (𝑎𝑖 >

𝑎𝑗) = 0.7 + 0.9 − 0.5 = 1.1 > 1,不满足要求. 这说明

可能度矩阵不一定是模糊一致性矩阵,因而不能以定

理 1作为可能度矩阵排序法的理论依据.

遗憾的是, 很多学者忽视了上述可能出现的情

况, 并将定理 1的结论很自然地推广到可能度矩阵,

有的甚至将其以定理的形式进行强调. 如文献 [6-7]

在建立可能度矩阵以后,强调可能度矩阵为模糊判断

矩阵,据此提出可用文献 [18]中关于模糊判断矩阵的

排序方法来求解可能度矩阵的排序向量, 并将其作

为可能度矩阵行求和法的理论基础.文献 [8]以定理

的形式给出了模糊判断矩阵转化为模糊一致性矩阵

的公式, 以及由模糊一致性矩阵求排序向量的方法

(见文献 [8]定理 3), 并在给出定理前特别强调 “该区

间数排序方法基于如下定理 ”. 文献 [9]不加证明地

给出以下结论并将其作为区间数排序的理论基础 (见

文献 [9]的性质 6): 设𝑃 = (𝑝𝑖𝑗)𝑛×𝑛是可能度矩阵,令

𝜆𝑖 =

𝑛∑
𝑗=1

𝑝𝑖𝑗(𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛),若 𝑝𝑘𝑙 ⩾ 0,则𝜆𝑘 ⩾ 𝜆𝑙.
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注 1 仍以前面讨论的 3个区间数为例, 由公式

10有𝑃 (𝑎3 > 𝑎2) = 0.02 > 0,但𝜆3 < 𝜆2,这说明文献

[9]的性质 6的结论是错误的.

3 改改改进进进的的的区区区间间间数数数排排排序序序方方方法法法

3.1 改改改进进进的的的排排排序序序方方方法法法及及及其其其理理理论论论依依依据据据

下面给出改进的基于可能度的区间数排序方法

及其计算步骤.

Step 1 假定需对一组区间数 𝑎1, 𝑎2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑎𝑛进
行排序,先对区间数进行两两比较, 求得相应的可能

度 𝑝𝑖𝑗 = 𝑃 (𝑎𝑖 > 𝑎𝑗)(𝑖, 𝑗 ∈ 𝐼), 建立可能度矩阵𝑃 =

(𝑝𝑖𝑗)𝑛×𝑛.

Step 2 构造布尔矩阵𝑄 = (𝑞𝑖𝑗)𝑛×𝑛, 称𝑄为区

间数 𝑎1, 𝑎2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑎𝑛的排序矩阵,其中

𝑞𝑖𝑗 =

⎧⎨⎩ 1, 𝑝𝑖𝑗 ⩾ 0.5;

0, 𝑝𝑖𝑗 < 0.5.
(12)

注 2 对于公式 10, 当 𝑝𝑖𝑗 ⩾ 0时, 𝑞𝑖𝑗 = 1; 当 𝑝𝑖𝑗

< 0时, 𝑞𝑖𝑗 = 0. 以下关于 𝑝𝑖𝑗和 𝑞𝑖𝑗的讨论均类似处

理,将不再特别说明.

Step 3 令𝜆′
𝑖 =

𝑛∑
𝑗=1

𝑞𝑖𝑗 ,得到排序向量𝜆′ = (𝜆′
1,

𝜆′
2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜆′

𝑛).

Step 4 根据𝜆′
𝑖的大小对区间数进行排序.

下面的定理为上述排序方法提供了理论依据.

定理 2 给定一组区间数 𝑎1, 𝑎2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑎𝑛, 设𝑃 =

(𝑝𝑖𝑗)𝑛×𝑛和𝑄 = (𝑞𝑖𝑗)𝑛×𝑛分别为其对应的可能度矩

阵和排序矩阵, 令𝜆′
𝑖 =

𝑛∑
𝑗=1

𝑞𝑖𝑗(𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛), 则𝜆′
𝑖

⩾ 𝜆′
𝑗 ⇔ 𝑝𝑖𝑗 ⩾ 0.5.

证证证明明明 先证 “⇒ ”. 若不然,有 𝑝𝑖𝑗 < 0.5. 由性质 2

可得, 对于任意 𝑘, 若 𝑝𝑖𝑘 ⩾ 0.5, 则必有 𝑝𝑗𝑘 ⩾ 0.5. 于

是,根据排序矩阵𝑄的定义,有𝜆′
𝑖 < 𝜆′

𝑗 ,与条件矛盾.

故 𝑝𝑖𝑗 ⩾ 0.5.

再证 “⇐ ”. 由性质 2可得, 对于任意 𝑘, 若 𝑝𝑗𝑘 ⩾
0.5,则必有 𝑝𝑖𝑘 ⩾ 0.5. 据此,有𝜆′

𝑖 ⩾ 𝜆′
𝑗 . □

3.2 与与与可可可能能能度度度矩矩矩阵阵阵行行行求求求和和和法法法的的的对对对比比比分分分析析析

下面利用排序矩阵𝑄对上述 3个区间数 𝑎1 =

[0, 8]、𝑎2 = [4.8, 9]、𝑎3 = [1, 13]进行排序,并以公式 1

为例来说明计算步骤.

Step 1:计算可能度并构造可能度矩阵,见式 (11).

Step 2: 构造排序矩阵

𝑄 =

⎡⎢⎣ 1 0 0

1 1 0

1 1 1

⎤⎥⎦ . (13)

Step 3: 计算排序向量,得𝜆′ = (1, 2, 3).

Step 4: 根据排序向量对区间数进行排序, 得 𝑎3

≻ 𝑎2 ≻ 𝑎1,排序结果与可能度的含义一致.

当对 4个区间数 𝑎1 = [0, 8]、𝑎2 = [4.8, 9]、𝑎3 =

[1, 13]和 𝑎4 = [10, 12]进行排序时,有

𝑃 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
0.50 0.262 3 0.35 0

0.737 7 0.50 0.493 8 0

0.65 0.506 2 0.50 0.214 3

1 1 0.785 7 0.50

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ , (14)

𝑄 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
1 0 0 0

1 1 0 0

1 1 1 0

1 1 1 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ . (15)

于是, 得到排序向量𝜆′ = (1, 2, 3, 4), 排序结果为 𝑎4

≻ 𝑎3 ≻ 𝑎2 ≻ 𝑎1, 与 3个区间数得到的排序结果不冲

突. 可知改进的排序方法满足保序性.

为了进一步对比分析改进的排序方法与可能度

行求和法,下面分别用这两个方法对其他几个公式得

到的可能度值进行排序. 仅以 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3的排序为例,

结果见表 2 (利用公式 8时,取 𝜌 = 2.718).关于 𝑎1, 𝑎2,

𝑎3, 𝑎4排序的讨论可类似进行.

表 2 两种排序方法对 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3的排序结果

公式 𝜆 排序结果 𝜆′ 排序结果

𝑃5 (0.95,1.81,1.74) 𝑎2 ≻ 𝑎3 ≻ 𝑎1 (1,2,3) 𝑎3 ≻ 𝑎2 ≻ 𝑎1

𝑃6 (0.87,1.84,1.79) 𝑎2 ≻ 𝑎3 ≻ 𝑎1 (1,2,3) 𝑎3 ≻ 𝑎2 ≻ 𝑎1

𝑃7 (0.91,1.84,1.74) 𝑎2 ≻ 𝑎3 ≻ 𝑎1 (1,2,3) 𝑎3 ≻ 𝑎2 ≻ 𝑎1

𝑃8 (1.32,1.60,1.57) 𝑎2 ≻ 𝑎3 ≻ 𝑎1 (1,2,3) 𝑎3 ≻ 𝑎2 ≻ 𝑎1

𝑃10 (−1.18,0.68,0.51) 𝑎2 ≻ 𝑎3 ≻ 𝑎1 (1,2,3) 𝑎3 ≻ 𝑎2 ≻ 𝑎1

由表 2可知, 对于所有的可能度公式, 基于布尔

矩阵的排序方法得到的结果都与可能度的含义一致.

这进一步验证了改进方法的科学性.

4 结结结 论论论

在区间数排序过程中,可能度可以反映一个区间

数大于另一个区间数的程度,是一种非常好的处理区

间数模糊信息的方法. 众多学者从不同角度构建了不

同形式的可能度公式,极大地丰富了这方面的研究内

容.但是,区间数的排序是两两比较的结果,两个区间

数之间的大小关系只与相互比较的可能度的大小有

关. 因此,利用可能度矩阵行求和法来对一组区间数

进行排序有一定的局限性,可能导出不合常理的排序

结果.考虑到此种方法简便易行且影响非常广泛,因

而有必要对其予以说明和改进. 本文利用可能度矩阵

构造布尔矩阵,并基于布尔矩阵给出一个改进的区间

数排序算法,并从理论上证明了这种方法的科学性.
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