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摘 要: 在互逆的分数阶累加生成算子和分数阶累减生成算子的基础上, 建立分数阶算子GM(1,1)模型, 均值

GM(1,1)模型是当 𝑟 = 1时的特例.给出分数阶算子GM(1,1)模型最小平均相对误差下最优阶数的粒子群优化算法.

多个验证实例表明,通过对阶数进行优化,分数阶算子GM(1,1)模型可具有比GM(1,1)、DGM(1,1)等模型更高的拟合

精度.
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GM(1,1) with optimized order based on mutual fractional operators
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Abstract: Based on the fractional order grey accumulating generation operator and reducing generation operator, the

fractional order grey prediction model is proposed. The even GM(1,1) is a special case of the fractional order grey prediction

model with 𝑟 = 1. Then the particle swarm optimization algorithm for the optimized fractional order of the minimum average

relative error is presented. The case study shows that the fractional order operator GM(1,1) with optimized order can achieve

better fitting precision than DGM(1,1), GM(1,1) and some other optimized GM(1,1) models.
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0 引引引 言言言

灰色预测模型研究的重点在于解决小样本以及

贫信息不确定性的问题, 已成为预测领域的一个重

要分支[1-2]. GM(1,1)模型作为灰色预测理论的基本

模型, 其建模方法研究一直非常活跃.研究人员先后

提出背景值优化法[4-5]、灰导数白化值优化法[6]、级

差格式优化法[7]、遗传算法优化参数法[8]、新陈代谢

建模法[9]、离散法[10]、级比优化法[11]、离散指数函数

优化法[12]、缓冲算子法[13]、背景值和边值修正优化

法[14]、区间灰数建模[15-16]等方法.此外, 文献 [17]也

系统地研究了GM(1,1)模型的几种基本形式和适用

范围.

这些优化方法的共同点都在于基于一阶累加生

成序列建模,再通过一阶累减还原得到预测值.文献

[18-19]研究了分数阶GM(1,1)模型的稳定性和求解

方法,但只是基于分数阶 (𝑟 ∈ (0, 1))累加生成序列建

模, 再一阶累减还原, 未研究分数阶累减生成算子和

阶数确定方法,在建模方法上受到了局限.

本文在分数阶累加生成算子和分数阶累减生成

算子的基础上给出分数阶算子GM(1,1)模型的建模

方法,并利用粒子群优化算法求解最小平均相对误差

的最优阶数.多个实例表明, 通过对累加生成序列的

阶数进行优化,分数阶算子GM(1,1)模型可具有更好

的拟合精度.
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1 分分分数数数阶阶阶累累累加加加与与与累累累减减减生生生成成成算算算子子子

定义 1[2] 设𝑋(0)= (𝑥(0)(1), 𝑥(0)(2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥(0)(𝑛))

为原始序列, 𝑋(1) = (𝑥(1)(1), 𝑥(1)(2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥(1)(𝑛))为

𝑋(0)的一阶累加生成序列,其中

𝑥(1)(𝑘) =

𝑘∑
𝑖=1

𝑥(0)(𝑖), 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛. (1)

定理 1[3] 设𝑋(0)= (𝑥(0)(1), 𝑥(0)(2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥(0)(𝑛))

为原始序列, 𝑟 ∈ 𝑅+, 𝑋(𝑟) = (𝑥(𝑟)(1), 𝑥(𝑟)(2), ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑥(𝑟)(𝑛))为𝑋(0)的 𝑟阶累加生成序列,其中

𝑥(𝑟)(𝑘) =

𝑘∑
𝑖=1

Γ (𝑟 + 𝑘 − 𝑖)

Γ (𝑘 − 𝑖+ 1)Γ (𝑟)
𝑥(0)(𝑖),

𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛. (2)

式 (2)的矩阵表达形式为

𝑥(𝑟)(𝑘) =[Γ (𝑟 + 𝑘 − 1)

Γ (𝑘)Γ (𝑟)
,
Γ (𝑟 + 𝑘 − 2)

Γ (𝑘 − 1)Γ (𝑟)
, ⋅ ⋅ ⋅ , Γ (𝑟)

Γ (1)Γ (𝑟)

]
×⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑥(0)(1)

𝑥(0)(2)
...

𝑥(0)(𝑘)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛. (3)

定义 2[2] 设𝑋(0)= (𝑥(0)(1), 𝑥(0)(2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥(0)(𝑛))

为原始序列, 并且𝑋(−1) = (𝑥(−1)(1), 𝑥(−1)(2), ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑥(−1)(𝑛))为𝑋(0)的一阶累减生成序列,其中

𝑥(−1)(𝑘) = 𝑥(0)(𝑘)− 𝑥(0)(𝑘 − 1),

𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛. (4)

定理 2[3] 设𝑋(0)= (𝑥(0)(1), 𝑥(0)(2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥(0)(𝑛))

为原始序列, 𝑟 ∈ 𝑅+, 𝑋(−𝑟) = (𝑥(−𝑟)(1), 𝑥(−𝑟)(2),

⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥(−𝑟)(𝑛))为𝑋(0)的 𝑟阶累减生成序列,其中

𝑥(−𝑟)(𝑘) =

𝑘−1∑
𝑖=0

(−1)
𝑖 Γ (𝑟 + 1)

Γ (𝑖+ 1)Γ (𝑟 − 𝑖+ 1)
𝑥(0)(𝑘 − 𝑖),

𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛. (5)

式 (5)的矩阵表达形式为

𝑥(−𝑟)(𝑘) =[ Γ (𝑟 + 1)

Γ (1)Γ (𝑟 + 1)
, ⋅ ⋅ ⋅ , (−1)

𝑘−1
Γ (𝑟 + 1)

Γ (𝑘)Γ (𝑟 − 𝑘 + 2)

]
×⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑥(0)(𝑘)

𝑥(0)(𝑘 − 1)
...

𝑥(0)(𝑟 − 𝑘 + 1)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛. (6)

定理 3[3] 设𝑋(0)= (𝑥(0)(1), 𝑥(0)(2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥(0)(𝑛))

为原始序列, 𝑟 ∈ 𝑅+, 𝑋(𝑟)是𝑋(0)的 𝑟阶累加生成序

列, 𝑋(−𝑟)是𝑋(0)的 𝑟阶累减生成序列, 𝑟阶累加生成

算子与 𝑟阶累减生成算子互为逆运算,即

𝑋(0) = (𝑋(𝑟))(−𝑟) = (𝑋(−𝑟))(𝑟). (7)

2 分分分数数数阶阶阶算算算子子子灰灰灰色色色GM(1,1)模模模型型型
定义 3 设𝑋(0)为原始序列, 𝑋(𝑟)如定理 1所示,

𝑍(𝑟) = (𝑧(𝑟)(2), 𝑧(𝑟)(3), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑧(𝑟)(𝑛)),其中
𝑧(𝑟)(𝑘) =

𝑥(𝑟)(𝑘) + 𝑥(𝑟)(𝑘 − 1)

2
,

𝑘 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛, (8)

则称

𝑥(𝑟−1)(𝑘) + 𝑎𝑧(𝑟)(𝑘) = 𝑏 (9)

为分数阶算子GM(1,1)模型.

特别地, 当 𝑟 = 1时, 𝑥(𝑟−1)(𝑘) + 𝑎𝑧(𝑟)(𝑘) = 𝑏变

为𝑥(0)(𝑘) + 𝑎𝑧(1)(𝑘) = 𝑏,即此时该模型为均值GM(1,

1)模型.

定理 4 设𝑋(0) = (𝑥(0)(1), 𝑥(0)(2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥(0)(𝑛))

为原始序列, 𝑟 ∈ 𝑅+, 变量𝑋(𝑟)、𝑋(−𝑟)、𝑍(𝑟)分别如

定理 1、定理 2和定义 3所示, 分数阶算子GM(1,1)模

型𝑥(𝑟−1)(𝑘) + 𝑎𝑧(𝑟)(𝑘) = 𝑏中的参数向量 𝑎̂ = [𝑎,

𝑏]T可以运用最小二乘法估计,即

𝑎̂ = (𝐵T𝐵)−1𝐵T𝑌, (10)

其中𝑌 , 𝐵分别为

𝑌 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑥(𝑟−1)(2)

𝑥(𝑟−1)(3)
...

𝑥(𝑟−1)(𝑛)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , 𝐵 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−𝑧(𝑟)(2) 1

−𝑧(𝑟)(3) 1
...

...

−𝑧(𝑟)(𝑛) 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ . (11)

因为

𝑥(𝑟−1)(𝑘) =

𝑥(𝑟)(𝑘)− 𝑥(𝑟)(𝑘 − 1) =

𝑘∑
𝑖=1

Γ (𝑟 + 𝑘 − 𝑖)

Γ (𝑘 − 𝑖+ 1)Γ (𝑟)
𝑥(0)(𝑖)−

𝑘−1∑
𝑖=1

Γ (𝑟 + 𝑘 − 𝑖− 1)

Γ (𝑘 − 𝑖)Γ (𝑟)
𝑥(0)(𝑖),

𝑘 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛,
所以

𝑧(𝑟)(𝑘) =

𝑘∑
𝑖=1

Γ (𝑟 + 𝑘 − 𝑖)

Γ (𝑘 − 𝑖+ 1)Γ (𝑟)
𝑥(0)(𝑖)

2
+

𝑘−1∑
𝑖=1

Γ (𝑟 + 𝑘 − 𝑖)

Γ (𝑘 − 𝑖+ 1)Γ (𝑟)
𝑥(0)(𝑖)

2
,

𝑘 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛,
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𝑌 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

2∑
𝑖=1

Γ (𝑟 + 2− 𝑖)

Γ (2− 𝑖+ 1)Γ (𝑟)
𝑥(0)(𝑖)−

1∑
𝑖=1

Γ (𝑟 + 2− 1− 𝑖)

Γ (2− 𝑖)Γ (𝑟)
𝑥(0)(𝑖)

3∑
𝑖=1

Γ (𝑟 + 3− 𝑖)

Γ (3− 𝑖+ 1)Γ (𝑟)
𝑥(0)(𝑖)−

2∑
𝑖=1

Γ (𝑟 + 3− 1− 𝑖)

Γ (3− 𝑖)Γ (𝑟)
𝑥(0)(𝑖)

...
𝑛∑

𝑖=1

Γ (𝑟 + 𝑛− 𝑖)

Γ (𝑛− 𝑖+ 1)Γ (𝑟)
𝑥(0)(𝑖)−

𝑛−1∑
𝑖=1

Γ (𝑟 + 𝑛− 1− 𝑖)

Γ (𝑛− 𝑖)Γ (𝑟)
𝑥(0)(𝑖)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

(𝑟 − 1)𝑥(0)(1) + 𝑥(0)(2)
𝑟(𝑟 − 1)

2
𝑥(0)(1) + (𝑟 − 1)𝑥(0)(2) + 𝑥(0)(3) + ⋅ ⋅ ⋅

...
𝑛∑

𝑖=1

Γ (𝑟 + 𝑛− 𝑖)

Γ (𝑛− 𝑖+ 1)Γ (𝑟)
𝑥(0)(𝑖)−

𝑛−1∑
𝑖=1

Γ (𝑟 + 𝑛− 1− 𝑖)

Γ (𝑛− 𝑖)Γ (𝑟)
𝑥(0)(𝑖)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

𝐵 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−𝑥(𝑟)(1) + 𝑥(𝑟)(2)

2
1

−𝑥(𝑟)(2) + 𝑥(𝑟)(3)

2
1

...
...

−𝑥(𝑟)(𝑛− 1) + 𝑥(𝑟)(𝑛)

2
1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−1

2

[ 2∑
𝑖=1

Γ (𝑟 + 2− 𝑖)

Γ (2− 𝑖+ 1)Γ (𝑟)
𝑥(0)(𝑖) +

1∑
𝑖=1

Γ (𝑟 + 1− 𝑖)

Γ (1− 𝑖+ 1)Γ (𝑟)
𝑥(0)(𝑖)

]
1

−1

2

[ 3∑
𝑖=1

Γ (𝑟 + 3− 𝑖)

Γ (3− 𝑖+ 1)Γ (𝑟)
𝑥(0)(𝑖) +

2∑
𝑖=1

Γ (𝑟 + 2− 𝑖)

Γ (2− 𝑖+ 1)Γ (𝑟)
𝑥(0)(𝑖)

]
1

...
...

−1

2

[ 𝑛∑
𝑖=1

Γ (𝑟 + 𝑛− 𝑖)

Γ (𝑛− 𝑖+ 1)Γ (𝑟)
𝑥(0)(𝑖) +

𝑛−1∑
𝑖=1

Γ (𝑟 + 𝑛− 1− 𝑖)

Γ (𝑛− 1− 𝑖+ 1)Γ (𝑟)
𝑥(0)(𝑖)

]
1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−1

2

[
(𝑟 + 1)𝑥(0)(1) + 𝑥(0)(2)

]
1

−1

2

[𝑟(𝑟 + 3)

2
𝑥(0)(1) + (𝑟 + 1)𝑥(0)(2) + 𝑥(0)(3)

]
1

...
...

−1

2

[ 𝑛∑
𝑖=1

Γ (𝑟 + 𝑛− 𝑖)

Γ (𝑛− 𝑖+ 1)Γ (𝑟)
𝑥(0)(𝑖) +

𝑛−1∑
𝑖=1

Γ (𝑟 + 𝑛− 𝑖)

Γ (𝑛− 𝑖+ 1)Γ (𝑟)
𝑥(0)(𝑖)

]
1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

定义 4 称

d𝑥(𝑟)

d𝑡
+ 𝑎𝑥(𝑟) = 𝑏 (12)

为分数阶算子GM(1,1)模型𝑥(𝑟−1)(𝑘) + 𝑎𝑧(𝑟)(𝑘) = 𝑏

的白化微分方程.

定理 5 设𝐵、𝑌 、̂𝑎如定理 4所述,则满足如下 3

个条件:

1) 分数阶算子GM(1,1)模型的白化微分方程
d𝑥(𝑟)

d𝑡
+ 𝑎𝑥(𝑟) = 𝑏的解,即时间响应函数为

𝑥̂(𝑟)(𝑡) =
(
𝑥(𝑟)(1)− 𝑏

𝑎

)
e−𝑎𝑡 +

𝑏

𝑎
; (13)

2)分数阶算子GM(1,1)模型𝑥(𝑟−1)(𝑘) + 𝑎𝑧(𝑟)(𝑘)

= 𝑏的时间响应序列为

𝑥̂(𝑟)(𝑘) =
(
𝑥(0)(1)− 𝑏

𝑎

)
e−𝑎(𝑘−1) +

𝑏

𝑎
,

𝑘 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛; (14)

3)还原值为

𝑥̂(0)(𝑘) = (𝑥̂
(𝑟)

)(−𝑟)(𝑘) =

𝑘−1∑
𝑖=0

(−1)
𝑖 Γ (𝑟 + 1)

Γ (𝑖+ 1)Γ (𝑟 − 𝑖+ 1)
𝑥̂(𝑟)(𝑘 − 𝑖),

𝑘 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛, 𝑥̂(0)(1) = 𝑥(0)(1). (15)

3 阶阶阶数数数优优优化化化粒粒粒子子子群群群算算算法法法

粒子群优化算法 (PSO)是Eberhart和Kennedy于

1995年提出的一种全局优化进化算法[20], 其基本思
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想源于对鸟群觅食行为的研究. PSO算法具有概念简

单、需要调整参数不多、易于编程实现等优点, 已广

泛应用于函数优化和神经网络训练等领域[21].

针对粒子群优化算法存在的早熟收敛现象, 文

献 [22]提出了基于群体适应度方差自适应变异的粒

子群优化算法, 可显著提高全局收敛性能.最小平均

相对误差下分数阶算子GM(1,1)模型的最优阶数在

于求解如下最优化问题:

min 𝑓(𝑟) =
1

𝑛− 1

𝑛∑
𝑘=2

∣𝑥(0)(𝑘)− 𝑥̂
(0)

(𝑘)∣
𝑥(0)(𝑘)

, 𝑟 ∈ 𝑅+.

(16)

最优阶数的自适应变异粒子群优化算法计算流

程如下.

Step 1:随机初始化粒子群中粒子的位置和速度,

可取 pBest = 1,即均值GM(1,1)模型.

Step 2:将粒子中的 pBest设置为当前位置, gBest

设置为初始群体中最佳粒子的位置.

Step 3: 计算分数阶算子GM(1,1)模型在 𝑟 =

pBest时的平均相对误差:

1)计算原始序列𝑋(0)的 𝑟阶累加生成序列𝑋(𝑟);

2)对𝑋(𝑟)作紧邻均值生成序列𝑍(𝑟);

3)计算𝑋(𝑟)的一阶累减生成序列𝑋(𝑟−1);

4)求解参数 𝑎̂ = [𝑎, 𝑏]T;

5)确定 𝑥̂(𝑟)(𝑘)的时间响应式;

6)计算𝑋(𝑟)的模拟值;

7)还原求出𝑋(0)的模拟值;

8)计算平均相对误差 𝑓(pBest);

9) 判断 ∣𝑓(pBest)− 𝑓(gBest)∣是否小于给定收
敛值,如果满足,则转向Step 9,否则执行Step 4.

Step 4:对于所有粒子,执行如下操作:

1)更新粒子的位置和速度

𝑉 = 𝜔 × 𝑉 + 𝑐1 × rand× (pBest− Present)+

𝑐2 × rand× (gBest− Present),

Present = Present + 𝑉,

𝜔 = 𝜔max − run× (𝜔max − 𝜔min)

runMax
;

2)如果粒子的适应度优于 pBest的适应度,则将

pBest设置为新位置;

3)如果粒子的适应度优于 gBest的适应度,则将

gBest设置为新位置.

Step 5:计算群体适应度方差𝜎2和 𝑓(gBest),令

𝜎2 =

𝑛∑
𝑖=1

(𝑓𝑖 − 𝑓avg
𝑓

)2

;

𝑓 =

⎧⎨⎩ max{∣𝑓𝑖 − 𝑓avg∣}, max{∣𝑓𝑖 − 𝑓avg∣} > 1;

1, others.

Step 6:计算变异概率

𝑝𝑚 =

⎧⎨⎩ 𝑘, 𝜎2 < 𝜎2
𝑑 and 𝑓(gBest) > 𝑓𝑑;

0, others.

Step 7:产生随机数 𝜀 ∈ [0, 1], 如果 𝜀 < 𝑝𝑚, 则按

式 gBest𝑘 = gBest𝑘 × (1 + 0.5 × 𝜂)执行变异操作,否

则转向Step 8.

Step 8: 判断算法收敛准则是否满足, 如果满足,

则执行Step 9,否则转向 Step 3.

Step 9:输出 gBest,即 𝑟最优取值,输出 𝑟 = gBest

的分数阶算子GM(1,1)模型的预测值 𝑥̂(0)(𝑘)、相对误

差Δ𝑘和平均相对误差Δ,算法运行结束.

4 实实实例例例比比比较较较

例例例 1 文献 [8]提出了遗传算法优化背景值参

数和边值, 通过我国 1991∼ 1997年电子器件产品产

值建立遗传算法优化GM(1,1)模型,预测 1998年电子

器件产品产值.文献 [8]模型的误差平方和高于文献

[7]的GM𝑃 (1,1)模型和灰色Logistic II模型的误差平

方和,但平均相对误差低于后两个模型, 1998年预测

值精度介于后两个模型之间.本文通过粒子群优化

算法可知,分数阶算子GM(1,1)模型在 𝑟 = 0.514时具

有最小平均相对误差, 即为 4.535%, 误差平方和为

685.1. 1998年的预测误差为 0.065%, 拟合精度和

预测精度均高于文献 [7]、文献 [8]、DGM(1,1)、均值

GM(1,1)模型结果.原始数据见表 1,模拟预测结果比

较见表 2.
表 1 中国电子器件产品产值[8] 亿元

年份 1991 1992 1993 1994 1995 1996 1997 1998

𝑥(0)(𝑘) 112 128 170 257 312 382 480 597

表 2 中国电子器件产品产值数据模拟和预测结果

1991∼ 1997年模拟值 1998年预测值
方法

误差平方和 Δ /% 预测值 相对误差 /%

文献 [7] GM𝑃 (1,1) 1 174.9 4.946 625.368 −4.75

文献 [7] Logistic II 931.0 4.636 593.866 0.53

文献 [8]模型 1 523.2 4.594 615.950 −3.17

DGM(1,1)模型 1 234.2 6.343 628.177 −5.22

𝑟 = 1 1 166.9 5.974 620.685 −3.97

𝑟 = 0.514 685.1 4.535 596.615 0.065

例例例 2 文献 [11]提出了基于级比优化的广义

GM(1,1)模型, 对我国 2000∼ 2007年的GDP数据进

行了拟合和预测分析,并与微分GM(1,1)模型和差分

GM(1,1)模型进行比较,级比优化模型具有较高的拟

合和预测精度.本文通过粒子群优化算法可知, 分

数阶算子GM(1,1)模型在 𝑟 = 1.173时具有最小平均

相对误差, 即为 0.51%, 精度显著高于文献 [11]模型

的 1.48%、DGM(1,1)模型的 1.99%和均值GM(1,1)模

型的 1.42%,结果比较见表 3.
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表 3 我国GDP数据模拟误差表

GDP /亿元 DGM(1,1)模型 文献 [11]模型 𝑟 = 1 𝑟 = 1.173
年份

𝑥(0)(𝑘) 𝑥̂(0)(𝑘) Δ𝑘 /% 𝑥̂(0)(𝑘) Δ𝑘 /% 𝑥̂(0)(𝑘) Δ𝑘 /% 𝑥̂(0)(𝑘) Δ𝑘 /%

2000 99 214.6

2001 109 655.2 104 351.6 4.84 108 326.3 1.21 104 142.7 5.03 109 651.2 0

2002 120 332.7 120 397.1 0.05 123 645.1 2.75 120 131.5 0.17 120 211 0.1

2003 135 822.8 138 909.8 2.27 141 130.3 3.91 138 574.9 2.03 136 433.7 0.45

2004 159 878.3 160 269 0.24 161 088.1 0.76 159 850.0 0.02 157 074.5 1.75

2005 183 217.4 184 912.5 0.93 183 868.2 0.36 184 391.3 0.64 182 211.5 0.55

2006 211 923.5 213 345.2 0.67 209 869.7 0.97 212 700.4 0.37 212 324.7 0.19

2007 249 529.9 246 149.9 1.35 239 548.3 4.00 245 355.6 1.67 248 126 0.56

平均相对误差Δ /% 1.48 1.99 1.42 0.51

表 4 江苏省财政科技投入数据模拟误差表

投入 /亿元 DGM(1,1)模型 文献 [12]模型 𝑟 = 1 𝑟 = 1.243
年份

𝑥(0)(𝑘) 𝑥̂(0)(𝑘) Δ𝑘 /% 𝑥̂(0)(𝑘) Δ𝑘 /% 𝑥̂(0)(𝑘) Δ𝑘 /% 𝑥̂(0)(𝑘) Δ𝑘 /%

1997 8.21

1998 9.52 8.78 7.75 9.12 4.20 8.75 8.08 9.52 0.02

1999 10.51 10.53 0.15 10.83 3.04 10.48 0.25 10.55 0.37

2000 12.72 12.61 0.83 12.88 1.26 12.56 1.26 12.34 2.96

2001 14.84 15.12 1.87 15.30 3.10 15.05 1.39 14.74 0.70

2002 17.89 18.12 1.28 18.19 1.68 18.03 0.76 7.77 0.70

2003 21.22 21.71 2.33 21.62 1.89 21.60 1.77 21.54 1.49

2004 26.79 26.02 2.86 25.69 4.11 25.87 3.42 26.20 2.21

平均相对误差Δ /% 2.44 2.75 2.42 1.21

例例例 3 文献 [12]提出了基于离散指数函数优化

的GM(1,1)模型, 以江苏省 1997∼ 2004年财政科技

投入数据来验证模型,可以得出模拟和预测精度高于

原始GM(1,1)模型和文献 [5]中背景值优化模型.本

文通过粒子群优化算法可知,分数阶算子GM(1,1)模

型在 𝑟 = 1.243时具有最小平均相对误差, 即 1.21%,

拟合精度高于文献 [12]、DGM(1,1)和均值GM(1,1)

三个模型的结果,结果比较见表 4.

5 结结结 论论论

在分数阶累加生成算子和分数阶累减生成算

子的基础上, 建立分数阶算子GM(1,1)模型.按照平

均相对误差最小原理给出分数阶算子GM(1,1)模

型阶数 𝑟取值的粒子群优化算法.多个实例结果表

明, 均值GM(1,1)模型作为分数阶算子GM(1,1)模型

在 𝑟 = 1时的特例,在很多情况下都不具有最小平均

相对误差.通过粒子群优化算法求解平均相对误差最

小时的最优阶数,分数阶算子GM(1,1)模型可取得比

DGM(1,1)、均值GM(1,1)和算例文献中各优化模型

更高的拟合精度.通过对原始序列的累加生成序列阶

数进行优化可以提高GM(1,1)模型的拟合精度,从而

扩大GM(1,1)模型的应用范围.
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