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摘 要: 针对具有执行器故障和外界扰动的线性重复过程,给出一种鲁棒迭代学习容错控制策略.首先,基于二维

(2D)系统理论,设计鲁棒迭代学习容错控制器,将迭代学习控制系统等效转化为 2D模型;然后,利用线性矩阵不等

式 (LMI)技术,分析和优化控制系统在时间和迭代方向上的容错性能以及对干扰的抑制性能,同时给出系统满足这

些性能的充分条件,并进一步通过求解LMI凸优化问题获得控制器参数;最后,通过对旋转控制系统的仿真结果验

证了所提出算法的有效性.
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Abstract: A robust iterative learning fault-tolerant control scheme is proposed for linear processes with actuator faults

and external disturbances. Firstly, the robust iterative learning fault-tolerant controller is designed based on the two

dimension(2D) system theory, and the iterative learning control system is transformed to an equivalent two dimensional

model. Then the fault-tolerant performance along both time and cycle directions and disturbance rejection performance of

the controlled system is analyzed and optimized by using linear matrix inequality(LMI) technique. Meanwhile, the sufficient

conditions for the system to satisfy these performances are given, and the controller parameters are derived from the LMI

convex optimization problems further. Finally, the simulation results of the rotational control system show the effectiveness

of the proposed method.
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0 引引引 言言言

迭代学习控制利用系统先前较少的控制经验和

输出误差来修正当前控制信息,以实现重复运行系统

在有限时间区间上对期望轨迹的任意精度跟踪[1-2].

重复过程的迭代学习控制系统通常可视作时间轴和

批次轴上的二维 (2D)重复过程.近年来, 基于 2D系

统理论的迭代学习控制分析和设计受到了广泛关

注[3-6].文献 [3]基于 2D方法对线性连续重复系统设

计了 PD型迭代学习控制算法, 并得到了系统精确跟

踪控制的充分条件;文献 [4]结合离散过程的稳定性

理论,设计了迭代学习控制器, 使得系统的输出误差

单调收敛且批次轴方向上的性能随重复过程逐渐提

高;为了使重复系统在时间和批次方向上的性能同时

得到优化,文献 [5-6]针对不确定性 2D系统设计了很

好的控制架构,提出了鲁棒迭代学习的平衡优化算法,

实现了重复系统在两个方向上的稳定鲁棒性.

然而, 不可忽视的是由于重复系统的执行器在

迭代学习控制过程中通常是高频往复动作,极易产生

执行器机械疲劳和损耗,导致执行器故障影响控制性

能和安全. 因此,设计容错控制器对故障系统采取有

收稿日期: 2015-03-05；修回日期: 2015-05-25.

基金项目: 国家自然科学基金项目 (61273070, 61203092)；高等学校学科创新引智计划项目 (B12018)；江苏高校优势

学科建设工程项目.
作者简介: 陶洪峰 (1979−),男,副教授,从事故障检测与容错控制等研究；邹伟 (1989−),男,硕士生,从事迭代学习控

制理论及应用的研究.



824 控 制 与 决 策 第 31 卷

效的校正措施显得尤为必要. 文献 [7-8]针对线性重

复过程的执行器故障,将 2D系统转化二维 F-M模型,

设计了迭代学习容错控制律以保证系统在正常或故

障情形下的控制性能.但是, 该容错控制律设计并未

同时考虑系统输入和输出端的扰动影响.此外, 优化

2D系统的控制效果需要同时考虑时间轴和批次轴上

的容错性能,以进一步提高系统的跟踪性能.

本文针对受执行器故障和外界扰动影响的线性

重复过程, 基于 2D Roesser系统理论设计相应的批

次容错控制器, 以LMI的形式给出确保系统在时间

轴和批次轴两个方向上单调收敛, 并满足未知扰动

𝐻∞鲁棒性能的充分条件,平衡优化了系统的鲁棒容

错性能.最后通过对旋转控制系统的仿真实验验证了

本文算法的有效性.

1 问问问题题题描描描述述述

考虑如下线性重复过程:⎧⎨⎩
𝑥(𝑡+ 1, 𝑘) = 𝐴𝑥(𝑡, 𝑘) +𝐵𝑢(𝑡, 𝑘) + 𝐸𝑤(𝑡, 𝑘),

𝑦(𝑡, 𝑘) = 𝐶𝑥(𝑡, 𝑘) + 𝐹𝜂(𝑡, 𝑘),

𝑥(0, 𝑘) = 𝑥0,𝑘,

𝑡 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑇, 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ . (1)

其中: 𝑘为迭代批次; 𝑥(𝑡, 𝑘) ∈ 𝑅𝑛, 𝑢(𝑡) ∈ 𝑅𝑚, 𝑦(𝑡) ∈
𝑅𝑙分别表示系统在第 𝑘次第 𝑡时刻的状态、输入和

输出; 𝑥0,𝑘表示系统在第 𝑘次的初始条件; 𝑤(𝑡, 𝑘)和

𝜂(𝑡, 𝑘)为系统状态端和输出端的未知扰动; 𝐴, 𝐵, 𝐶,

𝐸和𝐹 为相应维数的已知常数矩阵.

对于控制输入𝑢𝑖(𝑡, 𝑘),令𝑢𝐹
𝑖 (𝑡, 𝑘)表示执行器故

障的输出信号,定义执行器故障模型[9]

𝑢𝐹
𝑖 (𝑡, 𝑘) = Γ𝑖𝑢𝑖(𝑡, 𝑘), 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚. (2)

其中Γ𝑖未知,满足

0 ⩽ Γ 𝑖 ⩽ Γ𝑖 ⩽ Γ̄𝑖, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚. (3)

若Γ𝑖 = 1 ,则执行器正常, 𝑢𝐹
𝑖 = 𝑢𝑖;若Γ𝑖 = 0,则为完

全失效故障;若 0 < Γ𝑖 < 1,则为部分失效故障. 记

𝑢𝐹 = diag
{
𝑢𝐹

1
, 𝑢𝐹

2
, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑢𝐹

𝑚

}
,

Γ̄ = diag
{
Γ̄1, Γ̄2, ⋅ ⋅ ⋅ , Γ̄𝑚

}
,

Γ = diag {Γ 1,Γ 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,Γ𝑚} ,
Γ = diag {Γ1,Γ2, ⋅ ⋅ ⋅ ,Γ𝑚} . (4)

同时定义

𝑞 = diag {𝑞1, 𝑞2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑞𝑚} ,
𝑞0 = diag {𝑞10, 𝑞20, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑞𝑚0} ,
𝑞𝑖 =

(Γ̄𝑖 + Γ 𝑖)

2
,

𝑞𝑖0 =
Γ̄𝑖 − Γ 𝑖

Γ̄𝑖 + Γ 𝑖

. (5)

因此对于未知矩阵Γ0, Γ可进一步表示为

Γ = (𝐼 + Γ0)𝑞, (6)

并且

∣Γ0∣ ⩽ 𝑞0 ⩽ 𝐼. (7)

其中

Γ0 = diag {Γ01,Γ02, ⋅ ⋅ ⋅ ,Γ0𝑚} ,
∣Γ0∣ = diag {∣Γ01∣ , ∣Γ02∣ , ⋅ ⋅ ⋅ , ∣Γ0𝑚∣} ,
Γ0𝑖 = (Γ𝑖 − 𝑞𝑖)/𝑞𝑖.

进而,执行器故障线性重复过程可描述如下:⎧⎨⎩
𝑥(𝑡+ 1, 𝑘) = 𝐴𝑥(𝑡, 𝑘) +𝐵Γ𝑢(𝑡, 𝑘) + 𝐸𝑤(𝑡, 𝑘),

𝑦(𝑡, 𝑘) = 𝐶𝑥(𝑡, 𝑘) + 𝐹𝜂(𝑡, 𝑘),

𝑥(0, 𝑘) = 𝑥0,𝑘,

𝑡 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑇, 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ . (8)

因此, 本文的控制目标为执行器故障系统 (8)在容错

控制作用下,使各个批次的系统输出 𝑦(𝑡, 𝑘)能够跟踪

上期望轨迹 𝑦𝑑(𝑡),并通过鲁棒技术有效抑制外部扰动

的影响.

2 鲁鲁鲁棒棒棒迭迭迭代代代学学学习习习容容容错错错控控控制制制

2.1 等等等价价价二二二维维维模模模型型型

基于系统 (8), 定义跟踪误差 𝑒(𝑡, 𝑘) = 𝑦𝑑(𝑡) −
𝑦(𝑡, 𝑘),设计鲁棒迭代学习容错控制律

𝑢(𝑡, 𝑘 + 1) =𝑢(𝑡, 𝑘) +𝐾1(𝑥(𝑡, 𝑘 + 1)− 𝑥(𝑡, 𝑘))+

𝐾2𝑒(𝑡+ 1, 𝑘), (9)

其中𝐾1和𝐾2为待定增益矩阵.

在批次轴上定义算子

𝛿𝑓(𝑡, 𝑘) = 𝑓(𝑡, 𝑘)− 𝑓(𝑡, 𝑘 − 1), 𝑓 ∈ {𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑤, 𝜂},
(10)

可得系统 (8)的 2D模型为[
𝛿𝑥(𝑡+ 1, 𝑘)

𝑒(𝑡+ 1, 𝑘)

]
= (𝐴+ 𝐵̄Γ𝐾)

[
𝛿𝑥(𝑡, 𝑘)

𝑒(𝑡+ 1, 𝑘 − 1)

]
+

𝐷𝛿𝑊 (𝑡, 𝑘),

𝑧(𝑡, 𝑘) = 𝐺

[
𝛿𝑥(𝑡, 𝑘)

𝑒(𝑡+ 1, 𝑘 − 1)

]
. (11)

其中

𝐴 =

[
𝐴 0

−𝐶𝐴 𝐼

]
, 𝐵̄ =

[
𝐵

−𝐶𝐵

]
,

𝐷 =

[
𝐸 0

−𝐶𝐸 −𝐹

]
, 𝑊 (𝑡, 𝑘) =

[
𝑤(𝑡, 𝑘)

𝜂(𝑡+ 1, 𝑘)

]
,

𝐾 = [𝐾1 𝐾2], 𝐺 = [0 𝐼].

2.2 2D容容容错错错性性性能能能

设

𝑥(𝑖, 𝑗) =

[
𝑥𝑇 (𝑖+ 1, 𝑗)

𝑥𝐾(𝑖, 𝑗 + 1)

]
=

[
𝛿𝑥(𝑡+ 1, 𝑘)

𝑒(𝑡+ 1, 𝑘)

]
,
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即系统状态变量在时间和批次两个轴 (𝑇 轴和𝐾轴)

方向上演化, 边界条件𝑥𝑇 (0, 𝑗)和𝑥𝐾(𝑖, 0)分别称为

𝑇 -界和𝐾-界, 在此基础上定义以下二维系统容错性

能[6,8].

定定定义义义 1 对于标量 𝛾 > 0, 如果 2D系统 (11)鲁

棒稳定,并且对于零界条件和任意非零外部扰动 𝛿𝑊

∈ ℓ2𝑒,即

∥𝛿𝑊∥2𝑒 =
√√√⎷ 𝑁1∑

𝑡=0

𝑁2∑
𝑘=0

∥𝛿𝑊 (𝑡, 𝑘)∥2 < ∞,

系统被控输出满足

∥𝑧∥2𝑒 < 𝛾 ∥𝛿𝑊∥2𝑒 , (12)

则称该系统具有𝐻∞鲁棒性能, 𝛾表示输出对干扰的

敏感界, 𝛾的值越小,表明系统的抗干扰性越强.

定定定义义义 2 如果存在函数𝑉 (⋅)和标量 0 < 𝜌 < 1

满足:

1)对于 ∀𝑥 ∈ 𝑅𝑛,有𝑉 (𝑥) ⩾ 0,并且𝑉 (𝑥) = 0 ↔
𝑥 = 0;

2)当 ∥𝑥∥ → ∞时,有𝑉 (𝑥) → ∞;

3)对于任意有界的边界条件和任意可容许的执

行器故障,有∑
𝑖+𝑗=𝐼0+𝐽0+𝑘+1,

𝐼0⩽𝑖⩽𝐼0+𝑖,
𝐽0⩽𝑗⩽𝐽0+𝑖

𝑉 (𝑥(𝑖, 𝑗)) < 𝜌
∑

𝑖+𝑗=𝐼0+𝐽0+𝑘,
𝐼0⩽𝑖⩽𝐼0+𝑖,
𝐽0⩽𝑗⩽𝐽0+𝑖

𝑉 (𝑥(𝑖, 𝑗)).

(13)

则满足式 (13)最小的 𝜌为系统 (11)的二维收敛指标

(2D-CI).

定定定义义义 3 如果存在函数𝑉 (⋅)和标量 0 < 𝛼 < 1

满足:

1)对于 ∀𝑥 ∈ 𝑅𝑛,有𝑉 (𝑥) ⩾ 0,并且𝑉 (𝑥) = 0 ↔
𝑥 = 0;

2)当 ∥𝑥∥ → ∞时,有𝑉 (𝑥) → ∞;

3) 假设𝐾-界条件𝑥𝐾(𝑖, 0)为零, 对于任意𝑇 -界

条件𝑥𝑇 (0, 𝑗),任意整数 𝑘 > 0和任意可容许执行器故

障,有
𝑘∑

𝑗=0

𝑉 (𝑥𝑇 (𝑖+ 1, 𝑗)) < 𝛼

𝑘∑
𝑗=0

𝑉 (𝑥𝑇 (𝑖, 𝑗)), ∀𝑖 > 0.

(14)

则满足式 (14)的最小𝛼为系统 (11)的𝑇 容错指标 (𝑇 -

CI).

定定定义义义 4 如果存在函数𝑉 (⋅)和标量 0 < 𝛽 < 1

满足:

1)对于 ∀𝑥 ∈ 𝑅𝑛,有𝑉 (𝑥) ⩾ 0,并且𝑉 (𝑥) = 0 ↔
𝑥 = 0;

2)当 ∥𝑥∥ → ∞时,有𝑉 (𝑥) → ∞;

3) 假设𝑇 -界条件𝑥𝑇 (0, 𝑗)为零, 对于任意𝐾 -界

条件𝑥𝐾(𝑖, 0),任意整数 𝑘 > 0和任意可容许执行器故

障下,有
𝑘∑

𝑖=0

𝑉 (𝑥𝐾(𝑖, 𝑗 + 1)) < 𝛽

𝑘∑
𝑖=0

𝑉 (𝑥𝐾(𝑖, 𝑗)), ∀𝑗 > 0.

(15)

则满足式 (15)的最小 𝛽为系统 (11)的𝐾容错指标

(𝐾-CI).

2.3 容容容错错错控控控制制制器器器设设设计计计

引引引理理理 1 [10] 假设𝑊、𝐿和𝑉 为给定适维矩阵,

且𝑊 和𝑉 为正定矩阵,则𝐿T𝑉 𝐿−𝑊 < 0等价于[
−𝑊 𝐿T

𝐿 −𝑉 −1

]
< 0, (16)

或者 [
−𝑉 −1 𝐿

𝐿T −𝑊

]
< 0. (17)

引引引理理理 2 [11] 给定合适维数的矩阵𝑄 = 𝑄T,

𝑋和𝑌 对于任意满足ΔTΔ ⩽ 𝐼的矩阵

𝑄+𝑋Δ𝑌 + 𝑌 TΔT𝑋T < 0 (18)

成立的充分必要条件是: 存在 𝜀 > 0,使得

𝑄+ 𝜀𝑋𝑋T + 𝜀−1𝑌 T𝑌 < 0. (19)

定定定理理理 1 对于任意标量 𝛾 > 0, 𝜀 > 0和 0 < 𝛼,

𝛽 < 1,如果存在正定矩阵𝑄和矩阵𝑅使线性矩阵不

等式

Φ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−𝑄 (𝛼, 𝛽) ∗ ∗ ∗ ∗
0 −𝛾𝐼 ∗ ∗ ∗
𝐻 𝐷 −𝑄 ∗ ∗
𝑀 0 0 −𝛾𝐼 ∗
𝑁1 0 𝑁2 0 −𝜀𝐼

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
< 0

成立. 其中

𝑄(𝛼, 𝛽) = diag{𝛼𝑄𝑇 , 𝛽𝑄𝐾},
𝑀 = [0 𝑄𝐾 ], 𝑅 = [𝑅1 𝑅2] = [𝐾1𝑄𝑇 𝐾2𝑄𝐾 ],

𝑁1 =

[
0

𝑞𝑅

]
, 𝑁2 =

[
𝜀𝑞0𝐵

T −𝜀𝑞0(𝐶𝐵)T

0 0

]
,

𝐻 =

[
𝐴𝑄𝑇 +𝐵𝑞𝑅1 𝐵𝑞𝑅2

−𝐶𝐴𝑄𝑇 − 𝐶𝐵𝑞𝑅1 𝑄𝐾 − 𝐶𝐵𝑞𝑅2

]
.

则可得容错控制器增益𝐾 = 𝑅−1𝑄使闭环 2D系统

(11)稳定, 且容错性能指标𝑇 -CI⩽ 𝛼, 𝐾-CI⩽ 𝛽, 2D-

CI⩽ 𝜌 = max{𝛼, 𝛽},且𝐻∞鲁棒性能指标不大于 𝛾.

证证证明明明 对于系统 (11), 假设存在正定矩阵𝑃 , 在
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满足定义 1∼定义 4的条件下,有

Θ =

[
(𝐴+ 𝐵̄Γ𝐾)T

𝐷T

]
𝑃 [ 𝐴+ 𝐵̄Γ𝐾 𝐷 ]−

[
𝑃 (𝛼, 𝛽)− 𝛾−1𝐺T𝐺 0

0 𝛾𝐼

]
< 0. (20)

文献 [5]在闭环 2D模型中给出了正常系统的鲁棒稳
定性和在两个方向上的稳定性条件. 因此, 下面将
针对执行器故障闭环系统 (11)讨论其容错稳定性
以及容错性能指标 𝜌、𝛼和 𝛽的优化.若定理不等式
Φ < 0成立,则式 (20)也成立,进而结合引理 1可得⎡⎢⎢⎢⎢⎣

−𝑃 (𝛼, 𝛽) ∗ ∗ ∗
0 −𝛾𝐼 ∗ ∗

𝐴+ 𝐵̄Γ𝐾 𝐷 −𝑃−1 ∗
𝐺 0 0 −𝛾𝐼

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ < 0. (21)

定义𝑄 = 𝑃−1, 将式 (21)的左边矩阵前后都乘
以 diag{𝑄, 𝐼, 𝐼, 𝐼},结合式 (6)可得

Λ+𝑋Γ0𝑌 + (𝑋Γ0𝑌 )T < 0. (22)

其中

Λ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
−𝑄 (𝛼, 𝛽) ∗ ∗ ∗

0 −𝛾𝐼 ∗ ∗
𝐴𝑄+ 𝐵̄𝑞𝑅 𝐷 −𝑄 ∗

𝐺𝑄 0 0 −𝛾𝐼

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ ,

𝑋 = [0 0 𝐵̄T 0]T, 𝑌 = [𝑞𝑅 0 0 0].

由引理 2可知, 若不等式 (22)成立, 当且仅当存
在标量 𝜀 > 0使得

Λ+ [𝜀
1
2 𝑞0𝑋 𝜀−

1
2𝑌 T]

[
𝜀

1
2 𝑞0𝑋

T

𝜀−
1
2𝑌

]
< 0, (23)

则运用引理 1,在所得矩阵的前后都乘以 diag{𝐼, 𝐼, 𝐼,
𝐼, 𝜀

1
2 𝐼, 𝜀

1
2 𝐼}即可得Φ的形式.

下面证明系统的鲁棒𝐻∞性能指标 𝛾. 定义

𝐽(𝑡, 𝑘) = Δ𝑉 (𝑡, 𝑘) + 𝛾−1 ∥𝑧(𝑡, 𝑘)∥2 − 𝛾 ∥𝛿𝑊 (𝑡, 𝑘)∥2 ,
(24)

其中

Δ𝑉 (𝑡, 𝑘) =∥∥∥∥∥
[
𝛿𝑥(𝑡+ 1, 𝑘)

𝑒(𝑡+ 1, 𝑘)

]∥∥∥∥∥
𝑃

−
∥∥∥∥∥
[

𝛿𝑥(𝑡, 𝑘)

𝑒(𝑡+ 1, 𝑘 − 1)

]∥∥∥∥∥
𝑃 (𝛼,𝛽)

.

(25)

由式 (11)可得

𝐽(𝑡, 𝑘) =

∥∥∥∥∥∥∥
⎡⎢⎣ 𝛿𝑥(𝑡, 𝑘)

𝑒(𝑡+ 1, 𝑘 − 1)

𝛿𝑊 (𝑡, 𝑘)

⎤⎥⎦
∥∥∥∥∥∥∥
Θ

< 0. (26)

对于任意整数𝑁1, 𝑁2 > 0,当所有界条件为零时,有

𝑁1∑
𝑡=0

𝑁2∑
𝑘=1

Δ𝑉 (𝑡, 𝑘) =

𝑁1∑
𝑡=0

𝑁2∑
𝑘=1

((1− 𝛼) ∥𝛿𝑥(𝑡, 𝑘)∥𝑄−1
𝑇
)+

𝑁1+1∑
𝑡=1

𝑁2−1∑
𝑘=1

((1− 𝛽) ∥𝑒(𝑡, 𝑘)∥𝑄−1
𝐾
)+

𝑁1+1∑
𝑡=1

(∥𝑒(𝑡,𝑁2)∥𝑄−1
𝐾
) +

𝑁2∑
𝑘=1

(∥𝛿𝑥(𝑁1 + 1, 𝑘)∥𝑄−1
𝑇
) ⩾ 0.

(27)

因此有
𝑁1∑
𝑡=0

𝑁2∑
𝑘=1

(𝛾−1 ∥𝑧(𝑡, 𝑘)∥2 − 𝛾 ∥𝛿𝑊 (𝑡, 𝑘)∥2) ⩽

𝑁1∑
𝑡=0

𝑁2∑
𝑘=1

(Δ𝑉 (𝑡, 𝑘) + 𝛾−1 ∥𝑧(𝑡, 𝑘)∥2 − 𝛾 ∥𝛿𝑊 (𝑡, 𝑘)∥2) =

𝑁1∑
𝑡=0

𝑁2∑
𝑘=1

𝐽(𝑡, 𝑘) < 0, (28)

也就是 ∥𝑧∥2𝑒 < 𝛾 ∥𝑊∥2𝑒, 即在迭代学习容错控制律

(9)作用下 2D系统的鲁棒性能指标为 𝛾.

2D-CI量化了 2D模型 (11)的二维容错性能, 2D-

CI的值越小, 相应 2D闭环系统的收敛速度就越快.

同理, 𝑇 -CI和𝐾-CI分别沿𝑇 轴和𝐾轴方向量化二维

系统的容错性能, 其值越小, 相应的容错性越好, 收

敛速度也越快[8]. 两个收敛指标𝛼和 𝛽相互影响, 为

了确保时间和批次两个方向的控制性能, 𝛼和 𝛽都

应当最小化, 此时Φ < 0变成了非线性优化问题,引

入加权因子𝜆(0 ⩽ 𝜆 ⩽ 1)和 𝜃, 有𝛼 = 1 − 𝜆 + 𝜆𝜃,

𝛽 = 𝜆+ (1− 𝜆)𝜃,其中加权因子𝜆用以调节和平衡两

方向的容错性能.当然在设计过程中也可选择性地强

化某一个指标的要求, 以符合实际控制工程的需求.

𝜆越大,越注重𝑇 -容错; 𝜆越小,越强调𝐾-容错. 𝛾 > 0

为𝐻∞鲁棒性能指标的上界, 当给定加权因子𝜆后,

用LMI工具箱[12]对 𝜃进行优化, 闭环 2D系统 (11)的

各性能指标可通过求解以下特征值问题 (EVP)获得:

Minimize
𝑄,𝑅,𝜀,𝛾

𝜃. (29)

由此定理 1得证. 2
定定定理理理 2 当 𝛿𝑤(𝑡, 𝑘) = 0, 𝛿𝜂(𝑡, 𝑘) = 0时, 对于

任意 𝜀 > 0和 0 < 𝛼, 𝛽 < 1,如果存在正定矩阵𝑄和矩

阵𝑅使得线性矩阵不等式⎡⎢⎣ −𝑄 (𝛼, 𝛽) ∗ ∗
𝑁1 −𝑄 ∗
𝑁2 𝑁3 −𝜀𝐼

⎤⎥⎦ < 0 (30)

成立. 其中
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𝑄(𝛼, 𝛽) = diag{𝛼𝑄𝑇 , 𝛽𝑄𝐾},
𝑅 = [𝑅1 𝑅2] = 𝐾𝑄 = [𝐾1𝑄𝑇 𝐾2𝑄𝐾 ],

𝑁1 =

[
𝐴𝑄𝑇 +𝐵𝑞𝑅1 𝐵𝑞𝑅2

−𝐶𝐴𝑄𝑇 − 𝐶𝐵𝑞𝑅1 𝑄𝐾 − 𝐶𝐵𝑞𝑅2

]
,

𝑁2 =

[
0 0

𝑞𝑅1 𝑞𝑅2

]
, 𝑁3 =

[
𝜀𝑞0𝐵

T −𝜀𝑞0(𝐶𝐵)T

0 0

]
.

则故障闭环 2D系统 (11)在控制器 (9)作用下稳定,

容错性能指标𝑇 -CI⩽ 𝛼, 𝐾-CI⩽ 𝛽, 2D-CI⩽ 𝜌 =

max{𝛼, 𝛽}.

注注注 1 当 𝛿𝑤(𝑡, 𝑘) = 0, 𝛿𝜂(𝑡, 𝑘) = 0时, 可通过

令式 (1)中的𝐸 = 0, 𝐹 = 0, 此时定理 1中的𝐷 = 0,

这样便可直接得到系统扰动为重复性扰动时的控制

结论,两个结论等价.

定理 2的证明过程同定理 1,此处不再给出.

3 仿仿仿真真真实实实验验验

将鲁棒容错算法应用于旋转控制系统的转速控

制,其系统由两台直流电机组成,一台为被控对象,另

一台是干扰发生器,两电机的转轴用弹簧耦合在一起,

不断执行重复旋转动作.系统状态方程[13-14]如下:{
𝑥̇(𝑡) = 𝐴𝑐𝑥(𝑡) +𝐵𝑐𝑢(𝑡),

𝑦(𝑡) = 𝐶𝑐𝑥(𝑡).
(31)

旋转系统的参数矩阵为

𝐴𝑐 =

⎡⎢⎣ −31.31 0 −28 330

0 −10.25 8 001

1 −1 0

⎤⎥⎦ ,

𝐵𝑐 =

⎡⎢⎣ 28.06

0

0

⎤⎥⎦ , 𝐶𝑐 = [ 1 0 0 ].

旋转系统以 100 s为一个周期运行时间,以𝑇𝑠 =

0.01 s的采样时间将系统离散化, 并考虑状态和输出

端的扰动,可得旋转系统如式 (1)形式的离散状态空

间模型的矩阵参数如下:

𝐴 =

⎡⎢⎣ −0.114 4 0.915 5 −120.059 5

0.254 1 0.628 38.670 4

0.004 2 −0.004 8 −0.238 1

⎤⎥⎦ ,

𝐵 =

⎡⎢⎣ 0.145 0

0.028 1

0.000 9

⎤⎥⎦ , 𝐶 = 𝐶𝑐 = [ 1 0 0 ],

𝐸 = [ 0.1 0 0 ], 𝐹 = 0.2,

假设旋转系统的执行器故障满足约束条件 0.6 =

Γ ⩽ Γ ⩽ Γ̄ = 1,由式 (7)可得 𝑞 = 0.8, 𝑞0 = 0.25,控

制系统的参考信号取为

𝑦𝑑(𝑡) = sin(π𝑡) + 0.5 sin(2π𝑡) + 0.5 sin(3π𝑡). (32)

为了评价跟踪性能,引入均方根误差

𝐻(𝑘) =

√√√⎷ 1

100

100∑
𝑡=1

𝑒2(𝑡, 𝑘). (33)

𝐻(𝑘)越小, 表明批次 𝑘的跟踪效果越好. 在所有仿

真过程中, 假设执行器故障从重复过程的第 16批次

开始发生. Γ = 0.8 + 0.2 sin 𝑡为时变故障, 𝑤(𝑡, 𝑘)和

𝜂(𝑡, 𝑘)为均匀分布在区间 [−1, 1]上的随机变量, 取

𝜆 = 0.5,采用LMI优化工具箱求解问题 (29)可得

𝜃∗ = 0.95, 𝛾 = 16.15, 𝜌 = 𝛼 = 𝛽 = 0.97,

𝐾 = [ −1.681 6 −1.736 773.373 4 2.013 3 ].

仿真结果如图 1∼图 4所示. 即使是非重复扰动,

故障发生前系统前 15个批次的跟踪误差也随时间快

速收敛到稳定状态,且跟踪性能在批次方向上不断提

高,如图 1所示;在第 16批次过程故障发生后,系统的

跟踪性能较第 15批次有所下降, 然而经过几个批次

迭代之后, 跟踪性能再次达到一个理想的水平, 如图

2所示. 该结论在图 3和图 4中有体现,图 3显示了不

同批次的𝐻值,图 4用 3维图表示了系统的跟踪误差.

图 1 期望输出与正常系统实际跟踪曲线

图 2 期望输出与故障系统实际跟踪曲线

图 3 均方根误差随迭代次数变化曲线
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图 4 跟踪误差随采样点和迭代次数变化曲面

图 1∼图 4表明, 在时变故障和非重复性扰动作

用下,所提出的算法在正常情景和故障情景下都能在

批次和时间两个方向上保障系统单调收敛,且渐近稳

定, 所设计的控制器同时具有𝑇 容错和𝐾容错两种

性能,并且对非重复性外界干扰具有鲁棒抑制作用.

4 结结结 论论论

本文以受外界扰动影响的线性重复过程为研究

对象,讨论了系统的被动容错控制问题,基于 2D系统

理论设计了鲁棒迭代学习容错控制算法, 进而利用

LMI技术分析了系统的稳定性和在未知扰动下𝐻∞
鲁棒性能的充分条件,并通过凸优化问题求出使系统

在在时间和批次两个方向性能最优的控制器参数. 最

后通过旋转控制系统的应用仿真实验表明了所提出

算法的有效性.
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