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摘 要: 基于周期系统Lyapunov稳定性理论,给出控制器的存在条件.利用广义 Sylvester矩阵方程的参数化解,提出

模型参考跟踪控制器的参数化设计算法. 该控制器包括具有一定收敛速率的反馈镇定控制器和完全参数化的前馈跟

踪补偿器两部分. 以基于T-H方程描述的两航天器绕飞任务下的控制系统进行仿真,仿真结果验证了所提出控制方

法的有效性.
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Abstract: The existence condition of the controller is deduced based on the Lyapunov stability theory. The parametric

design algorithm is proposed by utilizing the parametric solution of the generalized Sylvester matrix equation. The controller

consists of two parts, a certain convergence rate feedback stabilization controller and a fully parameterized feedforward

compensator. The controller is simulated under the flying around task which is about the two spacecrafes based on the T-H

equation description. The simulation results show the effectiveness of the proposed control method.
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0 引引引 言言言

线性周期系统是线性时变系统的最简单形式. 对

于任何控制系统,对其稳定性的要求是最基本的, 线

性周期系统也不例外. 关于周期系统的稳定性研究,

目前已有了一些论著[1-2].关于周期系统控制方面的

研究,文献 [3]给出了系统二次稳定的充要条件和鲁

棒控制器的设计方法; 文献 [4]将定常系统的小增益

定理和正实性定理扩展到周期时变系统,并给出了线

性周期时变系统强有界实性和强正实性的两个充分

必要条件; 文献 [5]基于周期Lyapunov微分方程, 获

得了一种新的求解线性时变周期系统𝐻2范数的计

算方法; 文献 [6]将不确定线性时变周期系统的鲁棒

控制问题转化为一类范数有界问题进行求解, 并基

于LMI方法获得了鲁棒镇定控制器.

模型参考跟踪控制是控制理论的一个重要问题,

该问题一直以来都受到学者的广泛关注. 文献 [7]针

对多变量线性系统,提出了一种完全参数化形式的鲁

棒模型参考控制器; 文献 [8]针对多变量模型跟踪控

制系统,给出了模型参考的设计准则和控制器的一般

性求解方法; 文献 [9]研究了非线性系统的模型参考

跟踪问题,并得到了LMI形式的控制器求解算法.

基于T-H方程描述的航天器相对轨道机动控制

问题可以转化为一类线性连续时间周期系统的控制

问题, 但关于该方面的研究成果还比较少.文献 [10]

针对空间椭圆交会问题,求解了一个非线性反馈控制

律使控制系统渐近稳定;文献 [11]考虑了控制受限情

况下的椭圆轨道交会问题, 利用Lyapunov微分方程

得到了系统的反馈镇定控制律;文献 [12]以T-H方程

为背景, 运用模型参考跟踪理论和参量Lyapunov方

法,提出了卫星轨迹跟踪控制器的设计方法.
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本文主要研究线性连续周期系统的模型参

考跟踪控制问题, 采用参量Lyapunov方法和广义

Sylvester矩阵方程的参数化方法提出了线性连续

周期系统的模型参考跟踪控制器设计算法.另一方

面,以基于T-H方程描述的航天器相对轨道机动控制

问题为应用背景,完成了两个航天器绕飞指令下的控

制系统仿真.

1 问问问题题题描描描述述述

本文考虑下述线性连续周期系统:⎧⎨⎩ 𝑥̇(𝑡) = 𝐴(𝑡)𝑥(𝑡) +𝐵(𝑡)𝑢(𝑡),

𝑦(𝑡) = 𝐶(𝑡)𝑥(𝑡).
(1)

其中: 𝑥(𝑡) ∈ 𝑅𝑛、𝑢(𝑡) ∈ 𝑅𝑚和 𝑦(𝑡) ∈ 𝑅𝑟分别代表

系统的状态向量、控制向量和输出向量, 𝑅为实数空

间; 𝐴(𝑡) ∈ 𝑅𝑛×𝑛、𝐵(𝑡) ∈ 𝑅𝑛×𝑟和𝐶(𝑡) ∈ 𝑅𝑚×𝑛分别

代表周期为𝑇 的系统矩阵、控制矩阵和输出矩阵. 对

于 ∀𝑡 ∈ 𝑅,有

𝐴(𝑡+ 𝑇 ) = 𝐴(𝑡),

𝐵(𝑡+ 𝑇 ) = 𝐵(𝑡),

𝐶(𝑡+ 𝑇 ) = 𝐶(𝑡),

其中𝑇 为给定的正标量.

对于系统 (1), 选取如下形式的线性定常系统作

为参考模型: ⎧⎨⎩ 𝑥̇𝑏(𝑡) = 𝐴𝑏𝑥𝑏(𝑡),

𝑦𝑏(𝑡) = 𝐶𝑏𝑥𝑏(𝑡).
(2)

其中: 𝑥𝑏(𝑡) ∈ 𝑅𝑞和 𝑦𝑏(𝑡) ∈ 𝑅𝑛分别表示参考模型的

状态向量和输出向量, 𝐴𝑏和𝐶𝑏分别为相应维数的已

知矩阵. 基于线性周期系统 (1)和参考模型 (2), 下面

给出本文的模型参考跟踪控制问题描述.

模型参考跟踪控制问题为:给定线性连续周期系

统 (1)和参考模型 (2), 求取控制器使系统 (1)的输出

𝑦(𝑡)可渐近跟踪参考模型 (2)的输出 𝑦𝑏(𝑡),即

lim
𝑡→∞

𝛿𝑦(𝑡) = lim
𝑡→∞

(𝑦(𝑡)− 𝑦𝑏(𝑡)) = 0. (3)

2 控控控制制制器器器的的的存存存在在在条条条件件件与与与设设设计计计算算算法法法

2.1 控控控制制制器器器的的的存存存在在在条条条件件件

因为参考模型 (2)既可表征所设计控制系统的期

望响应特性, 又可代表被跟踪对象的模型, 所以要使

闭环系统满足条件 (3), 所设计的控制器应该包含受

控模型和参考模型的状态信息,因此本文选取如下形

式的控制器:

𝑢(𝑡) = 𝐾(𝑡)𝑥(𝑡) +𝐾𝑏(𝑡)𝑥𝑏(𝑡). (4)

关于控制器 (4)的存在条件,本文提出如下定理.

定定定理理理 1 假设给定线性连续周期系统 (1)可控,

且存在两个矩阵𝐺(𝑡) ∈ 𝑅𝑛×𝑞和𝐻(𝑡) ∈ 𝑅𝑚×𝑞满足

下列矩阵方程:⎧⎨⎩ 𝐺̇(𝑡) = 𝐴(𝑡)𝐺(𝑡) +𝐵(𝑡)𝐻(𝑡)−𝐺(𝑡)𝐴𝑏,

0 = 𝐶(𝑡)𝐺(𝑡)− 𝐶𝑏,
(5)

则对于系统 (1)的任何一个状态反馈镇定器的增益矩

阵𝐾(𝑡)和前馈控制器增益矩阵

𝐾𝑏(𝑡) = 𝐻(𝑡)−𝐾(𝑡)𝐺(𝑡), (6)

控制器 (4)可使系统 (1)的输出满足式 (3).

证证证明明明 令⎧⎨⎩
𝛿𝑥(𝑡) = 𝑥(𝑡)−𝐺(𝑡)𝑥𝑏(𝑡),

𝛿𝑢(𝑡) = 𝑢(𝑡)−𝐻(𝑡)𝑥𝑏(𝑡),

𝛿𝑦(𝑡) = 𝑦(𝑡)− 𝑦𝑏(𝑡).

(7)

经计算可得

𝛿𝑥̇(𝑡) = 𝑥̇(𝑡)− 𝐺̇(𝑡)𝑥𝑏(𝑡)−𝐺(𝑡)𝑥̇𝑏(𝑡) =

𝐴(𝑡)𝑥(𝑡)− (𝐴(𝑡)𝐺(𝑡) +𝐵(𝑡)𝐻(𝑡)−𝐺(𝑡)𝐴𝑏)𝑥𝑏(𝑡)+

𝐵(𝑡)𝑢(𝑡)−𝐺(𝑡)𝐴𝑏𝑥𝑏(𝑡) =

𝐴(𝑡)𝛿𝑥(𝑡) +𝐵(𝑡)𝛿𝑢(𝑡), (8)

𝛿𝑦(𝑡) = 𝐶(𝑡)𝛿𝑥(𝑡) + (𝐶(𝑡)𝐺(𝑡)− 𝐶𝑏)𝑥𝑏(𝑡). (9)

如果存在两个矩阵𝐺(𝑡) ∈ 𝑅𝑛×𝑞和𝐻(𝑡) ∈ 𝑅𝑚×𝑞满

足矩阵方程 (5),则 𝛿𝑥̇(𝑡)和 𝛿𝑦(𝑡)可取以下形式:⎧⎨⎩ 𝛿𝑥̇(𝑡) = 𝐴(𝑡)𝛿𝑥(𝑡) +𝐵(𝑡)𝛿𝑢(𝑡),

𝛿𝑦(𝑡) = 𝐶(𝑡)𝛿𝑥(𝑡).
(10)

由于系统 (10)和 (1)具有相同的结构, 对于任意状态

反馈控制器𝑢(𝑡) = 𝐾(𝑡)𝑥(𝑡)均可镇定系统 (1), 则取

状态反馈控制器

𝛿𝑢(𝑡) = 𝐾(𝑡)𝛿𝑥(𝑡) (11)

也一定能镇定系统 (10),从而可实现控制目标 (3). 联

合式 (7)和 (11),可得如下控制器:

𝑢(𝑡) = 𝐾(𝑡)𝑥(𝑡) + (𝐻(𝑡)−𝐾(𝑡)𝐺(𝑡))𝑥𝑏(𝑡). (12)

由此定理 1得证. 2
根据上述定理,可称式 (4)中的𝐾(𝑡)为状态反馈

镇定器, 𝐾𝑏(𝑡)为前馈跟踪补偿器. 模型参考跟踪控制

问题的求解分为两部分,即状态反馈镇定器和前馈跟

踪补偿器的设计.

2.2 状状状态态态反反反馈馈馈镇镇镇定定定器器器设设设计计计

下面采用参量Lyapunov方法求解状态反馈镇定

器.

引引引理理理 1 [13] 设 𝛾(𝑡) : 𝑅 → 𝑅为一个连续函数且

满足 𝛾(𝑡 + 𝑇 ) = 𝛾(𝑡), ∀𝑡 ∈ 𝑅. 考虑在𝑇 -线性连续周
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期系统 (1)约束下的带有终端约束的最优控制问题

inf
𝑢(𝑡)

{ w ∞
𝑡0

(
exp

( w 𝑡

𝑡0
𝛾(𝑠)d𝑠

))
𝑢T(𝑡)𝑅(𝑡)𝑢(𝑡)d𝑡

}
,

(13)

s.t. lim
𝑡→∞

(
exp

(1
2

w 𝑡

𝑡0
𝛾(𝑠)d𝑠

)
𝑥(𝑡)

)
= 0. (14)

其中

𝑅(𝑡+ 𝑇 ) = 𝑅(𝑡) > 0, ∀𝑡 ∈ 𝑅.

假设 [𝐴(𝑡), 𝐵(𝑡)]可镇定,则状态反馈镇定器的增益矩

阵可表示为

𝐾(𝑡) = −𝑅−1𝐵T(𝑡)𝑃 (𝑡), ∀𝑡 ∈ 𝑅, (15)

当且仅当w 𝑇

0
𝛾(𝑠, 𝜀)d𝑠 ∕= 2 ln(∣𝜇∣), ∀𝜇 ∈ ℓ(𝐴(𝑡)). (16)

其中: ℓ(𝐴(𝑡))表示𝐴(𝑡)的特征乘子集合, 𝑃 (𝑡) ∈
𝑅𝑛×𝑛是𝑇 -周期Riccati微分方程

−𝑃̇ (𝑡) = − 𝑃 (𝑡)𝐵(𝑡)𝑅−1(𝑡)𝐵T(𝑡) + 𝑃 (𝑡)𝐴(𝑡)+

𝐴T(𝑡)𝑃 (𝑡) + 𝛾(𝑡)𝑃 (𝑡) (17)

的极大𝑇 -周期解.

由引理 1可知,通过求解矩阵微分方程 (17)可得

𝑃 (𝑡) ,将其代入式 (15)可求解反馈镇定器增益.

2.3 前前前馈馈馈跟跟跟踪踪踪补补补偿偿偿器器器设设设计计计

设计前馈跟踪补偿器的关键是要求两矩阵𝐺(𝑡)

∈ 𝑅𝑛×𝑞和𝐻(𝑡) ∈ 𝑅𝑚×𝑞满足方程 (5). 由矩阵分析相

关理论可知,当𝐵(𝑡)列满秩时,如果线性连续周期矩

阵𝐶(𝑡)存在一个与之相应的广义逆矩阵𝐶−1(𝑡), 满

足矩阵方程

𝐶−1(𝑡)𝐶(𝑡)𝐶𝑏 = 𝐶𝑏, (18)

则线性矩阵方程 (5)有解,其解可以表示为

𝐺(𝑡) = 𝐶−1(𝑡)𝐶𝑏 + [𝐼 − 𝐶−1(𝑡)𝐶(𝑡)]𝑌𝑖, (19)

其中𝑌𝑖为与𝐺(𝑡)具有相同维数的任意自由变量矩阵.

将矩阵公式 (19)和 (5)联立,可得

[𝐼 − 𝐶−1(𝑡)𝐶(𝑡)]𝑌𝑖𝐴𝑏−
𝐴(𝑡)[𝐼 − 𝐶−1(𝑡)𝐶(𝑡)]𝑌𝑖 + 𝐺̇(𝑡) =

𝐵(𝑡)𝐻(𝑡) + [𝐴(𝑡)𝐶−1(𝑡)𝐶𝑏 − 𝐶−1(𝑡)𝐶𝑏𝐴𝑏]. (20)

令

𝐸(𝑡) = 𝐼 − 𝐶−1(𝑡)𝐶(𝑡), 𝐴(𝑡) = 𝐴(𝑡)𝐸(𝑡),

𝐽(𝑡) = 𝐴(𝑡)𝐶−1(𝑡)𝐶𝑏 − 𝐶−1(𝑡)𝐶𝑏𝐴𝑏,

则等式 (20)可写为

𝐸(𝑡)𝑌𝑖𝐴𝑏 −𝐴(𝑡)𝑌𝑖 + 𝐺̇(𝑡) = 𝐵(𝑡)𝐻(𝑡) + 𝐽(𝑡). (21)

为了求解式 (21), 假设当𝐺(𝑡)和𝐻(𝑡)退化为定常矩

阵𝐺𝑖和𝐻𝑖时,式 (21)可写成如下时变方程形式:

𝐸(𝑡)𝑌𝑖𝐴𝑏 −𝐴(𝑡)𝑌𝑖 = 𝐵(𝑡)𝐻𝑖 + 𝐽(𝑡). (22)

其中: 𝐻𝑖 ∈ 𝑅𝑛×𝑞、𝐸(𝑡) ∈ 𝑅𝑛×𝑛和𝐴(𝑡) ∈ 𝑅𝑛×𝑛为系

统参数矩阵. 为了求解等式 (22), 下面给出该方程的

一种参数化求解方法.

引引引理理理 2 [14] 如果矩阵 [𝐴(𝑡), 𝐵(𝑡)]能控, 则存在

一个幺模矩阵𝑉 (𝑠) ∈ 𝑅(𝑛+𝑚)×(𝑛+𝑚)[𝑠]满足下列矩

阵方程:

[ 𝑠𝐸(𝑡0)−𝐴(𝑡0) −𝐵(𝑡0) ]𝑉 (𝑠) = [ 𝐼𝑛 0 ]. (23)

其中: 𝑡0为系统对应初始时刻; 𝐸(𝑡0)、𝐴(𝑡0)和𝐵(𝑡0)

分别为 𝑡0初始时刻下的状态. 通过等式 (23), 将线性

连续时间问题的求解转换为关于对线性定常时间

问题的求解.对于连续时间 𝑡, 可分别计算其每一时

刻对应的时间 𝑡𝑖, 以满足等式 (23)的幺模矩阵𝑉𝑡𝑖(𝑠)

∈ 𝑅(𝑛+𝑚)×(𝑛+𝑚)[𝑠].

将幺模矩阵𝑉 (𝑠)写成如下分块形式:

𝑉 (𝑠) =

[
𝑈(𝑠) 𝑁(𝑠)

𝑄(𝑠) 𝐷(𝑠)

]
. (24)

其中分块矩阵𝑈(𝑠)、𝑁(𝑠)、𝑄(𝑠)和𝐷(𝑠)分别为以下

形式:

𝑈(𝑠) = [𝑢𝑖𝑗(𝑠)]𝑛×𝑛, 𝑈(𝑠) ∈ 𝑅𝑛×𝑛[𝑠];

𝑁(𝑠) = [𝑛𝑖𝑗(𝑠)]𝑛×𝑟, 𝑁(𝑠) ∈ 𝑅𝑛×𝑟[𝑠];

𝑄(𝑠) = [𝑞𝑖𝑗(𝑠)]𝑟×𝑛, 𝑄(𝑠) ∈ 𝑅𝑟×𝑛[𝑠];

𝐷(𝑠) = [𝑑𝑖𝑗(𝑠)]𝑟×𝑟, 𝐷(𝑠) ∈ 𝑅𝑟×𝑟[𝑠]. (25)

令

𝛼 = max
1⩽𝑖,𝑗⩽𝑛

(deg 𝑢𝑖𝑗(𝑠),deg 𝑞𝑖𝑗(𝑠),

deg 𝑛𝑖𝑗(𝑠),deg 𝑑𝑖𝑗(𝑠)),

则矩阵𝑈(𝑠)、𝑁(𝑠)、𝑄(𝑠)和𝐷(𝑠)可表示为

𝑈(𝑠) =

𝛼∑
𝑗=0

𝑈𝑗𝑠
𝑗 , 𝑈𝑗 ∈ 𝑅𝑛×𝑛;

𝑁(𝑠) =

𝛼∑
𝑗=0

𝑁𝑗𝑠
𝑗 , 𝑁𝑗 ∈ 𝑅𝑛×𝑟;

𝑄(𝑠) =

𝛼∑
𝑗=0

𝑄𝑗𝑠
𝑗 , 𝑄𝑗 ∈ 𝑅𝑟×𝑛;

𝐷(𝑠) =

𝛼∑
𝑗=0

𝐷𝑗𝑠
𝑗 , 𝐷𝑗 ∈ 𝑅𝑟×𝑟. (26)

定定定理理理 2 如果矩阵 [𝐴(𝑡), 𝐵(𝑡)]能控,则矩阵 (𝑌𝑖,

𝐻𝑖)关于广义Sylvester方程 (22)的通解为⎧⎨⎩
𝑌𝑖 =

𝛼∑
𝑗=0

𝑁𝑗𝑍𝑖𝐴
𝑗
𝑏 +

𝛼∑
𝑗=0

𝑈𝑗𝐽𝑖𝐴
𝑗
𝑏,

𝐻𝑖 =

𝛼∑
𝑗=0

𝐷𝑗𝑍𝑖𝐴
𝑗
𝑏 +

𝛼∑
𝑗=0

𝑄𝑗𝐽𝑖𝐴
𝑗
𝑏.

(27)

其中: 𝑍𝑖 ∈ 𝑅𝑚×𝑞为一个任意参数化矩阵, 代表存在

于解 (𝑌𝑖, 𝐻𝑖)中的自由度.
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证证证明明明 考虑如下方程:
𝛼∑

𝑗=0

𝐸𝑗𝑌𝑖𝐴
𝑗
𝑏 =

𝛼∑
𝑗=0

𝐵𝑗𝐻𝑖𝐴
𝑗
𝑏 + 𝐽. (28)

当

𝐸0 = −𝐴, 𝐸1 = 𝐸, 𝐸2 = 𝐸3 = ⋅ ⋅ ⋅ = 𝐸𝑗 = 0,

𝐵0 = 𝐵, 𝐵1 = 𝐵2 = ⋅ ⋅ ⋅ = 𝐵𝑗 = 0

时,式 (22)等价于 (28). 设

𝑌𝑖 = 𝑌𝑖𝑝 + 𝑌𝑖𝑔, 𝐻𝑖 = 𝐻𝑖𝑝 +𝐻𝑖𝑔,

若𝑌𝑖𝑝和𝐻𝑖𝑝为式 (28)的特解,则满足
𝛼∑

𝑗=0

𝐸𝑗𝑌𝑖𝑝𝐴
𝑗
𝑏 =

𝛼∑
𝑗=0

𝐵𝑗𝐻𝑖𝑝𝐴
𝑗
𝑏 + 𝐽 ; (29)

若𝐻𝑖𝑔和𝑌𝑖𝑔为
𝛼∑

𝑗=0

𝐸𝑗𝑌𝑖𝐴
𝑗
𝑏 =

𝛼∑
𝑗=0

𝐵𝑗𝐻𝑖𝐴
𝑗
𝑏 (30)

的通解,则满足
𝛼∑

𝑗=0

𝐸𝑗𝑌𝑖𝑔𝐴
𝑗
𝑏 =

𝛼∑
𝑗=0

𝐵𝑗𝐻𝑖𝑔𝐴
𝑗
𝑏. (31)

联合式 (29)和 (31),可得
𝛼∑

𝑗=0

𝐸𝑗(𝑌𝑖𝑔+𝑌𝑖𝑝)𝐴
𝑗
𝑏 =

𝛼∑
𝑗=0

𝐵𝑗(𝐻𝑖𝑔+𝐻𝑖𝑝)𝐴
𝑗
𝑏+𝐽, (32)

说明𝐻𝑖和𝑌𝑖为式 (22)的通解.令⎧⎨⎩
𝑌𝑖𝑔 =

𝛼∑
𝑗=0

𝑁𝑗𝑍𝑖𝐴
𝑗
𝑏,

𝐻𝑖𝑔 =

𝛼∑
𝑗=0

𝐷𝑗𝑍𝑖𝐴
𝑗
𝑏.

(33)

将式 (33)代入 (31),可得
𝛼∑

𝑗=0

𝐸𝑗𝑌𝑖𝑔𝐴
𝑗
𝑏 =

2𝛼∑
𝑘=0

( 𝜅∑
𝑗=0

𝐸𝑗𝑁𝑘−𝑗

)
𝑍𝑖𝐴

𝑘
𝑏 , (34)

𝛼∑
𝑗=0

𝐵𝑗𝐻𝑖𝑔𝐴
𝑗
𝑏 =

2𝛼∑
𝑘=0

( 𝜅∑
𝑗=0

𝐵𝑗𝐷𝑘−𝑗

)
𝑍𝑖𝐴

𝑘
𝑏 . (35)

由于𝑁(𝑠)和𝐷(𝑠)满足右互质分解,并且有

𝐸̂(𝑠)𝑁(𝑠)− 𝐵̂(𝑠)𝐷(𝑠) = 0, (36)

令 𝐸̂(𝑠) =

𝛼∑
𝑗=0

𝐸𝑗𝑠
𝑗 , 𝐵̂(𝑠) =

𝛼∑
𝑗=0

𝐵𝑗𝑠
𝑗 ,将𝑁(𝑠)、𝐷(𝑠)、

𝐸̂(𝑠)和 𝐵̂(𝑠)代入式 (36),可得
2𝛼∑
𝑘=0

( 𝜅∑
𝑗=0

(𝐸𝑗𝑁𝑘−𝑗 −𝐵𝑗𝐷𝑘−𝑗)
)
𝑠𝑘 = 0. (37)

由式 (34)、(35)和 (37)可得 (31)成立,即证明式 (33)为

(30)的通解.同理可证下式为式 (29)的特解:⎧⎨⎩
𝑌𝑖𝑝 =

𝛼∑
𝑗=0

𝑈𝑗𝐽𝑖𝐴
𝑗
𝑏,

𝐻𝑖𝑝 =

𝛼∑
𝑗=0

𝑄𝑗𝐽𝑖𝐴
𝑗
𝑏,

(38)

故𝑌𝑖和𝐻𝑖为式 (22)的通解. 2

根据以上分析可得以下矩阵方程的完全参数化

解:

𝐺𝑖(𝑡) =𝐶−1(𝑡)𝐶𝑏 + 𝐸(𝑡)

𝛼∑
𝑗=0

𝑁𝑗𝑍𝑖𝐴
𝑗
𝑏+

𝐸(𝑡)

𝛼∑
𝑗=0

𝑈𝑗𝐽𝑖𝐴
𝑗
𝑏, (39)

并且可通过优化𝑍𝑖获得系统的一些其他性能.考虑

到篇幅有限,优化过程不再赘述.

2.4 求求求解解解控控控制制制器器器的的的具具具体体体算算算法法法

结合上述分析,并根据控制器存在的条件,下面

给出模型参考跟踪控制问题的求解算法.

Step 1: 选取模型参考的参数矩阵𝐴𝑏和𝐶𝑏以及

参数 𝛾和𝑅(𝑡);

Step 2: 基于𝑇 -周期Lyapunov微分方程 (17)求解

𝑃 (𝑡);

Step 3: 基于等式 (15),求解反馈镇定控制器增益

矩阵𝐾(𝑡);

Step 4: 基于等式 (27),计算𝑌𝑖和𝐻𝑖,进一步通过

式 (39)计算𝐺𝑖;

Step 5: 基于上面计算出来的𝐺𝑖、𝐻𝑖和𝐾(𝑡), 利

用式 (6)计算前馈跟踪补偿器增益矩阵𝐾𝑏(𝑡).

注注注 1 对于系统 (1)中的矩阵𝐴(𝑡)、𝐵(𝑡)和𝐶(𝑡)

以及式 (2)中的𝐴𝑏和𝐶𝑏, 假设𝐶(𝑡)存在一个广义

逆矩阵𝐶−1(𝑡), 满足𝐶(𝑡)𝐶−1(𝑡)𝐶𝑏 = 𝐶𝑏,以及 [𝐴(𝑡),

𝐵(𝑡)]可控.

注注注 2 本文引用参量Lyapunov方法来求解𝑇 -

周期连续线性系统的反馈镇定控制器.值得注意的

是,该控制器是具有收敛速率(
exp

(
− 1

2

w 𝑡

𝑡0
𝛾(𝑠)d𝑠

))
保证的能量最优控制. 关于𝑇 -周期参量Lyapunov微

分方程的求解可参见文献 [13].

注注注 3 本文采用广义 Sylvester矩阵方程的参数

化方法设计了前馈跟踪补偿器,其增益矩阵中的参数

可用来实现其他一些性能,如鲁棒性等.

3 仿仿仿真真真例例例子子子

下面以椭圆轨道进行绕飞跟踪的航天器相对运

动控制系统为背景,对本文所提出的模型参考跟踪控

制器的有效性进行验证.

假设跟踪航天器绕飞轨迹是以目标航天器为圆

心,半径为 40 km的圆,初始参数为𝑤0 = π/360 rad/s,

𝜑0 = 0.5π, 选取跟踪航天器初始状态为𝑥0 =

[ 6 000 18 000 0.5 0.5 ]T.两航天器相对运动方程的

系数矩阵为[11]
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𝐴(𝜃) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
0 0 1 0

0 0 0 1

0 0 0 2

0 3/𝜌 −2 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ ,

𝐵(𝜃) =
1

𝑘4𝜌3

[
0 0 1 0

0 0 0 1

]T

,

𝐶(𝜃) =
1

𝜌

[
1 0 0 0

0 1 0 0

]
.

其中: 𝜌 = 1 + 𝑒 cos 𝜃, 𝜃为真近点角, 𝑘 = 𝜇/ℎ1.5. 取

真近点角的初值 𝜃0 = 0.05π, 目标航天器轨道参数

取半长轴 𝑎 = 2.461 6 × 107 m, 引力常数𝜇 = 3.986

×1014 m3/s2,角动量ℎ = 6.762×1010 m2/s,周期𝑇 =

38 436 s, 偏心率 𝑒 = 0.73, 并选取参数𝑅 = 𝐼2/𝑘
8𝜌6,

𝛾 = 1.4.

通过数值仿真, 可以得到反馈增益矩阵和前馈

增益矩阵,控制输入矩阵和系统输出的曲线如图 1∼
图 4所示.

图 1 反馈增益矩阵𝐾的每个分量

图 2 前馈增益矩阵𝐾𝑏的每个分量

图 3 控制器𝑢的输出力矩曲线

图 4 绕飞跟踪航天器的运动轨迹

由图 1和图 2可以看出, 状态反馈镇定器的增

益矩阵𝐾和前馈跟踪补偿器的增益矩阵𝐾𝑏的每个

元素周期为 2π.由理论分析易知, 本文采用的参量

Lyapunov方法所设计的状态反馈镇定器的周期应

是 2π, 图 1与理论分析相符合. 另一方面, 由于状态

反馈镇定器的增益矩阵𝐾的每个分量周期为 2π, 根

据前馈跟踪补偿器的增益矩阵𝐾𝑏的形式以及基于广

义 Sylvester矩阵方程的参数化方法所求出的矩阵𝐺

和𝐻 ,理论上𝐾𝑏的周期也应为 2π,图 2恰好说明了这

一点. 由图 3可以看出,控制器输出并不是渐近收敛

到零的,这是由于要实现跟踪航天器相对目标航天器

的绕飞运动,跟踪航天器的运行轨道应为非开普勒轨

道, 因此要实现长时间的绕飞,控制器的输出理论上

应实时地作用于系统.另外,由于绕飞轨迹为圆,控制

器的输出也呈现出了周期性, 不难想象,当跟踪航天

器远离目标航天器时,控制器的输出增大,反之亦然.

图 3验证了所设计控制器的有效性. 由图 4可以看出,

绕飞过程平缓无震荡,说明闭环控制系统是渐近稳定

的. 在给定的初始条件下,跟踪航天器在该控制器的

作用下,使用约 0.3N/kg的输出力矩,经过大约 60 s便

进入稳态过程; 在稳态过程之后,使用约 0.05N/kg的

输出力矩便能实现对目标航天器的轨迹跟踪. 这说明

跟踪航天器能够准确、快速地达到期望的跟踪轨迹,

从而可实现对目标航天器的绕飞运动.

注注注 4 基于T-H方程描述的航天器相对轨道机

动控制问题可抽象为一类线性连续时间周期系统的

控制问题.特别地, 两航天器相对轨道机动控制问题

中的空间交会、空间拦截、空间悬停、碰撞规避可简

化为本文所提出的连续时间周期系统模型参考跟踪

控制问题.

注注注 5 在描述航天器相对轨道运动的T-H方程

中, 𝑌 方向与𝑋-𝑍平面内的运动已经解耦,而𝑌 方向

上的运动可看作为 SISO系统, 其轨迹跟踪控制问题

可利用线性系统中的极点配置方法进行求解,故本文

主要对𝑋-𝑍平面内的运动控制问题进行研究. 此时

跟踪航天器与目标航天器相对运动的动态特征不明

显,因此可将所跟踪的轨迹视为阶跃信号.此时,参考
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模型 (2)的参数矩阵选为𝐴𝑏 = 02×2, 𝐶𝑏 = 𝑰2×2.

4 结结结 论论论

本文讨论了线性连续时间周期系统的模型参考

控制问题,给出了控制器的存在条件和求解算法.本

文所提出的模型参考跟踪控制器包含两部分: 一部分

是具有一定收敛速率保障的状态反馈镇定控制器,另

一部分是基于参数化方法的前馈跟踪补偿器.最后,

以两航天器相对运动轨迹为椭圆情形下的绕飞任务

进行了数值仿真,仿真结果表明了所设计的控制器能

够快速、准确地实现跟踪航天器对目标航天器的绕飞

运动.
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