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摘 要: 考虑晶圆加工过程中的多品种和与次序相关的换模时间约束,以系统总完工时间最小为优化目标,建立混

合流水车间MOJ调度模型. 在此基础上,提出了基于作业-产品-机器三层析取网络流的列生成算法. 为进一步改善列

生成算法存在的尾效应,将基于次梯度优化的拉格朗日松弛算法嵌入列生成算法框架中,构建了采用双重迭代的改

进型列生成 (MCG)算法. 最后,通过理论分析和仿真实验表明了MCG算法是有效、可行的.
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Abstract: With a comprehensive consideration of multiple product types and sequence-dependent setup times constraints

in which processes of wafer fabrications, a scheduling model of multiple orders per job(MOJ) in a hybrid flow shop with an

objective function of minimizing total completion time of the system is developed. On the basis of the descriptions, a column

generation algorithm based on the job-product-machine three level disjunctive network flow is proposed. Furthermore, to

improve the degradation effects of column generation algorithm, Lagrangian relaxation with sub-gradient optimization is

combined into the frame of column generation algorithm, and then a modified column generation(MCG) algorithm adopting

dual iteration is proposed. Finally, theory analysis and simulation experiments show that the developed MCG algorithm is

valid and feasible.
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0 引引引 言言言

单作业多订单 (MOJ)调度问题[1]作为对半导体

生产线的高效运行带来重要影响的NP-hard问题[2],

近年来受到了业界和学术界越来越多的关注.为有

效解决单机MOJ调度问题, 学者们提出了多种调度

方法.文献 [2-4]对不考虑订单准备时间等因素的理

想化单机MOJ调度问题进行了基于智能搜索算法的

求解研究. Sarin等[5]基于对理想化单机MOJ问题分

析得到的性质定理, 提出了较传统整数规划模型更

为有效的精确算法来求解中小规模MOJ调度问题.

Mason等[6]提出的启发式算法对订单规模数为 100

以上甚至达到 10 000的超大规模单机MOJ调度问题

进行了有效求解. Jampani等[7]对带准备时间的单机

MOJ调度问题,构造了列生成启发式算法.

随着对单机MOJ问题研究的日趋完善, 对于多

机MOJ调度问题的延伸探讨也开始受到重视. Laub

等[8]和Sarin等[9]对双机流水线车间MOJ调度问题,

构建了启发式算法进行有效求解. Jampani等[7]和 Jun

等[10]对考虑订单到达时间的并行机MOJ调度问题,

提出了有效的启发式算法进行求解. Chen[11]对考虑

多品种、与次序相关的换模时间的流水线车间MOJ

调度问题,建立了混合整数规划模型, 但未对大规模

的MOJ调度进行调度方法研究.

目前较少见到有关多品种MOJ调度问题的报道.

现有的诸多解决单一产品加工背景下的调度方法不

能直接推广到多品种问题中.
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本文研究的混合流水车间MOJ调度问题以最小

化总完工时间为目标函数,同时考虑订单品种的多样

性和与次序相关换模时间的约束. 最后通过理论分析

和仿真实验表明了MCG算法的有效性和可行性.

1 问问问题题题描描描述述述

混合流水车间MOJ调度问题见图 1. 首先将𝑛个

订单 (𝑂1, 𝑂2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑂𝑛)成组分配到𝑚个作业 (𝐽1, 𝐽2,

⋅ ⋅ ⋅ , 𝐽𝑚)中, 再将𝑚个作业排序成 (𝐽2, 𝐽3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐽𝑚,

⋅ ⋅ ⋅ , 𝐽1)进入混合流水车间的𝑃 道工序流水加工, 每

道工序上有𝑀𝑝 ⩾ 1 (𝑝 ∈ {1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑃})台同速并行机
且至少有一道工序的机器台数不少于 2台.

为有效地描述混合流水车间MOJ调度问题, 作

如下假设: 1)订单的调度需保持完整性; 2)每个订单

只含有一种产品; 3)每个作业只含有产品种类相同的

订单; 4)每一个作业中载有的晶圆个数不能超过其承

载上限𝐾; 5)参与调度的作业非空; 6)每道工序中,一

个作业只能分配到任意选择的一台并行同速机; 7)每

一台机器的同一位置上有且仅有一个作业在加工;

8)机器在加工不同品种产品时所需的换模时间与次

序相关; 9)机器加工同一作业到加工完成前, 不会中

断工作; 10)同一个作业中的所有订单有相同的完工

时间; 11)各工序的机器在 0时刻空闲可用; 12)所有

订单初始时刻的到达时间为 0; 13)工序中分配到同一

机器上的作业,按顺序加工; 14)同一工序中的作业按

到达时间先后,优先分配到空闲机器加工.
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图 1 混合流水车间MOJ调度问题

由假设 1)可知,每一道工序中,一个订单只能且

必须分配到一个作业和一台机器上,有
𝑀𝑝∑
𝑚=1

𝜑∑
𝑗=1

𝑋𝑖,𝑗,𝑚,𝑝 = 1,

𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁, 𝑝 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑃. (1)

其中: 𝑋𝑖,𝑗,𝑚,𝑝为 0-1变量, 如果在工序 𝑝, 订单 𝑖被分

配到机器𝑚上加工的作业 𝑗中,则其值为 1,否则为 0;

𝑁为订单数; 𝜑为作业数.

由假设 2)和假设 3)可知,对于不同订单,只有当
品种相同时才能分配到同一个作业中,即

𝑓𝑖 =

𝜑∑
𝑙=1

𝑙𝜆𝑖𝑙, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁 ; (2)

𝑓𝑖 ⩽ 𝑓𝑖′ +𝑀big(2−𝑋𝑖,𝑗,𝑚,𝑝 −𝑋𝑖′,𝑗,𝑚,𝑝),

𝑖, 𝑖′ = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁, 𝑖 ∕= 𝑖′, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜙,
𝑚 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑀𝑝, 𝑝 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑃 ; (3)

𝑓𝑖 ⩾ 𝑓𝑖′ −𝑀big(2−𝑋𝑖,𝑗,𝑚,𝑝 −𝑋𝑖′,𝑗,𝑚,𝑝),

𝑖, 𝑖′ = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁, 𝑖 ∕= 𝑖′, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜙,
𝑚 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑀𝑝, 𝑝 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑃. (4)

其中: 𝑓𝑖为订单 𝑖的产品标号, 𝜆𝑖𝑙为 0-1变量, 如果订

单 𝑖属于产品 𝑙, 则其值为 1, 否则为 0; 𝜙为产品种类

数; 𝑀big为一个较大的正数.

由假设 4)可知, 每个作业中所有订单的晶圆总

数不能超过𝐾,即需满足
𝑁∑
𝑖=1

𝑛𝑖𝑋𝑖,𝑗,𝑚,𝑝 ⩽ 𝐾, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜙,

𝑚 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑀𝑝, 𝑝 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑃, (5)

其中𝑛𝑖为订单 𝑖所含有的晶圆数.

由假设 5)可知,作业数需满足

𝜙 =

𝜑∑
𝑙=1

{⌊ 𝑁∑
𝑖=1

𝑛𝑖𝜆𝑖𝑙

𝐾

⌋
+ 1

}
. (6)

由假设 6)和 7),可得
𝜃𝑚,𝑝∑
𝑟=1

𝑀𝑝∑
𝑚=1

𝑄𝑗,𝑚,𝑟,𝑝 = 1,

𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜙, 𝑝 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑃 ; (7)
𝑀𝑝∑
𝑚=1

𝜙∑
𝑗=1

𝑄𝑗,𝑚,𝑟,𝑝 = 1,

𝑟 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜃𝑚,𝑝 , 𝑝 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑃. (8)

其中: 𝑄𝑗,𝑚,𝑟,𝑝为 0-1变量, 如果在工序 𝑝, 作业 𝑗被分

配到机器𝑚的 𝑟位置上加工, 则其值为 1, 否则为 0;

𝜃𝑚,𝑝为工序 𝑝中机器𝑚拥有的位置数.

基于假设 8)∼假设 10)可知, 订单 𝑖的完工时间

为作业 𝑗 (分配有订单 𝑖)的开始加工时间、作业 𝑗内晶

圆的批加工时间、与次序相关的换模时间之和,即

𝐹𝑖,𝑗,𝑚,𝑝 = 𝜌𝑓𝑖,𝑝 + 𝑡𝑗−1,𝑗,𝑚,𝑝 + 𝑠𝑖,𝑗,𝑚,𝑝,

𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁, 𝑗 ∈ {1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜙},
𝑚 ∈ {1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑀𝑝}, 𝑝 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑃. (9)

其中: 𝐹𝑖,𝑗,𝑚,𝑝为订单 𝑖在工序 𝑝的机器𝑚上的完工

时间; 𝜌𝑓𝑖,𝑝为 𝑓𝑖品种晶圆在工序 𝑝的机器𝑚上的批

加工时间; 𝑡𝑗−1,𝑗,𝑚,𝑝为工序 𝑝上的机器𝑚由加工作

业 𝑗 − 1切换到作业 𝑗时所需的换模时间,需满足

𝑡𝑗−1,𝑗,𝑚,𝑝 = 0, 𝑗 = 1或 𝑗 > 1且 𝑓𝑗−1 = 𝑓𝑗 ,

𝑚 ∈ {1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑀𝑝}, 𝑝 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑃 ; (10)
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𝑓𝑗为作业 𝑗的产品标号; 𝑠𝑖,𝑗,𝑚,𝑝为工序 𝑝上的机器𝑚

可以开始加工订单 𝑖的时刻,需满足

𝐹𝑖,0,𝑚,1=0, 𝑖=1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁, 𝑚=1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑀1; (11)

𝑠𝑖,𝑗,𝑚,𝑝 = 𝐹𝑖‘,𝑗−1,𝑚,𝑝, 𝑖, 𝑖
′ = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁, 𝑖 ∕= 𝑖′,

𝑗 ∈ {1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜙}, 𝑚 ∈ {1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑀𝑝},
𝑝 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑃. (12)

由假设 14)可知, 将订单 𝑖分配到工序 𝑝的机器

上加工时, 订单 𝑖的到达时间 𝑟𝑖,𝑝将对分配方案起决

定作用,其中 𝑟𝑖,𝑝需满足

𝑟𝑖,𝑝 = 𝐹𝑖,𝑗,𝑚,𝑝−1, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁, 𝑗 ∈ {1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜙},
𝑚 ∈ {1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑀𝑝−1}, 𝑝 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑃 ; (13)

𝑟𝑖,1 = 0, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁 ; (14)

𝑟𝑖,𝑝 > 0, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁, 𝑝 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑃 ; (15)

𝑟𝑖,𝑝 ⩽ 𝑠𝑖,𝑗,𝑚,𝑝, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜙,
𝑚 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑀𝑝, 𝑝 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑃. (16)

调度目标为最小化订单总完工时间,有

min

𝑁∑
𝑖=1

𝐹𝑖,𝑗,𝑚,𝑝=𝑃 ,

𝑗 ∈ {1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜙}, 𝑚 ∈ {1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑀𝑃 }. (17)

因此, 研究的混合流水车间MOJ调度为以式 (17)为

目标函数, 以式 (1)∼ (16)为约束的混合整数规划

(MIP)问题.

2 算算算法法法构构构建建建

传统列生成算法对MIP模型进行数学处理,仍然

存在约束复杂、计算困难的不足. 本文针对问题域的

特殊性, 提出了基于作业-产品-机器 3层析取网络流
的列生成算法 (CG).为改善列生成算法的尾效应,将

基于次梯度的拉格朗日松弛 (LR)算法嵌入列生成算

法框架中,形成LR&CG混合算法,即改进型的列生成

算法 (MCG).

2.1 析析析取取取网网网络络络流流流模模模型型型

结合问题域, 对作业-产品-机器 3层析取网络流

建模步骤描述如下[12].

Step 1: 创建工序 𝑝的虚拟源节点 𝜂.

Step 2: 建立机器层. 设置𝑀𝑝个机器结点, 对每

一机器结点𝑚均有弧 (𝜂,𝑚),流量为𝑈𝜂,𝑚,𝑝 ∈ [0, 𝑁 ].

Step 3: 产品层构建. 每𝜙个产品结点关联机器

层的一个机器结点𝑚, 产品层共有𝜙 × 𝑀𝑝个产品结

点, 每一产品结点 𝑙均有弧 (𝑚, 𝑙)且流量为𝑈𝑚,𝑙,𝑝 ∈
[0, 𝑁𝑙],其中𝑁𝑙为产品 𝑙所含有的订单数.

Step 4: 作业层构建. 每𝜑个作业结点关联一产

品结点 𝑙, 得到𝜙 × 𝑀𝑝 × 𝜑个作业结点, 每一作业结

点 𝑗又通过𝑁𝑙条弧 (𝑙, 𝑗)与产品层结点 𝑙连接, 其中
弧 (𝑙, 𝑗)的流量𝑈𝑙,𝑗,𝑝为 0-1决策变量.

Step 5: 创建虚拟宿节点𝜆. 每一作业结点 𝑗通过

弧 (𝑗, 𝜆)连接到𝜆.若 𝑝 < 𝑃 , 则将𝜆设置为下一工序

的 𝜂,返回 Step 1,否则停止,建模完成.

由 Step 2∼Step 5可知, 对于每一工序 𝑝的作业-
产品-机器 3层析取网络流的总流入量和总流出量均

应为晶圆订单的总数,于是有∑
𝑓∈𝑇 (𝑑)

𝑈𝑑=𝜂𝑝,𝑓,𝑝 = 𝑁, ∀𝑝 ∈ {1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑃}; (18)

∑
𝑑∈𝐻(𝑓)

𝑈𝑑,𝑓=𝜆𝑝,𝑝 = 𝑁, ∀𝑝 ∈ {1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑃}. (19)

其中: 𝜂𝑝和𝜆𝑝分别为工序 𝑝的源节点和宿节点, 𝑇 (𝑑)

为以 𝑑为源结点的弧的终结点集, 𝐻(𝑓)为以 𝑓为终结

点的弧的源结点集.

由基尔霍夫定理可知, 作业-产品-机器 3层析取
网络流模型中的任一结点均需满足网络流量守恒约

束,因此需建立约束∑
𝑑∈𝐻(𝑎)

𝑈𝑑,𝑎,𝑝 −
∑

𝑓∈𝑇 (𝑎)

𝑈𝑎,𝑓,𝑝 = 0,

∀𝑎 ∈ 𝛾𝑝 − {𝜂𝑝, 𝜆𝑝}, 𝑝 ∈ {1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑃}. (20)

其中: 𝛾𝑝为工序 𝑝网络中的结点集, 𝑎为弧结点标号.

对于式 (18)∼ (20)的关键变量𝑈𝑑,𝑓,𝑝的求解, 可

由 Step 2∼Step 5推导而出,有

𝑈𝑑,𝑓,𝑝 =⎧⎨⎩

𝑁∑
𝑖=1

𝜙∑
𝑗=1

𝑋𝑖,𝑗,𝑙,𝑚,𝑝, ∀𝑑 = 𝜂𝑝, 𝑓 = 𝛿1(𝑚);

𝑁𝑙∑
𝑖=1

𝜙∑
𝑗=1

𝑋𝑖,𝑗,𝑙,𝑚,𝑝, ∀𝑑=𝛿1(𝑚), 𝑓=𝛿2(𝑙,𝑚);

𝑋𝑖,𝑗,𝑙,𝑚,𝑝, ∀𝐸(𝑑, 𝑓) = 𝜗(𝑖, 𝑗, 𝑙,𝑚);

𝑁∑
𝑖=1

𝑋𝑖,𝑗,𝑙,𝑚,𝑝, ∀𝑑 = 𝛿3(𝑗, 𝑙,𝑚), 𝑓 = 𝜆𝑝.

(21)

其中: 𝛿1(𝑚)为机器结点𝑚; 𝛿2(𝑙,𝑚)为与机器结点

𝑚相连的产品结点 𝑙; 𝛿3(𝑗, 𝑙,𝑚)为与产品层 𝑙和机器

层𝑚对应的作业结点 𝑗; 𝜗(𝑖, 𝑗, 𝑙,𝑚)为与订单 𝑖、作业

结点 𝑗、产品结点 𝑙和机器结点𝑚对应的弧; 𝑋𝑖,𝑗,𝑙,𝑚,𝑝

为 0-1变量,如果在工序 𝑝,品种标号为 𝑙的订单 𝑖被分

配到机器𝑚上的作业 𝑗中,则其值为 1,否则为 0.

2.2 基基基于于于析析析取取取网网网络络络流流流的的的列列列生生生成成成算算算法法法

2.2.1 限限限制制制主主主问问问题题题

基于网络流调度模型,将列生成算法中的 1列看

成 1个可行的订单调度方案. 令𝐹𝑖,𝑐表示 𝑐列中订单

𝑖的完工时间, 𝑐 ∈ 𝐶(𝑖), 𝐶(𝑖)为订单 𝑖所能选择的列集

合; 𝑋𝑖,𝑐为 0-1变量.若订单 𝑖选择了 𝑐列,则其值为 1,

否则为 0. 调度目标为最小化订单总完工时间,可得限

制主问题的目标函数为min

𝑁∑
𝑖=1

∑
𝑐∈𝐶(𝑖)

𝐹𝑖,𝑐𝑋𝑖,𝑐.
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由假设 1)可知,每个订单 𝑖有且仅有 1列可选择,

由此可得 ∑
𝑐∈𝐶(𝑖)

𝑋𝑖,𝑐 = 1, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁. (22)

令𝐴𝑖,𝑗,𝑝,𝑐为 0-1变量,如果订单 𝑖在 𝑐列中的 𝑝工

序分配到了作业 𝑗中, 则其值为 1, 否则为 0. 由假设

4)中的作业能力约束,有
𝑁∑
𝑖=1

∑
𝑐∈𝐶(𝑖)

𝑛𝑖𝐴𝑖,𝑗,𝑝,𝑐 ⩽ 𝐾,

𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜙, 𝑝 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑃. (23)

2.2.2 价价价格格格子子子问问问题题题

对松弛与订单调度分配呈弱相关性的约束 (6)

和 (9)∼ (16)进行D-W分解, 得到与限制主问题对应

的价格子问题 SP𝑖,其目标函数为

min
(
𝐹𝑖,𝑐−

𝑃∑
𝑝=1

𝜙∑
𝑗=1

𝑢𝑗,𝑝𝑛𝑖𝐴𝑖,𝑗,𝑝,𝑐−𝑣𝑖

)
, 𝑐∈𝐶(𝑖). (24)

其中: 𝑣𝑖为式 (22)的对偶解 (影子价格), 𝑢𝑗,𝑝为式 (23)

的对偶解.

基于网络流建模思路, 对订单 𝑖 (𝑖 ∈ {1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑁})在工序 𝑝 (𝑝 ∈ {1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑃})调度时需满足的约
束描述如下:∑

𝑓∈𝑇 (𝑑)

𝑌 𝑖,𝑝
𝑑=𝜂𝑝,𝑓

= 1; (25)

∑
𝑑∈𝐻(𝑓)

𝑌 𝑖,𝑝
𝑑,𝑓=𝜆𝑝

= 1; (26)

∑
𝑑∈𝐻(𝑓)

𝑌 𝑖,𝑝
𝑑,𝑓=𝑎 −

∑
𝑓∈𝑇 (𝑑)

𝑌 𝑖,𝑝
𝑑=𝑎,𝑓 = 0,

∀𝑎 ∈ 𝛾𝑝 − {𝜂𝑝, 𝜆𝑝}. (27)

式 (25)和 (26)分别限制订单 𝑖在工序 𝑝的源节点和宿

节点的网络流量为 1. 式 (27)保证了订单 𝑖在工序 𝑝各

结点的网络流量守恒. 𝑌 𝑖,𝑝
𝑑,𝑓 为 0-1变量,如果订单 𝑖在

工序 𝑝选择了弧 (𝑑, 𝑓),则其值为 1,否则为 0.

令
∑
𝑑∈𝜔𝑝

∑
𝑓∈𝜓𝑝

𝐶𝑖,𝑝
𝑑,𝑓𝑌

𝑖,𝑝
𝑑,𝑓 = 𝑟𝑖,𝑝′ , 其中𝐶𝑖,𝑝

𝑑,𝑓为订单 𝑖

在工序 𝑝选择弧 (𝑑, 𝑓)的完工时间, 𝑝′ = 𝑝 + 1, 返回

式 (25)∼ (27),进入下一工序 𝑝′(𝑝′ < 𝑃 )的求解.

2.2.3 拉拉拉格格格朗朗朗日日日松松松弛弛弛算算算法法法

对MIP模型中的约束 (5)进行机器标号降维处

理, 用一维标号𝑚 = 𝑚𝑝
𝑗取代𝑀𝑝维标号𝑚 = 1, 2,

⋅ ⋅ ⋅ ,𝑀𝑝,可得改进后的约束条件为
𝑁∑
𝑖=1

𝑛𝑖𝑋𝑖,𝑗,𝑚,𝑝 ⩽ 𝐾, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜙,

𝑚 = 𝑚𝑝
𝑗 ∈ {1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑀𝑝}, 𝑝 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑃. (28)

定义拉格朗日乘子向量𝝁 = (𝜇1, 𝜇2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜇𝜑,
⋅ ⋅ ⋅ , 𝜇𝑝×𝜑, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜇𝑃×𝜑), 其中𝜇𝜉对应约束 (28)中的第

𝜉行, 在对约束 (5)进行机器标号降维处理的基础上,

拉格朗日乘子向量的维度由𝜙 ×
( 𝑃∑
𝑝=1

𝑀𝑝

)
维精简到

𝜙× 𝑃 维,降低了问题求解的时间复杂度,有效提升了

算法的求解效率.

将约束 (28)松弛到目标函数 (17)中,经整理后可

得到拉格朗日松弛问题

𝑍𝐷(𝝁) =

min
[ 𝑁∑
𝑖=1

(
𝐹𝑖,𝑗,𝑚,𝑝=𝑃−

𝜙𝑃∑
𝜉=1

𝑛𝑖𝜇𝜉𝑋𝑖,𝑗𝜉,𝑚𝜉,𝑝𝜉

)
+

𝜙𝑃∑
𝜉=1

𝜇𝜉𝐾
]
,

𝑗 ∈ {1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜙}, 𝑚 ∈ {1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑀𝑃 },
其中 𝑗𝜉、𝑚𝜉和 𝑝𝜉分别为约束 (28)中第 𝜉行的作业标

号、机器标号和工序标号. 依据订单 𝑖将拉格朗日松

弛问题分解为𝑁个子问题𝑍𝑖(𝝁),有

𝑍𝑖(𝝁) = min
(
𝐹𝑖,𝑗,𝑚,𝑝=𝑃 −

𝜙𝑃∑
𝜉=1

𝑛𝑖𝜇𝜉𝑋𝑖,𝑗𝜉,𝑚𝜉,𝑝𝜉

)
,

𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁, 𝑗 ∈ {1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜙},
𝑚 ∈ {1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑀𝑃 }. (29)

进而有
𝑁∑
𝑖=1

𝑍𝑖(𝝁) +

𝜙𝑃∑
𝜉=1

𝜇𝜉𝐾 =

min
[ 𝑁∑
𝑖=1

𝐹𝑖,𝑗,𝑚,𝑝=𝑃−
𝜙𝑃∑
𝜉=1

𝜇𝜉

( 𝑁∑
𝑖=1

𝑛𝑖𝑋𝑖,𝑗𝜉,𝑚𝜉,𝑝𝜉 −𝐾
)]

.

(30)

𝑍𝑖(𝝁)对应着一个订单在混合流水车间的子调

度.因为拉格朗日松弛问题𝑍𝐷(𝝁)松弛了作业能力约

束, 所以拉格朗日松弛问题的解空间包含原问题的

不可行解. 令𝑿∗为拉格朗日松弛问题𝑍𝐷(𝝁)的最优

解,有
𝑁∑
𝑖=1

𝑛𝑖𝑋
∗
𝑖,𝑗,𝑚,𝑝 −𝐾 ⩾ 0, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜙,

𝑚 = 𝑚𝑝
𝑗 ∈ {1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑀𝑝}, 𝑝 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑃. (31)

因为拉格朗日乘子𝝁 ⩾ 0,所以有
𝑁∑
𝑖=1

𝑍𝑖(𝝁) +

𝜙𝑃∑
𝜉=1

𝜇𝜉𝐾=𝑍𝐷(𝝁) ⩽ 𝑍MIP,

其中𝑍MIP为MIP模型的最优解. 拉格朗日松弛问题

的最优解可以为原MIP模型提供一个下界LB(𝝁),有

LB(𝝁) = 𝑍𝐷(𝝁). (32)

拉格朗日对偶问题是为寻找最优乘子,使得𝑍𝐷(𝝁)的

值最大,即𝑍𝐿𝐷 = max{𝑍𝐷(𝝁)}.

定理 1 若将影子价格𝒖当作拉格朗日乘子,则

价格子问题 SP𝑖与拉格朗日松弛子问题𝑍𝑖(𝝁)等价.

证证证明明明 令式 (29)中的调度方案为 𝑐 (𝑐 ∈ 𝐶(𝑖)),则
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有𝐹𝑖,𝑐 = 𝐹𝑖,𝑗,𝑚,𝑝=𝑃 , 𝑋𝑖,𝑗,𝑚,𝑝 = 𝐴𝑖,𝑖,𝑝,𝑐. 对式 (24)消除

常数对偶值 𝑣𝑖可得

min
(
𝐹𝑖,𝑐 −

𝑃∑
𝑝=1

𝜙∑
𝑗=1

𝑢𝑗,𝑝𝑛𝑖𝐴𝑖,𝑗,𝑝,𝑐

)
, 𝑐 ∈ 𝐶(𝑖). (33)

如果影子价格𝒖 = 𝝁,则式 (33)与 (29)除常数差外等

价,即 SP𝑖与𝑍𝑖(𝜇)的调度目标除常数差外等价. □

由定理 1可知, 对𝑍𝑖(𝝁)的求解可以转换为对

SP𝑖的求解, 通过基于网络流分析的方法求解𝑍𝑖(𝝁),

较传统方法更为快速方便.次梯度法是有效寻找拉格

朗日对偶问题最优乘子的近似方法,基于次梯度法求

解拉格朗日对偶问题的步骤描述如下.

Step 1: 对于选定的拉格朗日乘子𝝁, 通过求解

𝑍𝑖(𝝁),并由式 (32)得到下界LB(𝝁),若LB(𝝁) > LB∗,

其中LB∗是历史最好下界,则有LB∗ = LB(𝝁).

Step 2: 基于拉格朗日松弛子问题的解,构造原问

题的可行解. 利用约束 (28)对拉格朗日松弛子问题得

到的调度解进行作业能力约束检查,对于超负荷的作

业 𝑗,标记与作业 𝑗具有相同品种标号 𝑓𝑗的订单,并重

新生成𝜑𝑓𝑗个作业,将品种标号为 𝑓𝑗的订单重新按约

束 (28)进行分配,从而得到新的可行解.

Step 3: 将Step 2得到的可行解作为拉格朗日对

偶问题的上界UB(𝝁).令UB∗为历史最好上界, 若

UB(𝝁) < UB∗,则UB∗ = UB(𝝁).

Step 4: 检查对偶间隙Gap = (UB∗ − LB∗)/LB∗

是否小于给定阈值 𝜀,或达到最大迭代次数,若是,则

停止,否则,进入Step 5.

Step 5: 对拉格朗日乘子𝝁采用次梯度法进行更

新,有𝜇𝜉 = max
{
0, 𝜇𝜉+𝜆𝑔𝜉(𝝁)

UB∗ − LB(𝝁)

∥𝑔𝜉(𝝁)∥2
}

,其中

次梯度 𝑔𝜉(𝝁) = 𝐾−
𝑁∑
𝑖=1

𝑛𝑖𝑋𝑖,𝑗𝜉,𝑚𝜉,𝑝𝜉 , 𝜆的取值规则可

参考文献 [14]. 得到新的拉格朗日乘子后,返回 Step 1.

2.3 改改改进进进型型型列列列生生生成成成算算算法法法

基于定理 1和文献 [13],可以得到如下定理 2.

定理 2 如果式 (34)中的影子价格𝒖是CG算法

的对偶可行解, 𝝁∗是当前最好拉格朗日乘子,则将新

乘子𝝁′传入LR算法,可以提高LR算法的低界,有

𝝁′ = 𝛼𝒖+ (1− 𝛼)𝝁∗, 0 < 𝛼 ⩽ 1. (34)

证证证明明明 令𝑿∗
𝑖,𝑗,𝑚,𝑝和𝐹 ∗

𝑖,𝑗,𝑚,𝑝 (𝑖 ∈ {1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁})
为当前最好拉格朗日乘子𝝁∗对应的拉格朗日松弛子

问题的最优解,有

LB(𝛼𝒖+ (1− 𝛼)𝝁∗) =

𝛼
( 𝑁∑
𝑖=1

(
𝐹 ∗
𝑖,𝑗,𝑚,𝑝=𝑃 −

𝜙𝑃∑
𝜉=1

𝑛𝑖𝑋
∗
𝑖,𝑗𝜉,𝑚𝜉,𝑝𝜉

𝒖𝜉

)
+

𝜙𝑃∑
𝜉=1

𝒖𝜉𝐾
)
+ (1− 𝛼)

( 𝑁∑
𝑖=1

(
𝐹 ∗
𝑖,𝑗,𝑚,𝑝=𝑃−

𝜙𝑃∑
𝜉=1

𝑛𝑖𝑋
∗
𝑖,𝑗𝜉,𝑚𝜉,𝑝𝜉

𝝁∗
𝜉

)
+

𝜙𝑃∑
𝜉=1

𝝁∗
𝜉𝐾

)
. (35)

设CG算法求解限制主问题时得到的最优值为

𝑍RMP, 影子价格为 (𝒖, 𝒗).由于𝒖是CG算法的对偶

可行解, 𝑿∗
𝑖,𝑗,𝑚,𝑝和𝐹 ∗

𝑖,𝑗,𝑚,𝑝 (𝑖 ∈ {1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁})对应列
的消减费用非负,可得

𝐹 ∗
𝑖,𝑗,𝑚,𝑝=𝑃 −

𝜙𝑃∑
𝜉=1

𝑛𝑖𝑋
∗
𝑖,𝑗𝜉,𝑚𝜉,𝑝𝜉

𝒖𝜉 − 𝑣𝑖 ⩾ 0,

𝑖 ∈ {1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁}. (36)

因为

LB(𝝁∗) =
𝑁∑
𝑖=1

(
𝐹 ∗
𝑖,𝑗,𝑚,𝑝=𝑃−

𝜙𝑃∑
𝜉=1

𝑛𝑖𝑋
∗
𝑖,𝑗𝜉,𝑚𝜉,𝑝𝜉

𝝁∗
𝜉

)
+

𝜙𝑃∑
𝜉=1

𝝁∗
𝜉𝐾,

(37)

所以由式 (36)和 (37)可将 (35)整理为

LB(𝛼𝒖+ (1− 𝛼)𝝁∗) ⩾

𝛼
(
𝑣𝑖 +

𝜙𝑃∑
𝜉=1

𝒖𝜉𝐾
)
+ (1− 𝛼)LB(𝝁∗), (38)

即

LB(𝝁′) ⩾ 𝛼(𝑍RMP − LB(𝝁∗)) + LB(𝝁∗). (39)

综上, LB(𝝁′) > LB(𝝁∗)恒成立, 即如果式 (34)

中的影子价格𝒖是CG算法的对偶可行解,则将新乘

子𝝁′传入LR算法,能提高LR算法的低界. □

由定理 2可知, 采用式 (34)更新拉格朗日乘子,

如果得到的新拉格朗日乘子不是限制主问题的影子

价格,则可以降低限制主问题的解𝑍RMP,否则,可以

提升LR算法的低界LB∗,由此提高算法的收敛性能.

MCG算法的步骤描述如下.

Step 1: 初始化列池.执行基于 3层析取网络流

的LR算法,为CG算法提供初始列池,记录当前最好

拉格朗日乘子𝝁∗和最好下界LB∗ = LB(𝝁∗).

Step 2: 外层求解限制主问题.基于 Step 1的列池,

求解外层CG算法的限制主问题, 得到𝑍RMP和影子

价格 (𝒖, 𝒗), 由式 (34)更新拉格朗日乘子, 得到新乘

子𝝁′.

Step 3: 内层LR算法寻优. 根据Step 2得到的拉

格朗日新乘子𝝁′执行LR算法, 若得到负消减费用

列, 则返回Step 2, 否则更新因子, 令𝛼 = 𝛼 + Δ𝛼, 其

中Δ𝛼为更新步长. 当𝛼 = 1时,若仍不能得到负消减

费用列, 则表明限制主问题已得到最优解, 停止算法

运算.
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3 仿仿仿真真真分分分析析析

为有效评价算法的求解性能,以求解时间和解的

质量作为算法评价指标.

算法的求解时间主要由其时间复杂度决定,时间

复杂度越高,求解时间越长. 算法的求解质量通过设

置解的优值PR(performance ratio)[12]和界值指标 (如

对偶间隙和上、下界改进量[13])进行评判. 设置评价

指标如下:

PR1 =
MCG

MIPH(6)
, PR2 =

CG

MIPH(6)
,

PR3 =
LR

MIPH(6)
, PR4 =

MIPH(6)

MIPH(6)
.

其中: PR1、PR2、PR3和PR4分别为MCG算法、CG

算法、LR算法和MIPH(6)的 PR指标; MIPH(6)为MIP

模型在 6小时求解时间内得到的结果. MCG算法和

LR算法的对偶间隙分别为

GapMCG =
UBMCG − LBMCG

LBMCG
,

GapLR =
UBLR − LBLR

LBLR
.

MCG算法较LR算法的上界改进量和下界改进量分

别为

ImUB =
UBLR −UBMCG

UBLR
, ImLB =

LBMCG − LBLR

LBLR
.

基于 visual stdio 2012开发环境, 采用C++编程

语言实现上述算法,在主频为 2.2 GB,内存为 2 GB的

PC机上进行仿真实验.

3.1 参参参数数数设设设计计计

仿真研究的混合流水车间调度环境如图 2所

示[12],即𝑃 = 3, 𝑀1 = 2, 𝑀2 = 2和𝑀3 = 1.

!"#$%&

'()1 '()2 '()3

*+ ,-./A

./B

./C

./D
./E

图 2 混合流水车间仿真环境

设置相关参数如下: 按照订单数将调度问题分

为中小规模和大规模两类, 订单数为 10∼ 20时属于

中小规模[12], 订单数为 30∼ 100时属于大规模; 每个

订单含有的晶圆数服从 [3,8]的均匀分布; 产品的种

类数服从 [1,5]的均匀分布; 每个作业的承载上限值

为 13,其他实验参数见文献 [3,11,14].

3.2 算算算法法法的的的求求求解解解时时时间间间分分分析析析

通过计算得到, MCG算法的时间复杂度为

𝑂
(
2𝜑2𝑁3𝑃 3

( 𝑃∑
𝑝=1

𝑀𝑝

)2

+ 𝜑3𝑁2𝑃 3
( 𝑃∑
𝑝=1

𝑀𝑝

)2)
,

CG算法时间复杂度为

𝑂
(
2𝜑3𝑁4𝑃 4

( 𝑃∑
𝑝=1

𝑀𝑝

)3

+ 𝜑4𝑁3𝑃 4
( 𝑃∑
𝑝=1

𝑀𝑝

)3)
,

LR算法时间复杂度为

𝑂
(
4𝑁5𝜑3𝑃 5

( 𝑃∑
𝑝=1

𝑀𝑝

)3

+𝑁3𝜑5𝑃 5
( 𝑃∑
𝑝=1

𝑀𝑝

)3)
.

由此可知, LR算法的时间复杂度最高, CG算法次之,

MCG算法最低.

对于中小规模的混合流水车间MOJ调度问题,

由第 3.1节的实验参数设计原则,在批加工方式下随

机生成 20个实例, 并分别利用算法MCG、CG和LR

对实例进行求解,得到平均求解时间如图 3所示.

MCG

CG

LR

10 12 14 16 18 20

!"# $/

0

40

80

120

%
&

'
(
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图 3 各算法的平均求解时间

由图 3可见, 对于中小规模混合流水车间MOJ

调度问题的求解, MCG算法的平均求解时间最优,

CG算法次之, LR算法最差, 这与算法时间复杂度的

分析结果相吻合.考虑混合流水车间MOJ调度的NP-

hard特性, 对于大规模的混合流水车间MOJ调度的

算法分析, 采取在相同求解时间比较平均求解优

值 PR和相关界值指标的分析策略.

3.3 算算算法法法的的的PR值值值分分分析析析

对于订单数为 10∼ 20的中小规模混合流水车间

MOJ调度问题,求解结果如图 4所示. 对于订单数为

30∼ 100的大规模混合流水车间MOJ调度问题,求解

结果如图 5所示.
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图 4 中小规模问题各算法的平均 PR值
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图 5 大规模问题各算法的平均PR值

对比图 3和图 4可见: MCG算法在中小规模的

混合流水车间MOJ调度问题的求解上, 其求解时间

和求解优值均明显优于CG、LR和MIPH(6)的求解结

果; 对于大规模的混合流水车间MOJ调度问题的求
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解, 由图 5可见, MCG算法得到的 PR值求解结果也

明显优于CG、LR和MIPH(6), 且随着问题规模的增

大, MCG算法的求解结果稳定且令人满意.

3.4 算算算法法法的的的界界界值值值分分分析析析

为进一步对MCG算法和LR算法的求解性能进

行分析,对两种算法的界值指标进行比较,见表 1.

表 1 MCG算法和LR算法的界值指标

对偶间隙 上、下界改进量
订单数

GapMCG GapLR ImUB ImLB

10 0.029 0.043 0.430 0.045

15 0.022 0.080 0.390 0.057

20 0.028 0.110 0.401 0.079

30 0.102 0.715 0.390 0.120

50 0.124 0.773 0.401 0.126

100 0.130 0.798 0.356 0.173

均值 0.072 0.420 0.395 0.100

由表 1可见, MCG算法的平均对偶间隙为 0.072,

相比LR算法的平均对偶间隙 0.420改进了约 82.9%.

此外, MCG算法对LR算法的上、下界平均改进量分

别为 39.5%和 10.0%,可见, MCG算法较LR算法对问

题求解的改进效果较为显著.

综上所述, MCG融合算法较CG算法和LR算法

具有更高的求解效率, MCG的求解结果稳定且令人

满意, 对调度模型也有良好的适应性, 从而证明了

MCG算法的有效性.

4 结结结 论论论

本文针对带多品种和与次序相关换模时间的混

合流水车间MOJ问题的特殊性, 考虑到基于MIP模

型建立的传统列生成算法仍然存在约束复杂、计算困

难的缺点, 提出了作业-产品-机器 3层析取网络流的

列生成建模方法. 为进一步提升基于网络流的CG算

法的收敛性能, 构建了LR&CG嵌套算法即MCG算

法. 仿真实验结果表明, MCG算法较CG算法和LR

算法具有更高的求解效率,求解结果稳定且令人满意,

验证了MCG算法的有效性和可行性.
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