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摘 要: 针对含有两个不稳定子系统的线性切换系统,设计一种包含时间驱动和状态驱动两个环节的切换法则,使

线性切换系统稳定. 在该切换法则下,系统的类Lyapunov函数在两个环节都不需要严格单调递减,使得系统在每个

子系统有更长的驻留时间,从而有效降低系统的切换频率.在适当的假设条件下,带时变扰动的线性切换系统在该切

换信号下具有良好的鲁棒稳定性. 基于此,当系统可观测时,进一步设计了基于观测器的混合切换法则,实现了系统

的鲁棒稳定.
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Abstract: By combining a time-driven mechanism with a state-driven mechanism, a new switching strategy is designed to

stabilize the switched linear systems with two unstable subsystems. Under this strategy, the Lyapunov-like function of the

system is not necessary to be decreasing in both time-driven and state-driven mechanisms, which permits the subsystems to

have a longer dwell-time to reduce the switching frequency remarkably. For suitable assumptions on the system dynamics,

the system with time-varying disturbances has a good robust stability under the designed switching strategy. Moreover, when

the system is observable, an observer-based combined switching law is designed, which robustly stabilizes the perturbed

systems.
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0 引引引 言言言

随着现代社会信息化以及集成化的提高, 切换

系统已广泛应用于现实的工业生产和生活中, 例如

智能交通系统、电力电子系统、飞行器的纵向控制系

统等[1]. 另外,控制技术的不断发展,人们所面对的控

制对象越来越复杂. 此时,传统的线性以及非线性分

析与设计方法已不能满足人们的需要.因此,自 20世

纪 90年代初以来, 切换系统的研究便成为控制界的

研究热点之一[2-5].

线性切换系统作为一类典型且又相对简单的切

换系统,由有限个线性子系统和协调它们运行的切换

法则组成. 切换法则是切换系统的一个重要特性,往

往对系统的稳定性有直接影响,即使切换系统的子系

统都不稳定, 通过选择适当的切换法则也可使系统

稳定. 因此,切换法则的设计是切换系统镇定性研究

的一个重要分支.切换信号主要是基于各种Lyapunov

函数进行设计的. 文献 [6-7]基于共同二次Lyapunov

函数根据系统状态反馈设计切换信号使系统二次稳
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定. 多Lyapunov函数法[8-9], 分片二次Lyapunov函数

法[10]以及复合二次Lyapunov函数法[11-12]等都可有效

降低基于共同Lyapunov函数法的保守性. 最近, 文

献 [13-14]提出了一种基于状态反馈的分片路径切换

法则使系统指数稳定,并指出该方法对任意可镇定的

线性切换系统是普适的.

在保证稳定性的基础上,切换系统的切换频率是

衡量其可行性的一个重要问题.因为在一些物理系统

中,高频切换或抖振会缩短关键部件寿命甚至造成系

统损坏, 如数字传输网络[15]. 然而, 如何设计使系统

稳定且具有较低切换频率的切换法则是非常具有挑

战性的问题,相关的文献相对较少. 当所有的子系统

都稳定时, Morse[16]指出只要切换频率足够慢,即可保

证系统稳定. 在此基础上, Hespanha等[17]指出只要系

统在所有子系统的平均驻留时间足够大,即使系统在

某个时间段有较高的切换频率,也可保证系统是指数

稳定的. 当系统同时包含稳定子系统和不稳定子系统

时,在考虑慢切换的同时还要求切换系统在不稳定的

子系统上驻留的时间不能过长[18-19].在对状态空间分

割的基础上设计了驻留时间切换法则,有效降低了执

行器的切换频率[20]. 另外,切换法则对系统扰动的鲁

棒性也是设计所关心的一个重要问题.对依赖状态反

馈的切换法则而言,即使对标称系统良定的切换法则,

在扰动下也可能出现抖振等现象[21]. Sun[15]将驻留时

间切换法则和状态反馈切换法则相结合设计了一种

具有较低切换频率的切换法则, 且该切换法则具有

对外部扰动良好的鲁棒稳定性.最近,文献 [22-23]分

别提出两种混合切换法则, 只要求Lyapunov函数在

切换时刻下降,降低了文献 [15]结果的保守性.在 Sun

的结果基础上, 笔者设计一种新的混合切换法则,该

切换法则不仅可以保证线性切换系统在时间驱动环

节有更长的驻留时间, 而且在状态反馈驱动环节类

Lyapunov函数也可以增加. 因此,系统的切换频率得

以进一步降低. 此外,系统在该切换法则下对扰动也

具有良好的鲁棒稳定性.

1 预预预备备备知知知识识识

考虑如下的线性连续切换系统:

𝑥̇(𝑡) = 𝐴𝜎(𝑡)𝑥(𝑡), 𝑥(𝑡0) = 𝑥0. (1)

其中: 𝑥(𝑡) ∈ 𝑹𝑛是状态变量, 𝜎(𝑡) ∈ {1, 2}是分段常
值切换法则, 𝐴1和𝐴2 ∈ 𝑹𝑛×𝑛是相应子系统的系数

矩阵.

对于切换法则𝜎, 如果有 lim
𝑠→𝑡−

𝜎(𝑠) ∕= 𝜎(𝑡), 则时

刻 𝑡称为切换时刻或者跳变时刻. 依次排列的切换

时刻 {𝑡0, 𝑡1, 𝑡2, ⋅ ⋅ ⋅ }被称为切换时刻序列. 相应地,称

{𝜎(𝑡0), 𝜎(𝑡1), 𝜎(𝑡2), ⋅ ⋅ ⋅ }为切换指标序列, {(𝑡0, 𝜎(𝑡0)),

(𝑡1, 𝜎(𝑡1)), ⋅ ⋅ ⋅ }为切换法则序列. 如果对于任意长度

的时间, 切换的次数都是有限的, 则称切换法则是良

定的.

定定定义义义 1 𝑛阶实矩阵𝐵称为 Schur稳定的,当且

仅当矩阵𝐵的谱半径小于 1.

考虑系统 (1)的子系统都是不稳定的, 但满足如

下假设.

假假假设设设 1 存在两个正实数 𝜏1和 𝜏2, 使得矩阵

e𝐴2𝜏2e𝐴1𝜏1 Schur稳定.

假假假设设设 2 存在两个正实数 𝜏3和 𝜏4, 使得矩阵

e𝐴1𝜏4e𝐴2𝜏3 Schur稳定.

假假假设设设 3 存在两个正实数 𝛿1, 𝛿2 ∈ (0, 1)及正定

矩阵𝑃 ,使得

(e𝐴2𝜏2e𝐴1𝜏1)T𝑃 (e𝐴2𝜏2e𝐴1𝜏1) ⩽ (1− 𝛿1)𝑃, (2)

(e𝐴1𝜏4e𝐴2𝜏3)T𝑃 (e𝐴1𝜏4e𝐴2𝜏3) ⩽ (1− 𝛿2)𝑃 (3)

成立.

注注注 1 根据矩阵理论,两个方阵𝐴,𝐵的乘积𝐴𝐵

和𝐵𝐴有相同的特征值.从而, 如果假设 1成立, 则当

𝜏1 = 𝜏4, 𝜏2 = 𝜏3时,假设 2亦成立.根据假设,系统 (1)

对于任意的初始状态至少存在一个基于时间驱动的

周期切换法则, 可使系统稳定. 当 𝜏𝑖(𝑖 = 1, 2, 3, 4)都

非常小时,系统是高频切换,容易引起系统的抖振. 对

于假设 3, 要使正定矩阵𝑃 同时满足式 (2)和 (3)有一

定的保守性. 对于满足假设 1和假设 2的 𝜏𝑖(𝑖 = 1, 2,

3, 4),将 𝛿1和 𝛿2进行二维搜索,求解相应的线性矩阵

不等式即可得到满足条件的正定矩阵𝑃 .

对于线性切换系统 (1),由式 (2)和 (3),可选择一

个类Lyapunov函数为

𝑉 (𝑥(𝑡)) = 𝑥T(𝑡)𝑃𝑥(𝑡),

并定义矩阵

𝑄𝑖 = 𝐴T
𝑖 𝑃 + 𝑃𝐴𝑖, 𝑖 = 1, 2.

记𝜆1, 𝜆𝑛分别为正定矩阵𝑃 的最小和最大特征

值, ∥ ⋅ ∥为矩阵或向量的欧氏范数,即 2-范数.

2 主主主要要要结结结果果果

本节设计两个使系统 (1)稳定的慢切换法则,并

考虑在该切换法则下系统对扰动的鲁棒稳定性.

2.1 切切切换换换法法法则则则及及及稳稳稳定定定性性性分分分析析析

对于系统 (1),定义递归的切换法则如下:

𝑡𝑘+1 =⎧⎨⎩

𝜏1 +min{inf{𝑡 ⩾ 𝑡𝑘 + 𝜏4 : 𝑥T(𝑡)𝑄1𝑥(𝑡) >

𝑟1𝑥
T(𝑡)𝑥(𝑡)}, 𝑡𝑘 + 𝜏4 + 𝑇1}, 𝜎(𝑡𝑘) = 1;

𝜏3 +min{inf{𝑡 ⩾ 𝑡𝑘 + 𝜏2 : 𝑥T(𝑡)𝑄2𝑥(𝑡) >

𝑟2𝑥
T(𝑡)𝑥(𝑡)}, 𝑡𝑘 + 𝜏2 + 𝑇2}, 𝜎(𝑡𝑘) = 2;
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𝜎(𝑡𝑘+1) =

⎧⎨⎩ 2, 𝜎(𝑡𝑘) = 1;

1, 𝜎(𝑡𝑘) = 2.
(4)

其中 𝑟1, 𝑟2, 𝑇1, 𝑇2是给定的正实数. 对于系统的初始

状态𝑥(𝑡0) = 𝑥0,切换信号按如下规则初始化:

𝜎(𝑡0) =

⎧⎨⎩ 1, 𝑥T0𝑄1𝑥0 ⩽ 𝑥T0𝑄2𝑥0;

2, 𝑥T0𝑄2𝑥0 < 𝑥T0𝑄1𝑥0.
(5)

若系统服从此切换法则,则由上述定义,系统将

受一种基于时间和状态的混合切换机制所控制. 对

于任意非负的整数 𝑘,在时间区间 [𝑡2𝑘+1 − 𝜏1, 𝑡2𝑘+1 +

𝜏2)和 [𝑡2𝑘+2 − 𝜏3, 𝑡2𝑘+2 + 𝜏4)内, 切换是受时间驱动

的,与系统状态无关.另一方面, 在时间区间 [𝑡2𝑘+1 +

𝜏2, 𝑡2𝑘+2 − 𝜏3)和 [𝑡2𝑘+2 + 𝜏4, 𝑡2𝑘+3 − 𝜏1)内,切换是状

态驱动的,与系统的状态直接相关.另外,注意到在此

切换机制下,只要在时间 [𝑡2𝑘+1 − 𝜏1, 𝑡2𝑘+3 − 𝜏1)内,仅

需类Lyapunov函数𝑉 (𝑥(𝑡))满足𝑉 (𝑥(𝑡2𝑘+1 − 𝜏1)) >

lim
𝑡→𝑡2𝑘+3−𝜏1

𝑉 (𝑥(𝑡)),而不需要其严格递减的条件.

接下来,研究上述切换法则作用下的系统的稳定

性,有如下结论.

定定定理理理 1 在假设 1∼假设 3成立时,如果有

𝑇1 < −𝜆1 ln(1− 𝛿2)

𝑟1
, 𝑇2 < −𝜆1 ln(1− 𝛿1)

𝑟2
, (6)

则在切换法则 (4)作用下系统 (1)是稳定的.

证证证明明明 为了分析方便,将时间区间 [𝑡0,+∞)划分

为一系列时间区间的集合
∞∪
𝑘=0

[𝑡2𝑘+1 − 𝜏1, 𝑡2𝑘+3 − 𝜏1)∪
[𝑡0, 𝑡1 − 𝜏1).

首先,考虑𝜎(𝑡0) = 1的情形,这意味着对于 𝑘 =

0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ ,均有𝜎(𝑡2𝑘) = 1.

考虑时间区间 [𝑡2𝑘+1 − 𝜏1, 𝑡2𝑘+3 − 𝜏1), 根据切

换法则 (4)及不等式 (2)和 (3), 显然在区间 [𝑡2𝑘+1 −
𝜏1, 𝑡2𝑘+1 + 𝜏2)和 [𝑡2𝑘+2 − 𝜏3, 𝑡2𝑘+2 + 𝜏4)内,有如下不

等式成立:

𝑉 (𝑥(𝑡2𝑘+1 + 𝜏2)) ⩽ (1− 𝛿1)𝑉 (𝑥(𝑡2𝑘+1 − 𝜏1)), (7)

𝑉 (𝑥(𝑡2𝑘+2 + 𝜏4)) ⩽ (1− 𝛿2)𝑉 (𝑥(𝑡2𝑘+2 − 𝜏3)). (8)

另一方面, 当 𝑡 ∈ [𝑡2𝑘+1 + 𝜏2, 𝑡2𝑘+2 − 𝜏3)
∪
[𝑡2𝑘+2 +

𝜏4, 𝑡2𝑘+3 − 𝜏1)时,有
d𝑉

d𝑡
= 𝑥T(𝑡)𝑄𝜎(𝑡)𝑥(𝑡) ⩽

𝑟𝜎(𝑡)

𝜆1
𝑉 (𝑥(𝑡)),

从而,有下列不等式成立:

𝑉 (𝑥(𝑠2)) ⩽ e
𝑟2
𝜆1

(𝑠2−𝑠1)𝑉 (𝑥(𝑠1)),

∀𝑠1, 𝑠2 ∈ [𝑡2𝑘+1 + 𝜏2, 𝑡2𝑘+2 − 𝜏3); (9)

𝑉 (𝑥(𝑠2)) ⩽ e
𝑟1
𝜆1

(𝑠2−𝑠1)𝑉 (𝑥(𝑠1)),

∀𝑠1, 𝑠2 ∈ [𝑡2𝑘+2 + 𝜏4, 𝑡2𝑘+3 − 𝜏1). (10)

记 𝑑1 = 𝜏1 + 𝜏4, 𝑑2 = 𝜏2 + 𝜏3.根据上述不等式

(7)∼ (10)可得

𝑉 (𝑥(𝑡2𝑘+3 − 𝜏1)) ⩽

(1− 𝛿2)e
𝑟1
𝜆1

(𝑡2𝑘+3−𝑡2𝑘+2−𝑑1)𝑉 (𝑥(𝑡2𝑘+2 − 𝜏3));

𝑉 (𝑥(𝑡2𝑘+2 − 𝜏3)) ⩽

(1− 𝛿1)e
𝑟2
𝜆1

(𝑡2𝑘+2−𝑡2𝑘+1−𝑑2)𝑉 (𝑥(𝑡2𝑘+1 − 𝜏1)).

从而,可得

𝑉 (𝑥(𝑡2𝑘+3 − 𝜏1)) ⩽ e𝛼𝑘+1𝑉 (𝑥(𝑡2𝑘+1 − 𝜏1)), (11)

其中

𝛼𝑘+1 =
𝑟1
𝜆1

(𝑡2𝑘+3 − 𝑡2𝑘+2 − 𝑑1) + ln(1− 𝛿2)+

𝑟2
𝜆1

(𝑡2𝑘+2 − 𝑡2𝑘+1 − 𝑑2) + ln(1− 𝛿1),

𝑘 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ .
注意到,根据切换法则 (4),每次受状态驱动机制

作用的时间间隔最多为𝑇1或𝑇2,即

𝑡2𝑘+3 − 𝑡2𝑘+2 − 𝑑1 ⩽ 𝑇1,

𝑡2𝑘+2 − 𝑡2𝑘+1 − 𝑑2 ⩽ 𝑇2.

在条件 (6)作用下, 可得𝛼𝑘 ⩽ −𝑐, 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,

其中

𝑐 = −
[𝑇1𝑟1
𝜆1

+ ln(1− 𝛿2) +
𝑇2𝑟2
𝜆1

+ ln(1− 𝛿1)
]

为一个固定的正值.

根据式 (11)及多次迭代,可得

𝑉 (𝑥(𝑡2𝑘+1 − 𝜏1)) ⩽ e

𝑘∑
𝑖=1

𝛼𝑖

𝑉 (𝑥(𝑡1 − 𝜏1)) ⩽

𝑀e−𝑘𝑐𝑉 (𝑥(𝑡0)),

其中

𝑀 =
𝜆𝑛
𝜆1

exp{2max{∥𝐴1∥(𝑡1 − 𝜏1 − 𝑡0),

∥𝐴2∥(𝑡1 − 𝜏3 − 𝑡0)}}.
进一步,当 𝑘 → ∞时,有 ∥𝑥(𝑡2𝑘+1 − 𝜏1)∥ → 0.

对于任意 𝑡 ⩾ 0,必然存在非负整数 𝑘,使其满足

𝑡 ∈ [𝑡2𝑘+1 − 𝜏1, 𝑡2𝑘+3 − 𝜏1),则在此时间区间内有

∥𝑥(𝑡)∥ ⩽

emax(∥𝐴1∥,∥𝐴2∥)(𝑡−𝑡2𝑘+1+𝜏1)∥𝑥(𝑡2𝑘+1 − 𝜏1)∥.
显然, emax(∥𝐴1∥,∥𝐴2∥)(𝑡−𝑡2𝑘+1+𝜏1)有界,从而有

lim
𝑡→∞

∥𝑥(𝑡)∥ = 0. (12)

同理可得,对于𝜎(𝑡0) = 2的情况,仍可推出式 (12)成

立. 因此,系统是渐近稳定的,或者说,切换法则 (4)可

镇定系统 (1). 2
注注注 2 如果 𝑟1 ⩾ ∥𝑄1∥且 𝑟2 ⩾ ∥𝑄2∥, 则在切换

法则 (4)作用下,切换将退化为周期切换,且系统的切

换周期为
4∑

𝑖=1

𝜏𝑖 + 𝑇1 + 𝑇2. 另外,当 𝑟𝑖 ⩽ 0,设𝑇𝑖 = ∞,

可知系统的类Lyapunov函数会在状态驱动的切换
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机制下沿着轨迹不增. 因此, 文献 [15]中的切换法则

是 (4)的一类特殊情况.

注注注 3 𝛼𝑘 = 0是保证系统稳定的临界条件, 因

此,式 (4)可能会在极小的扰动下变得不收敛.

2.2 鲁鲁鲁棒棒棒性性性分分分析析析

考虑如下的受扰系统:

𝑥̇(𝑡) = 𝐴𝜎(𝑡)𝑥(𝑡) + 𝑓𝜎(𝑡), 𝑥(𝑡0) = 𝑥0, (13)

其中 𝑓𝑖 : [0,+∞) → 𝑹𝑛, 𝑖 = 1, 2是系统扰动,且 𝑓𝑖(⋅)
分段连续.

定义

𝑁𝑓 = sup
𝑡⩾𝑡0

{∥𝑓(𝑡)∥}.

如果𝑁𝑓 < +∞, 则称 𝑓(⋅)为有界; 如果 lim
𝑡→+∞

∥𝑓(𝑡)∥
= 0, 则称 𝑓(⋅)为收敛; 如果存在正实数𝛼和 𝛽, 使得

∥𝑓(𝑡)∥ ⩽ 𝛽 exp(−𝛼(𝑡− 𝑡0)), ∀𝑡 ∈ [𝑡0,+∞)成立,则称

𝑓(⋅)为指数收敛. 关于系统的鲁棒性,有如下结论.

定定定理理理 2 对于受扰系统 (13), 若假设 1∼假设 3

成立,则当

𝑇1 + 𝑇2 < −𝜆1
2𝑟

(
ln
(
1− 𝛿1

2

)
+ ln

(
1− 𝛿2

2

))
(14)

时,对于有界扰动 𝑓(𝑡),系统在式 (4)作用下有界.

证证证明明明 当𝜎(𝑡0) = 1和𝜎(𝑡0) = 2时,证明过程类

似,因此主要介绍𝜎(𝑡0) = 1情形下的证明.

引入如下符号:

𝜇 = 𝜏1 + 𝜏2, 𝜈 = 𝜏3 + 𝜏4,

𝜏 = 𝜇+ 𝜈 + 𝑇1 + 𝑇2, 𝑝 = ∥𝑃∥,
𝑞 = max{∥𝑄1∥, ∥𝑄2∥}, 𝑟 = max{𝑟1, 𝑟2},
𝜃1 = ∥e𝐴2𝜏2∥∥e𝐴1𝜏1∥, 𝜃2 = ∥e𝐴1𝜏4∥∥e𝐴2𝜏3∥,

且

𝜂 = −
ln
(
1− 𝛿1

2

)
+ ln

(
1− 𝛿2

2

)
+

2𝑟(𝑇1 + 𝑇2)

𝜆1
2𝜏

,

𝜛 =

√
𝜆𝑛
𝜆1

e
(𝑞+𝑟)(𝜇+𝜈)+2𝜏(𝑟+𝜂)

𝜆1 .

为了根据系统初始状态和扰动来估计系统状态模的

上界,引入如下函数:

𝜌1(𝑡) =max
{
∥𝑥0∥e−𝜂(𝑡−𝑡0),

2𝑝

𝑟
∥𝑓(𝑡)∥,

8𝑝𝜃21
𝛿1𝜆1

w 𝑡+𝜇

𝑡
∥𝑓(𝜉)∥d𝜉, 8𝑝𝜃

2
2

𝛿2𝜆1

w 𝑡+𝜈

𝑡
∥𝑓(𝜉)∥d𝜉

}
.

显然, 𝜌1分段连续.进一步,在 𝜌1不连续处重新定义,

使其左连续,可得

∥𝑥(𝑡)∥ ⩽ 𝜌(𝑡)
def
= 𝜛 sup

𝜍∈[𝑡0,𝑡]

𝜌1(𝜍) exp(−𝜂(𝑡− 𝜍)), ∀𝑡 ⩾ 𝑡0.

(15)

根据反证法, 如果式 (15)不成立, 则必在某个时

刻 𝑡∗ > 𝑡0, 有 ∥𝑥(𝑡∗)∥ > 𝜌(𝑡∗) > 𝜌1(𝑡
∗). 由于 ∥𝑥(𝑡0)∥

⩽ 𝜌1(𝑡0), 并根据系统状态的连续性, 必然存在一时

刻 𝑠 ∈ [𝑡0, 𝑡
∗)使得下列不等式同时成立:⎧⎨⎩ ∥𝑥(𝑠)∥ ⩽ 𝜌1(𝑠),

∥𝑥(𝑡)∥ ⩾ 𝜌1(𝑡), ∀𝑡 ∈ (𝑠, 𝑡∗].
(16)

另外,也必存在一正整数 𝑘,使得 𝑠 ∈ [𝑡2𝑘+1 − 𝜏1,

𝑡2𝑘+3 − 𝜏1).结合不等式 (16),可得
d𝑉

d𝑡
(𝑥(𝑡)) =𝑥T(𝑡)𝑄𝜎(𝑡)𝑥(𝑡) + 2𝑓T(𝑡)𝑃𝑥(𝑡) ⩽

2𝑟∥𝑥(𝑡)∥2 ⩽ 2𝑟

𝜆1
𝑉 (𝑥(𝑡)) (17)

对 ∀𝑡 ∈ (𝑠, 𝑡∗]
∩
([𝑡2𝑘+1 + 𝜏2, 𝑡2𝑘+2 − 𝜏3)

∪
[𝑡2𝑘+2 +

𝜏4, 𝑡2𝑘+3 − 𝜏1))成立,以及
d𝑉

d𝑡
(𝑥(𝑡)) =𝑥T(𝑡)𝑄𝜎(𝑡)𝑥(𝑡) + 2𝑓T(𝑡)𝑃𝑥(𝑡) ⩽

(𝑞 + 𝑟)∥𝑥(𝑡)∥2 ⩽ 𝑞 + 𝑟

𝜆1
𝑉 (𝑥(𝑡)) (18)

对 ∀𝑡 ∈ (𝑠, 𝑡∗]
∩
([𝑡2𝑘+1 − 𝜏1, 𝑡2𝑘+1 + 𝜏2)

∪
[𝑡2𝑘+2 − 𝜏3,

𝑡2𝑘+2 + 𝜏4))成立. 因此,对于

𝑠1, 𝑠2 ∈ (𝑠, 𝑡∗]
∩
[𝑡2𝑘+1 − 𝜏1, 𝑡2𝑘+3 − 𝜏1),

可得

𝑉 (𝑥(𝑠2)) ⩽ e
(𝑞+𝑟)(𝜇+𝜈)

𝜆1
+ 2𝑟

𝜆1
(𝑠2−𝑠1)𝑉 (𝑥(𝑠1)). (19)

与此同时, 如果 [𝑡2𝑘+1 − 𝜏1, 𝑡2𝑘+1 + 𝜏2) ∈ (𝑠, 𝑡∗],

则有

𝑥(𝑡2𝑘+1 + 𝜏2) =

e𝐴2𝜏2e𝐴1𝜏1𝑥(𝑡2𝑘+1 − 𝜏1)+

e𝐴2𝜏2
w 𝑡2𝑘+1

𝑡2𝑘+1−𝜏1
e𝐴1(𝑡2𝑘+1−𝜉)𝑓(𝜉)d𝜉+

w 𝑡2𝑘+1+𝜏2

𝑡2𝑘+1

e𝐴2(𝑡2𝑘+1+𝜏2−𝜉)𝑓(𝜉)d𝜉.

由 𝜌1(𝑡2𝑘+1 − 𝜏1) ⩽ ∥𝑥(𝑡2𝑘+1 − 𝜏1)∥, 𝑝 ⩾ 𝜆1, 𝛿1

∈ (0, 1)可得

𝑉 (𝑥(𝑡2𝑘+1 + 𝜏2)) =

𝑥T(𝑡2𝑘+1 + 𝜏2)𝑃𝑥(𝑡2𝑘+1 + 𝜏2) ⩽

(1− 𝛿1)𝑉 (𝑥(𝑡2𝑘+1 − 𝜏1)) + 2𝜃21𝑝∥𝑥(𝑡2𝑘+1 − 𝜏1)∥×w 𝑡2𝑘+1−𝜏1+𝜇

𝑡2𝑘+1−𝜏1
∥𝑓(𝜉)∥d𝜉+

𝜃21𝑝
( w 𝑡2𝑘+1−𝜏1+𝜇

𝑡2𝑘+1−𝜏1
∥𝑓(𝜉)∥d𝜉

)2

⩽(
1− 𝛿1 +

𝛿1
4

+
𝛿21𝜆1
16𝑝𝜃21

)
𝑉 (𝑥(𝑡2𝑘+1 − 𝜏1)) <(

1− 𝛿1
2

)
𝑉 (𝑥(𝑡2𝑘+1 − 𝜏1)),

类似地,如果 [𝑡2𝑘+2 − 𝜏3, 𝑡2𝑘+2 + 𝜏4) ∈ (𝑠, 𝑡∗],可

得

𝑉 (𝑥(𝑡2𝑘+2 + 𝜏4)) <
(
1− 𝛿2

2

)
𝑉 (𝑥(𝑡2𝑘+2 − 𝜏3)).

根据上述结论及式 (17)和 (18),可得

𝑉 (𝑥(𝑡2𝑘+3 − 𝜏1)) ⩽(
1− 𝛿1

2

)(
1− 𝛿2

2

)
exp

[2𝑟
𝜆1

(𝑡2𝑘+3−
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𝑡2𝑘+1 − 𝑑1 − 𝑑2)
]
𝑉 (𝑥(𝑡2𝑘+1 − 𝜏1)).

根据条件 (14)及 𝑡2𝑘+2−𝑡2𝑘+1−𝑑2 ⩽ 𝑇2, 𝑡2𝑘+3−
𝑡2𝑘+2 − 𝑑1 ⩽ 𝑇1, 𝜏 ⩾ 𝑡2𝑘+3 − 𝑡2𝑘+1,可推得存在一正

数 𝜂使得下式成立:

𝑉 (𝑥(𝑡2𝑘+3 − 𝜏1)) ⩽(
1− 𝛿1

2

)(
1− 𝛿2

2

)
e

2𝑟
𝜆1

(𝑇1+𝑇2)𝑉 (𝑥(𝑡2𝑘+1 − 𝜏1)) ⩽

e−2𝜂𝜏𝑉 (𝑥(𝑡2𝑘+1 − 𝜏1)) ⩽

e−2𝜂(𝑡2𝑘+3−𝑡2𝑘+1)𝑉 (𝑥(𝑡2𝑘+1 − 𝜏1)).

如果 𝑡∗ > 𝑡2𝑘+3 − 𝜏1,则令 𝑙为满足 𝑡∗ ⩾ 𝑡2(𝑘+𝑙)+3

− 𝜏1的最大非负整数. 根据式 (19),可得

𝑉 (𝑥(𝑡∗)) ⩽

exp
[ (𝑞 + 𝑟)(𝜇+ 𝜈)

𝜆1
+

2(𝑟 + 𝜆1𝜂)

𝜆1
𝜏
]
×

exp(−2𝜂(𝑡∗ − 𝑡2𝑘+3 + 𝜏1))𝑉 (𝑥(𝑡2𝑘+3 − 𝜏1)) ⩽

exp
[2(𝑞 + 𝑟)(𝜇+ 𝜈)

𝜆1
+

4(𝑟 + 𝜆1𝜂)

𝜆1
𝜏
]
×

exp(−2𝜂(𝑡∗ − 𝑠))𝑉 (𝑥(𝑠)).

因此,可推出如下结论:

∥𝑥(𝑡∗)∥ ⩽
√
𝜆𝑛
𝜆1

e
(𝑞+𝑟)(𝜇+𝜈)+2𝜏(𝑟+𝜂)

𝜆1 e−𝜂(𝑡∗−𝑠)∥𝑥(𝑠)∥ ⩽

𝜛e−𝜂(𝑡∗−𝑠)𝜌1(𝑠) ⩽ 𝜌(𝑡∗), (20)

式 (20)与假设 ∥𝑥(𝑡∗)∥ > 𝜌(𝑡∗)矛盾. 因此, 可推

得不等式 (15)成立. 由于扰动有界,即存在𝑁𝑓 > 0使

得 ∥𝑓(𝑡)∥ ⩽ 𝑁𝑓 . 根据式 (15), 系统状态有界, 且满足

如下关系:

∣𝑥(𝑡)∥ ⩽ 𝜛sup
[𝑡0,𝑡]

𝜌1(𝑡) ⩽

𝜛max
{
∥𝑥0∥, 2𝑝

𝑟
𝑁𝑓 ,

8𝑝𝜃21
𝛿1𝜆1

𝜇𝑁𝑓 ,
8𝑝𝜃22
𝛿2𝜆1

𝜈𝑁𝑓

}
.

定理得证. 2
注注注 4 如注 3中所述, 根据简单计算,可得条件

(14)比条件 (6)保守.

注注注 5 如注 2中所述,如果选择 𝑟𝜎(𝑡) > ∥𝑄𝜎(𝑡)∥,

则切换将成为周期切换,而不再与系统状态有关. 显

然,此时系统在条件 (14)下仍然具有鲁棒性.

根据定理 2,进一步,可得当扰动有界且 (指数)收

敛时,系统状态有界且 (指数)收敛,详细如下所述.

定定定理理理 3 对于受扰系统 (13),假设定理 2的条件

均成立,在切换法则 (4)作用下,当扰动有界且收敛时,

系统状态有界且收敛; 当扰动有界且指数稳定时,系

统状态有界且指数稳定.

证证证明明明 首先证明扰动有界并收敛的情况. 由定

理 2可知此时系统状态有界,因此只需证明状态的收

敛性.

由式 (15)可知

∥𝑥(𝑡)∥ ⩽ 𝜌(𝑡) ⩽ 𝜛 sup
𝜍∈[𝑡0,𝑡]

𝜌1(𝜍).

另外,对于任意给定正定值 𝜖 < 𝑁𝑓 ,存在时刻𝑁 ⩾ 𝑡0,

使得

∥𝑥0∥ ⩽ 𝜖

𝜛
e𝜂(𝑡−𝑡0),

∥𝑓(𝑡)∥ ⩽ min
{ 𝑟

2𝑝
,
𝛿1𝜆1
8𝑝𝜃21𝜇

,
𝛿2𝜆1
8𝑝𝜃22𝜈

} 𝜖

𝜛
, ∀ 𝑡 ⩾ 𝑁.

进一步可推得,对于给定 𝜖,存在𝑁 ⩾ 𝑡0,满足下式:

∥𝑥(𝑡)∥ ⩽ 𝜌(𝑡) ⩽ 𝜖, ∀ 𝑡 ⩾ 𝑁.

由于 𝜖的任意性,可推得系统状态的收敛性.

对于扰动指数收敛的情形,假设

∥𝑓(𝑡)∥ ⩽ 𝛽e−𝛼(𝑡−𝑡0),

其中𝛼和 𝛽为正实数.对于任意 ∀𝑡 ⩾ 𝑡0,有

∥𝑥(𝑡)∥ ⩽ 𝜛𝑀e−min(𝜂,𝛼)(𝑡−𝑡0),

其中

𝑀 = max
{
∥𝑥0∥, 2𝑝𝛽

𝑟
,
8𝑝𝜃21𝛽

𝛿1𝜆1𝛼
,
8𝑝𝜃22𝛽

𝛿2𝜆1𝛼

}
.

因此系统状态指数稳定. 2
2.3 基基基于于于观观观测测测器器器的的的切切切换换换设设设计计计

在生产生活中, 有时系统的状态无法直接测量,

这时需通过系统的可量测输出来观测系统的状态. 本

节讨论基于系统的可量测输出设计切换法则使系统

镇定.

考察如下线性切换系统:⎧⎨⎩ 𝑥̇(𝑡) = 𝐴𝜎𝑥(𝑡) + 𝑓(𝑡),

𝑦(𝑡) = 𝐶𝜎𝑥(𝑡) + ℎ(𝑡).
(21)

其中: 𝑥(𝑡)、𝜎和 𝑓(𝑡)与系统 (13)的定义一样; 𝑦(𝑡) ∈
𝑹𝑞, ℎ(𝑡)分别是系统可量测的输出和输出扰动; 𝐴𝑖,

𝐶𝑖 (𝑖 = 1, 2)是适当维数的矩阵. 本小节假设系统的状

态及状态扰动不可测量.

假假假设设设 4 子系统 (𝐶1, 𝐴1)和 (𝐶2, 𝐴2)都是可观

测的.

由假设 4,考虑如下状态观测器:

˙̂𝑥(𝑡) = 𝐴𝜎𝑥̂+ 𝐿𝜎[𝑦(𝑡)− 𝐶𝜎𝑥̂]. (22)

其中: 𝑦(𝑡)和𝜎是系统 (20)的输出和切换法则, 𝐿1,

𝐿2 ∈ 𝑹𝑛×𝑞是待定的观测器增益矩阵.

对于 2.1节定义的𝑇1, 𝑇2,以及任意选定的常数𝜓

∈ (0, 1),由 (𝐶𝑖, 𝐴𝑖) (𝑖 = 1, 2)的可观性,总可选择增益

矩阵𝐿1, 𝐿2使得

∥e(𝐴1−𝐿1𝐶1)𝑡∥ < 𝜓, ∀𝑡 ∈ [𝜏1 + 𝜏4, 𝜏1 + 𝜏4 + 𝑇1], (23)

∥e(𝐴2−𝐿2𝐶2)𝑡∥ < 𝜓, ∀𝑡 ∈ [𝜏2 + 𝜏3, 𝜏2 + 𝜏3 + 𝑇2] (24)

成立.
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基于系统的状态观测器可引入如下的切换法则:

设状态观测器的初始状态为 𝑥̂(𝑡0) = 𝑥̂0,令

𝜎(𝑡0) =

⎧⎨⎩ 1, 𝑥̂T0𝑄1𝑥̂0 ⩽ 𝑥̂T0𝑄2𝑥̂0;

2, 𝑥̂T0𝑄2𝑥̂0 < 𝑥̂T0𝑄1𝑥̂0.
(25)

按 2.1节定义的正实数 𝑟1, 𝑟2,结合式 (24)定义的

递归切换序列 (𝑡𝑘, 𝜎(𝑡𝑘))如下:

𝑡𝑘+1 =

⎧⎨⎩

min{inf{𝑡 ⩾ 𝑡𝑘 + 𝜏4 : 𝑥̂T(𝑡)𝑄1𝑥̂(𝑡) >

𝑟1𝑥̂
T(𝑡)𝑥̂(𝑡)}, 𝑡𝑘 + 𝜏4 + 𝑇1}+ 𝜏1,

𝜎(𝑡𝑘) = 1;

min{inf{𝑡 ⩾ 𝑡𝑘 + 𝜏2 : 𝑥̂T(𝑡)𝑄2𝑥̂(𝑡) >

𝑟2𝑥̂
T(𝑡)𝑥̂(𝑡)}, 𝑡𝑘 + 𝜏2 + 𝑇2}+ 𝜏3,

𝜎(𝑡𝑘) = 2;

𝜎(𝑡𝑘+1) =

⎧⎨⎩ 2, 𝜎(𝑡𝑘) = 1;

1, 𝜎(𝑡𝑘) = 2.
(26)

切换法则 (26)与切换法则 (4)相比, 只是把状态

变量𝑥(𝑡)替换为状态变量 𝑥̂(𝑡). 在此切换法则下, 系

统具有类似定理 2和定理 3的可靠鲁棒性.

定定定理理理 4 对于受扰系统 (20),若满足假设 1∼假
设 4,则在切换法则 (25)作用下,当𝑇1, 𝑇2满足 (14)时,

存在如下结论:

1)如果扰动有界,则系统状态和状态的观测值都

有界;

2)如果扰动有界且收敛,则系统状态和状态的观

测值都收敛;

3)如果扰动指数收敛,则系统状态和状态的观测

值都指数收敛.

证证证明明明 定义观测器的观测值误差为

𝑥̃ = 𝑥− 𝑥̂.

由式 (21)和 (22)可得

˙̃𝑥 = (𝐴𝜎 − 𝐿𝜎𝐶𝜎)𝑥̃+ 𝑓(𝑡)− 𝐿𝜎ℎ(𝑡). (27)

而由式 (22)可得

˙̂𝑥 = 𝐴𝜎𝑥̂+ 𝐿𝜎𝐶𝜎𝑥̃+ 𝐿𝜎ℎ(𝑡). (28)

式 (28)可看作标称系统 ˙̂𝑥 = 𝐴𝜎𝑥̂带外部扰动

𝐿𝜎𝐶𝜎𝑥̃和𝐿𝜎ℎ(𝑡)的一个受扰系统. 从而, 由定理 2和

定理 3, 只需证明受扰系统 (28)在有界 (收敛/指数

收敛)的外部扰动下, 系统状态 𝑥̂是有界 (收敛/指数

收敛)的. 设切换法则序列为 {(𝑡0, 𝑗0), (𝑡1, 𝑗1), (𝑡2, 𝑗2),
⋅ ⋅ ⋅ }, 其中 𝑗𝑘 = 𝜎(𝑡𝑘), 𝑘 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ . 由切换法则 (26)

可得,任意相邻的两个切换时刻 𝑡𝑘, 𝑡𝑘+1满足

𝑡𝑘+1 − 𝑡𝑘 ⩾

⎧⎨⎩ 𝜏1 + 𝜏4, 𝑗𝑘 = 1;

𝜏2 + 𝜏3, 𝑗𝑘 = 2.
(29)

设 𝛽 = min{− ln𝜓/(𝜏1 + 𝜏4),− ln𝜓/(𝜏2 + 𝜏3)}.

由式 (23)和 (24)可得

∥e(𝐴1−𝐿1𝐶1)𝑡∥ ⩽ e−𝛽𝑡, ∀𝑡 ⩾ 𝜏1 + 𝜏4, (30)

∥e(𝐴2−𝐿2𝐶2)𝑡∥ ⩽ e−𝛽𝑡, ∀𝑡 ⩾ 𝜏2 + 𝜏3. (31)

定义矩阵函数

Ψ(𝑡, 𝜎) =

e(𝐴𝑗𝑘
−𝐿𝑗𝑘

𝐶𝑗𝑘
)(𝑡−𝑡𝑘) ⋅ ⋅ ⋅ e(𝐴𝑗0−𝐿𝑗0𝐶𝑗0 )(𝑡1−𝑡0),

则误差系统 (27)的状态转移矩阵为

Φ(𝑠1, 𝑠2, 𝜎) = Ψ(𝑠1, 𝜎)Ψ(𝑠2, 𝜎)
−1, ∀𝑠1, 𝑠2 > 𝑡0.

从而,误差系统 (27)的状态为

𝑥̃(𝑡) =

Φ(𝑡, 𝑡0, 𝜎)𝑥̃0 +
w 𝑡

𝑡0
Φ(𝑡, 𝜁, 𝜎)(𝑓(𝜁)− 𝐿𝜎ℎ(𝜁))d𝜁.

结合式 (29)∼ (31),可得

∥Φ(𝑠1, 𝑠2, 𝜎)∥ ⩽𝑀e−𝛽(𝑠1−𝑠2), ∀𝑠1 ⩾ 𝑠2 ⩾ 𝑡0.

其中

𝛿 = max{𝛽, ∥𝐴1 − 𝐿1𝐶1∥, ∥𝐴2 − 𝐿2𝐶2∥},
𝑀 = exp(𝛿𝜏), 𝜏 = max{𝜏1 + 𝜏4, 𝜏2 + 𝜏3}.

从而有

∥𝑥̃(𝑡)∥ ⩽

𝑀e−𝛽(𝑡−𝑡0)∥𝑥̃0∥+𝑀
w 𝑡

𝑡0
e−𝛽(𝑡−𝜁)∥𝑓(𝜁)− 𝐿𝜎ℎ(𝜁)∥d𝜁.

由此,根据文献 [24],可以断言如果外部扰动有界 (有

界且收敛/指数收敛), 则 𝑥̃(𝑡)有界 (有界且收敛/指数

收敛). 从而定理得证. 2
3 仿仿仿真真真例例例子子子

考虑文献 [22]中的三阶线性切换系统,其系统矩

阵分别为

𝐴1 =

⎡⎢⎣ −2.1 1.4 5.9

−8.0 −5.7 −0.2

0.6 5.8 1.6

⎤⎥⎦ ,

𝐴2 =

⎡⎢⎣ 1.0 −0.5 −2.8

4.8 −5.0 1.1

−1.0 −6.6 −2.1

⎤⎥⎦ .
经过搜索可得, 当 𝜏1 = 𝜏4 = 0.10, 𝜏2 = 𝜏3 = 0.20

时, e𝐴2𝜏2e𝐴1𝜏1和 e𝐴1𝜏4e𝐴2𝜏3 Schur稳定. 当 𝛿1 = 0.05,

𝛿2 = 0.15时,满足假设 2和假设 3的正定阵为

𝑃 =

⎡⎢⎣ 42.270 6 −4.297 6 18.453 9

−4.297 6 24.554 6 −9.980 6

18.453 9 −9.980 6 13.076 1

⎤⎥⎦ .
在接下来的仿真中,假设系统初始状态为

𝑥0 = [1.443 5,−0.351 0, 0.623 2]T.

首先,当 𝑟1 = 0.5, 𝑟2 = 0.1时,在切换法则 (4)作

用下的系统状态轨线、类Lyapunov函数𝑉 (𝑥)和切换

信号如图 1所示. 显然,类Lyapunov函数𝑉 (𝑥)在切换
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法则的时间驱动和状态驱动环节都不全是严格递减

的.此时, 系统在 6 s内的切换次数为 14, 通过与文献

[15]所设计的切换法则的效果对比,显然本文的切换

频率更低. 根据注 1, 在假设 1和假设 2下, 存在一个

周期切换可使系统镇定, 在每个周期子系统𝐴1驻留

0.2 s, 子系统𝐴2驻留 0.4 s, 在 6 s内切换 20次, 此时

系统的轨线和切换信号如图 2所示. 本例采用文献

[22]的混合切换法则,在𝜆1 = 𝜆2 = 8, 𝑇 = 0.2 s时,系

统在 6 s内的切换次数为 25. 若采用文献 [23]的混合

切换法则,则当取𝜇 = 5, 𝜆0 = 5时,在 6 s内的切换次

数为 18. 显然本文设计的切换法则的切换频率最慢.

0 1 2 3 4 5 6
-4

-2

0

2

4

0 1 2 3 4 5 6

0 1 2 3 4 5 6

0

100

200

300

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

t /s

t /s

t /s

x1

x2

x3

,
x

x
1

2
,

x
3

V
x(
)

σ
t(
)

图 1 切换法则 (4)下的状态轨线、
类Lyapunov函数和切换信号
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图 2 周期切换信号下的状态轨线和切换信号

下面,考察系统受外界扰动和系统状态不能直接

测量的情形. 设

𝐶1 = [1, 0, 0], 𝐶2 = [0, 1, 0].

对𝐴𝑖 − 𝐿𝑖𝐶𝑖 (𝑖 = 1, 2)进行极点配置, 满足式 (23)和

(24)(𝜓 = 1),可得高增益矩阵

𝐿1 = [2 993.80, 82 167 649.88, − 18 821 524.19]T,

𝐿2 = [28 343 519.91, 2 993.90, − 120 047 453.73]T.

设系统观测器的初始状态为 𝑥̂ = [0, 0, 0]T, 系统外部

扰动分别为

𝑓1 = [0.5 sin(2𝑡), 0.5 sat(𝑡− 1), 0.5 sgn(cos 𝑡)]T,

𝑓2 =
[
0.5,

𝑡+ 2

𝑡+ 1
,

𝑡

𝑡+ 1

]T
.

以及 𝑓𝑖(𝑡) =
1

(1 + 𝑡)2
𝑓𝑖(𝑡), 𝑖 = 1, 2. 显然 𝑓1, 𝑓2有界

而 𝑓1, 𝑓2收敛. 图 3是带有界扰动 𝑓𝑘和收敛扰动 𝑓𝑘

的系统在基于观测器的切换法则 (26)下的状态轨线,

与本文结论相符.
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图 3 带有界扰动和收敛扰动的系统 (20)
在切换信号 (25)下的状态轨线

4 结结结 论论论

本文对含有两个不稳定子系统的线性切换系统,

基于类Lyapunov函数法设计了一种包含时间驱动和

状态驱动两个环节的切换法则,使得线性切换系统稳

定. 在该切换法则下,系统的类Lyapunov函数在两个

环节都不需要严格单调递减, 有效降低了系统的切

换频率.在适当的假设条件下, 带时变扰动的线性切

换系统在该切换信号下具有良好的鲁棒稳定性.基于

此, 当系统可观测时, 进一步设计了基于观测器的混

合切换法则,并实现了系统的鲁棒稳定. 最后通过数

例仿真验证了切换法则的有效性.
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