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摘 要: 考虑离散线性周期系统的模型匹配问题,提出一种基于参数化极点配置的模型匹配方法. 该方法从时域的

角度出发,采用周期状态反馈,使得闭环系统充分接近目标系统.由于所采用的参数化极点配置算法提供了充分的自

由度,所提出的方法能够实现零误差匹配. 数值算例验证了所提出算法的有效性.
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Abstract: The model matching problem for the discrete linear periodic system is considered, and a model matching method

based on parameterized poles assignment algorithm is proposed. Starting from the viewpoint of time-domain, by periodic

state feedback, the closed-loop system is made sufficiently to reach the target system. Due to the sufficient degree of freedom

provided by using the parametric poles assignment algorithm, the proposed method can achieve zero error matching. A

numerical example is given to illustrate the effectiveness of the proposed method.
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0 引引引 言言言

随着系统理论研究的扩大和计算机技术的广泛

应用, 离散控制系统理论得到了迅速发展.实际工程

中, 许多具有重复或循环特性的动态过程都可以在

一定条件下建模成一个线性周期系统,因此, 研究离

散线性周期系统的控制问题显得尤为重要.离散周期

系统的概念和方法构成了近代控制理论的基础, 国

内外学者争相关注并取得了很多有价值的成果[1-5].

文献 [6]验证了通过一种可行的等价变换,可以将大

量的线性定常系统理论的结果扩展到离散线性周期

系统中.文献 [7]认为, 对于能控的离散周期系统, 可

以获得任意希望的周期控制律, 同时给出了一个状

态反馈增益法则,可用于任意配置系统的特征值.文

献 [8]介绍了经典周期系统领域的基本概念: 单值性

矩阵、能控性、能达性和奇异点等. 文献 [9]提出了一

种运用周期状态反馈控制律使离散线性周期系统稳

定的方案,并验证了其可行性.

在离散线性周期系统得到迅速发展的同时,国内

外许多学者也相继研究了模型匹配问题,并在模型匹

配问题方面取得了显著成果.文献 [10]在零匹配的条

件下,通过周期状态反馈控制律匹配一个目标周期系

统,前提是周期系统可以在状态反馈的作用下转化成

闭环时不变系统. 文献 [11]指出, 模型差分涉及识别

要匹配的模型需要计算模型之间的分歧,并概述和总

结了模型差分的基本步骤和现有模型差分方法的优

缺点. 文献 [12]描述了基于系统的输入输出结构属性

的模型匹配算法,表明此算法可以通过状态反馈控制

律直接扩展到动态模型匹配问题中. 文献 [13]指出,
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对于给定线性系统, 其精确的模型匹配方案就是

找到一个状态反馈,使整个系统的传递函数等于给定

的传递函数.

本文针对离散线性周期系统的模型匹配问题,区

别于频域的方法, 从时域的角度考虑,设计周期状态

反馈控制律,使得闭环系统和目标系统充分接近,从

而将该问题转化为一个优化问题.目标函数定义为目

标系统特征向量和闭环系统特征向量匹配误差的范

数之和.此外, 实现模型匹配的控制律必须满足闭环

系统和目标系统特征值完全一致的约束. 通过采用参

数化极点配置算法并求解该优化问题,得到关于模型

匹配指标的优化决策矩阵,代入参数化控制律表达式

求得模型匹配问题的解. 最后,通过数值例子表明了

所提出设计方法的应用过程,显示了设计方法的有效

性.

1 问问问题题题形形形成成成

本文中: 𝑖, 𝑗为整数集 {𝑖, 𝑖+1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑗−1, 𝑗}; tr(𝐴)
为方阵𝐴的迹; 𝛼(𝐴)为矩阵𝐴所有特征值的集合;

deg(𝛼(𝑠))为多项式𝛼(𝐴)的阶, 代表对角线元素依次

是𝐴𝑖 (𝑖 ∈ 1, 𝑛)、其他元素为 0的一个块对角矩阵;

∥𝐴∥𝐹 为矩阵𝐴的 Frobenius范数.

给定如下目标离散线性周期系统:

𝑥(𝑡+ 1) = 𝐴0(𝑡)𝑥(𝑡). (1)

其中: 𝑥(𝑡) ∈ 𝑹𝑛为系统的状态向量; 𝐴0(𝑡)为系统矩

阵,以𝑇 为周期,即

𝐴0(𝑡) = 𝐴0(𝑡+ 𝑇 ), 𝑡 ∈ 𝒁. (2)

考虑离散周期系统

𝑥(𝑡+ 1) = 𝐴(𝑡)𝑥(𝑡) +𝐵(𝑡)𝑢(𝑡). (3)

其中: 𝑡 ∈ 𝒁; 𝑥(𝑡) ∈ 𝑹𝑛和𝑢(𝑡) ∈ 𝑹𝑟分别为系统的状

态向量和输入向量; 𝐴(𝑡) ∈ 𝑹𝑛×𝑛、𝐵(𝑡) ∈ 𝑹𝑛×𝑟为系

统的系数矩阵,以𝑇 为周期,即

𝐴(𝑡+ 𝑇 ) = 𝐴(𝑡), 𝐵(𝑡+ 𝑇 ) = 𝐵(𝑡),

∀𝑡 ∈ 𝒁. (4)

目标系统 (1)表达了控制系统的希望特性, 希望找到

周期状态反馈控制律

𝑢(𝑡) = 𝐾(𝑡)𝑥(𝑡),𝐾(𝑡+ 𝑇 ) = 𝐾(𝑡),

𝑡 ∈ 𝒁, (5)

使得系统 (3)在周期控制律 (5)的作用下得到的闭环

系统

𝑥(𝑡+ 1) = 𝐴𝑐(𝑡)𝑥(𝑡),

𝐴𝑐(𝑡) = 𝐴(𝑡) +𝐵(𝑡)𝐾(𝑡), (6)

与目标系统 (1)充分接近.

对于上述问题, 许多研究者都是从极小化入手,

不但求解复杂,而且难以获得关于解的最优性的确定

结论,本文从另一个角度考虑这一问题.

经过简单计算可得, 闭环系统 (6)的单值性矩阵

为

Ψ𝑐 = 𝐴𝑐(𝑇 − 1)𝐴𝑐(𝑇 − 2) ⋅ ⋅ ⋅𝐴𝑐(0). (7)

对目标系统的单值性矩阵作如下实约当分解:

Ψ0 =

𝐴0(𝑇 − 1)𝐴0(𝑇 − 2) ⋅ ⋅ ⋅𝐴0(0) = 𝑉0𝐹𝑉 −1
0 , (8)

其中𝑉0和𝐹 分别为目标系统的特征向量矩阵和实约

当标准型,且

𝑉0 = [𝑣01 𝑣02 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑣0𝑛]. (9)

欲使闭环系统 (6)能够匹配系统 (1), 需要使得Ψ𝑐和

Ψ0具有相同的特征结构,即

Ψ𝑐 = 𝑉 𝐹𝑉 −1, (10)

𝑉 = [𝑣1 𝑣2 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑣𝑛]. (11)

并进一步使得𝑉 和𝑉0充分接近.

根据上述分析,离散线性周期系统的模型匹配问

题可以描述如下.

问题 1 给定欲匹配的离散线性周期目标系统

(1)和 (3), 其中目标系统 (1)的特征值和特征向量分

别为 𝑠𝑖和 𝑣0𝑖 (𝑖 ∈ 1, 𝑛), 求解一个周期状态反馈控制

律𝐾(𝑡) ∈ 𝑹𝑟×𝑛, 使得闭环系统 (6)的单值性矩阵Ψ𝑐

满足如下条件:

1)矩阵Ψ𝑐的特征值为 𝑠𝑖 (𝑖 ∈ 1, 𝑛);

2)矩阵Ψ𝑐的特征向量 𝑣𝑖和Ψ0的特征向量 𝑣0𝑖 尽

量接近,即

∥𝑣𝑖 − 𝑣0𝑖 ∥ = min, 𝑖 ∈ 1, 𝑛.

为了便于进一步分析计算,需要引入右互质分解

的定义[14].

定义 1 多项式矩阵𝑁(𝑠) ∈ 𝑹𝑛×𝑟[𝑠]和𝐷(𝑠) ∈
𝑹𝑟×𝑟[𝑠]称为是右互质的,如果对于任意的𝜆 ∈ 𝑪,有

rank

[
𝑁(𝜆)

𝐷(𝜆)

]
= 𝑟.

2 主主主要要要结结结果果果

与离散线性周期系统 (3)紧密相关的是其提升时

不变系统

𝑥𝐿(𝑡+ 1) = 𝐴𝐿(𝑡)𝑥𝐿(𝑡) +𝐵𝐿(𝑡)𝑢𝐿(𝑡). (12)

其中

𝐴𝐿 = 𝐴(𝑇 − 1)𝐴(𝑇 − 2) ⋅ ⋅ ⋅𝐴(0), (13)

𝐵𝐿 = [𝐴(𝑇 − 1) 𝐴(𝑇 − 2) ⋅ ⋅ ⋅ 𝐵(0) ⋅ ⋅ ⋅ →
← 𝐴(𝑇 − 1) 𝐵(𝑇 − 2) 𝐵(𝑇 − 1)], (14)
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𝑢𝐿(𝑡) =

[𝑢T(𝑡𝑇 ) 𝑢T(𝑡𝑇 + 1) ⋅ ⋅ ⋅ 𝑢T(𝑡𝑇 + 𝑇 − 1)]T,

𝑥𝐿(𝑡) = 𝑥𝐿(𝑡𝑇 ),

即提升系统的状态和输入分别由原离散周期系统的

状态和输入通过有规则地取样和排列构成.

多项式矩阵分解如下:

(𝑠𝐼 −𝐴𝐿)−1𝐵𝐿 = 𝑁(𝑠)𝐷−1(𝑠), (15)

其中𝑁(𝑠) ∈ 𝑅𝑛×𝑇𝑟、𝐷(𝑠) ∈ 𝑅𝑇𝑟×𝑇𝑟为关于 𝑠的右互

质矩阵多项式. 记

𝑁(𝑠) = [𝑛𝑖𝑗(𝑠)]𝑛×𝑇𝑟, 𝐷(𝑠) = [𝑑𝑖𝑗(𝑠)]𝑇𝑟×𝑇𝑟,

𝜔 = max{𝜔1, 𝜔2}.
其中

𝜔1 = max
𝑖,𝑗∈1,𝑇𝑟

{deg(𝑑𝑖𝑗(𝑠))},

𝜔2 = max
𝑖∈1,𝑛,𝑗∈1,𝑇𝑟

{deg(𝑛𝑖𝑗(𝑠))}.

进一步,将𝑁(𝑠)、𝐷(𝑠)重新改写为如下形式:⎧⎨⎩
𝑁(𝑠) =

𝜔∑
𝑖=0

𝑁𝑖𝑠
𝑖, 𝑁𝑖 ∈ 𝐶𝑛×𝑇𝑟;

𝐷(𝑠) =

𝜔∑
𝑖=0

𝐷𝑖𝑠
𝑖, 𝐷𝑖 ∈ 𝐶𝑇𝑟×𝑇𝑟.

(16)

做好以上准备工作,对于给定的目标系统,求出

其实约当标准型矩阵𝐹 ,令⎧⎨⎩𝑉 (𝑍) = 𝑁0𝑍 +𝑁1𝑍𝐹 + ⋅ ⋅ ⋅+𝑁𝜔𝑍𝐹𝜔,

𝑊 (𝑍) = 𝐷0𝑍 +𝐷1𝑍𝐹 + ⋅ ⋅ ⋅+𝐷𝜔𝑍𝐹𝜔,
(17)

其中𝑍 ∈ 𝑅𝑇𝑟×𝑛为任意的参数矩阵. 记

Γ =
{
𝑍∣det

( 𝜔∑
𝑖=0

𝑁𝑖𝑍𝐹 𝑖
)
∕= 0

}
, (18)

𝜅 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝐾(0)

𝐾(1)
...

𝐾(𝑇 − 1)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
∣∣∣{𝑋(𝑍) = 𝑊 (𝑍)𝑉 −1(𝑍),

𝑍 ∈ Γ , 𝐾(0) = 𝑋1, det(𝐴𝑐(0) ∕= 0),

𝐾(𝑖) = 𝑋𝑖+1

𝑖−1∏
𝑗=0

𝐴−1
𝑐 (𝑗), det(𝐴𝑐(𝑖) ∕= 0),

𝑖 ∈ 1, 𝑇 − 1}. (19)

引理 1[15] 给定完全能达的离散线性周期系统

(3), 采用周期状态反馈控制律 (5)将系统 (3)的极点

配置到集合 {𝑠𝑖, 𝑖 ∈ 1, 𝑛},其周期状态反馈增益可以
由式 (17)∼ (19)进行刻画, 其中𝐹 为由集合 {𝑠𝑖, 𝑖 ∈
1, 𝑛}构成的实约当标准型.此时, 问题 1的第 1个条

件已经得到满足,并且为求解问题 1的第 2个条件提

供了参数化解集.为了满足第 2个条件, 需要最小化

目标函数

𝐽(𝑍) = 𝛼𝑖

∑
∥𝑣𝑖 − 𝑣0𝑖 ∥𝐹 . (20)

其中: 𝑣𝑖为由式 (17)得到的矩阵𝑉 (𝑍)对应的第 𝑖个

特征向量; 加权因子𝛼𝑖 ⩾ 0, 表示各个特征向量对应

的特征值对系统动态性能的影响.

综上所述,可以将问题 1的解法总结成如下定理.

定理 1 给定目标系统 (1)和完全能达的离散线

性周期系统 (3),记约束优化问题

min 𝐽(𝑍);

s.t. 𝑍 ∈ Γ , det(𝐴𝑐(𝑖)) ∕= 0, 𝑖 ∈ 1, 𝑇 − 1 (21)

的解为𝑍opt,则问题 1的解可由式 (19)给出,其中𝑍 =

𝑍opt.

为了使所提出的方法便于实施,下面给出求解离

散线性周期系统模型匹配问题的详细步骤.

算法 1 离散周期系统的模型匹配.

Step 1: 对给定目标系统矩阵 (1)进行实约当分

解,求出对应的实约当矩阵𝐹 和特征向量 𝑣0𝑖 , 𝑖 ∈ 1, 𝑛.

Step 2: 由式 (13)和 (14)计算系统 (3)的提升系统

矩阵𝐴𝐿、𝐵𝐿.

Step 3: 解右互质分解多项式 (15), 求得多项式

矩阵𝑁(𝑠)、𝐷(𝑠), 进一步根据式 (16)求取𝑁𝑖和𝐷𝑖,

𝑖 ∈ 0, 𝜔.

Step 4: 由式 (17)计算𝑉 (𝑍)和𝐷(𝑍), 进一步得

到 𝑣𝑖, 𝑖 ∈ 1, 𝑛.

Step 5: 由式 (20)求解最优化问题 (21),得到最优

决策矩阵𝑍opt.

Step 6: 将𝑍 = 𝑍opt代入式 (19), 求得矩阵𝐾(𝑖),

𝑖 ∈ 0, 𝑇 − 1.

注 1 矩阵𝐹 为欲匹配周期系统单值性矩阵的

实约当标准型, 其中重根按重数计算. 例如, 欲匹配

周期系统的单值性矩阵的特征值集合为 {𝑎1, 𝑎2, 𝑎2,
𝑎3 + 𝑗𝑏3, 𝑎3 − 𝑗𝑏3},则

𝐹 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑎1

𝑎2 1

𝑎2

𝑎3 𝑏3

−𝑏3 𝑎3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

经过验证,所提出的方法不要求单值性矩阵具有完全

的特征向量系.例如,某周期系统的单值性矩阵为

𝑆 =

[
4.4 3.2

−1.8 −0.4

]
,

其特征值为 {2, 2} ,其实约当标准型为

𝐹 =

[
2 1

0 2

]
,
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其特征向量矩阵为

𝑉 =

[
0.8 −0.8
−0.6 0.6

]
.

此时,特征向量是线性相关的. 经过验证,不完全特征

向量和完全特征向量都可以实现运算,且没有任何影

响.

3 数数数值值值算算算例例例

考虑一个周期为 3的二阶离散线性周期时变系

统

𝑥(𝑡+ 1) = 𝐴(𝑡)𝑥(𝑡) +𝐵(𝑡)𝑢(𝑡). (22)

该系统具有如下参数矩阵:

𝐴(𝑡) =

⎧⎨⎩

[
3 0

0 2

]
, 𝑡 = 3𝑘;[

0 1

3 0

]
, 𝑡 = 3𝑘 + 1;[

1 1

1 0

]
, 𝑡 = 3𝑘 + 2.

其中 𝑘 ∈ 𝒁. 目标是寻找周期状态反馈控制律

𝑢(𝑡) =

⎧⎨⎩
𝐾(0)𝑥(𝑡), 𝑡 = 3𝑘;

𝐾(1)𝑥(𝑡), 𝑡 = 3𝑘 + 1;

𝐾(2)𝑥(𝑡), 𝑡 = 3𝑘 + 2.

使得闭环系统𝑥(𝑡 + 1) = (𝐴(𝑡) + 𝐵(𝑡)𝐾(𝑡))𝑥(𝑡)和目

标系统𝑥(𝑡+ 1) = 𝐴0(𝑡)𝑥(𝑡)实现模型匹配,其中

𝐴0(𝑡) =

⎧⎨⎩

[
0 1

2 1

]
, 𝑡 = 3𝑘;[

0 1

1 1

]
, 𝑡 = 3𝑘 + 1;[

0 1

3 0

]
, 𝑡 = 3𝑘 + 2.

通过验证可知,系统 (22)是完全能达的. 此外,通过计

算可以得到目标系统的实约当标准型和相应的特征

向量矩阵为

𝐹 =

[
6 0

0 −1

]
, 𝑉0 =

[
1 2

2 −3

]
.

有

𝑣01 =

[
1

2

]
, 𝑣02 =

[
2

−3

]
.

根据式 (13)和 (14),求得系统 (22)的提升系统矩阵为

𝐴𝐿 =

[
9 2

0 2

]
, 𝐵𝐿 =

[
3 1 1

0 0 0

]
.

求右互质分解 (15)可得

𝐷(𝑠) =

⎡⎢⎣ 0 0 1

𝑠− 9 −𝑠 −3
0 𝑠− 2 0

⎤⎥⎦ , 𝑁(𝑠) =

[
1 0 0

0 1 0

]
.

进一步,根据式 (16),可得到

𝐷0 =

⎡⎢⎣ 0 0 1

−9 0 −3
0 −2 0

⎤⎥⎦ , 𝐷1 =

⎡⎢⎣ 0 0 0

1 −1 0

0 1 0

⎤⎥⎦ ,

𝑁0 =

[
1 0 0

0 1 0

]
.

令𝑍 =

⎡⎢⎣ 𝑧11 𝑧12

𝑧21 𝑧22

𝑧31 𝑧32

⎤⎥⎦,根据式 (17),可得到

𝑉 (𝑍) =

[
𝑧11 𝑧12

𝑧21 𝑧22

]
,

𝑊 (𝑍) =⎡⎢⎣ 𝑧31 𝑧32

−3𝑧11 − 3𝑧31 − 6𝑧21 −10𝑧12 − 3𝑧32 + 𝑧22

4𝑧21 −2𝑧32 − 𝑧22

⎤⎥⎦ ,

进而有

𝑣1 =

[
𝑧11

𝑧21

]
, 𝑣2 =

[
𝑧12

𝑧22

]
.

根据上述所得,目标函数可以表示为

𝐽 = ∥𝑣1 − 𝑣01∥𝐹 + ∥𝑣2 − 𝑣02∥𝐹 .
取式 (20)中的𝛼1 = 𝛼2 = 1 ,利用Matlab优化工具箱

进行优化,可以得到一个最优决策矩阵

𝑍opt =

⎡⎢⎣ 1.000 0 2.000 0

2.000 0 −3.000 0
−0.301 1 0.022 3

⎤⎥⎦ .

将其代入式 (19),可得

𝐾(0) = [−0.122 7 − 0.089 2],

𝐾(1) = [−4.390 2 − 0.562 0],

𝐾(2) = [−0.250 0 − 1.500 0],

此时匹配误差 𝐽 = 0,即利用此控制器可以实现零误

差匹配. 由此可见,本文所提出的离散线性周期系统

模型匹配的方法是有效的.

4 结结结 论论论

本文研究了基于周期状态反馈的离散线性周期

系统的模型匹配问题.不同于已有结果中基于频域的

考虑,从时域角度出发,采用参数化极点配置算法,将

上述模型匹配问题转化为一个约束优化问题. 其中,

目标函数为目标系统特征向量和闭环系统特征向量

匹配误差的加权范数之和.此外, 由于参数化极点配

置算法给出了无数个周期控制律,给优化问题的求解

提供了极大的自由度,从而降低了设计的保守性.最

后通过数值算例充分表明了所提出方法可以使得给

定的离散线性周期系统和目标离散线性周期系统实

现精确匹配.
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