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摘 要: 针对一类不确定非线性参数严反馈系统,提出基于收缩理论的自适应动态面控制方法. 动态面控制器设计

保证了各子系统关于状态误差部分收缩;对不确定参数构造收缩自适应律,并利用收缩下的奇异摄动分析降阶处理

子系统,确保降阶前后状态误差间的偏差及滤波误差有界;通过分层子系统的收缩鲁棒性分析,证明了原闭环系统状

态半全局收敛到以期望轨迹为中心的球域内,保证了跟踪误差及自适应估计有界. 刚性机械臂系统仿真验证了所提

出方法的有效性.
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Abstract: For a class of uncertain nonlinear systems in the parametric strict feedback form, an adaptive dynamic surface

control method based on the contraction theory is proposed. Every subsystem is partially contracting in the state error by

designing the dynamic surface controller. The adaptive estimation via contraction is designed for the uncertain parameters.

Moreover, the contraction-based singular perturbation analysis is used to reduce the subsystem dynamics, which ensures the

differences of the state errors between the original and the reduced subsystems’ and the differences of the filters are bounded.

By analyzing the contraction-based robustness of the hierarchical interconnection of the subsystems, it is proved that the

states of the original closed-loop system can semi-globally converge to a ball centered about the desired trajectory, and it is

guaranteed that both of the tracking error and adaptive estimation are bounded. Finally, simulation results of the rigid-link

electrically driven robot manipulators system show the effectiveness of the proposed method.
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0 引引引 言言言

非线性是在科学研究领域及实际中普遍存在的

问题,因此非线性系统控制特别是跟踪控制研究,有

着重要的理论和应用价值.电驱动刚性机械臂系统是

非常典型的非线性跟踪控制问题,该系统由电机、齿

轮连接的刚性连杆以及负载组成,通过设计电机输入

电压,以达到需要的电流, 从而使连杆跟踪期望的角

度轨迹. 但由于机械、材料和电气特性变化等原因,存

在参数不确定、未建模动态和扰动等问题.为了保证

系统稳定,现有的研究大多是在李雅普诺夫稳定性基

础上设计非线性控制器.文献 [1]针对不确定参数提

出了自适应积分反步方法;文献 [2]和文献 [3]针对未

建模动态和扰动,提出了自适应神经网络方法等. 这

些方法都是将轨迹跟踪转化成具体平衡点意义下的

稳定性问题进行讨论,因此不但需要标称状态或平衡

点的详细信息,并强调对初始状态的连续性, 而且有

些时候李雅普诺夫函数的选取也存在难度,这些都在

一定程度上限制了控制器的设计.在实际应用中, 某

些基于李雅普诺夫的控制方法还存在调节参数难以

实现的问题[4].
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近年来,收缩理论[5]成为一种研究非线性系统轨

迹收敛性的新方法. 收缩分析基于连续介质力学和

微分几何,通过采用虚位移的概念来研究系统的稳定

性[6]. 其总体思想是,若存在一个区域,且在该区域内

系统的初始条件能够被遗忘, 则这个系统是稳定的.

该思想在无明确平衡点信息的情况下仍可进行收缩

性分析,即使不确定参数改变了平衡点的位置也仍然

能够判别系统稳定性,因此是一种更有前景的分析方

法. 目前,收缩理论已在非线性控制中得到了一定的

应用[7-9]. 如在反步法方面,文献 [10]首次研究了基于

收缩稳定性理论的反步控制器设计,文献 [11]进一步

提出了收缩自适应反步控制方法,文献 [12]则对于收

缩反步控制进行了系统分析和阐述.

本文在文献 [11]的基础上,针对一类带有不确定

参数的非线性参数严反馈系统,提出基于收缩理论的

自适应动态面控制方法.通过设计动态面控制器, 保

证每个子系统对于状态误差具有部分收缩性,同时设

计收缩自适应律估计不确定参数;通过对各子系统进

行降阶简化,并利用基于收缩的奇异摄动理论来确保

降阶前后状态误差间的偏差及滤波误差有确切界,进

而将降阶前后的各子系统形成分层连接结构;收缩鲁

棒性结论保证了闭环系统状态收敛到以期望轨迹为

中心的球域内,从而确保系统跟踪误差和自适应估计

的有界性. 最后通过刚性机械臂仿真验证了闭环系统

的控制性能.

1 问问问题题题描描描述述述和和和基基基本本本理理理论论论介介介绍绍绍

1.1 一一一类类类非非非线线线性性性参参参数数数严严严反反反馈馈馈系系系统统统⎧⎨⎩
𝑥̇𝑖 = 𝑓𝑖(𝑋𝑖) + 𝑔𝑖𝑥𝑖+1,

𝑥̇𝑛 = 𝑓𝑛(𝑋𝑛) + 𝛽T𝑞(𝑋𝑛) + 𝑔𝑛𝑢,

𝑦 = 𝑥1.

(1)

其中: 𝑋𝑖 = [𝑥1, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑖]
T, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛, 是状态

向量; 𝑓𝑖(𝑋𝑖)是一阶连续可导非线性函数; 𝛽 ∈ 𝑅𝑝是

未知参数向量; 𝑞(𝑋𝑛)是 𝑝维光滑函数向量; 𝑔𝑖是非零

常数; 𝑢和 𝑦分别是输入和输出.

1.2 收收收缩缩缩理理理论论论

考虑以下非线性系统:
𝜐̇ = 𝜗(𝜐, 𝑡), (2)

其中 𝜐 ∈ 𝑅𝑛是系统 (2)的状态. 运用系统轨迹虚位

移的概念,该系统的虚拟动态可写为 𝛿𝜐̇ = (∂𝜗(𝜐, 𝑡)/

∂𝜐)𝛿𝜐, 𝛿𝜐表示轨迹的虚位移.

定义 1 (收缩域)[5] 对于系统 (2),如果在状态空

间里存在一个区域, 使得 ∂𝜗(𝜐, 𝑡)/∂𝜐是一致负定的,

则该区域称作一个收缩域.

引理 1 (收缩性)[13] 对于系统 (2), 𝜗(𝜐, 𝑡)是非线

性光滑函数,如果起始于不同初始条件的任意两条轨

迹是相互指数收敛的,则称系统是收缩的. 收缩性的

一个充分条件是, 如果存在某种矩阵测度𝜇, 对于任

意 𝜐, 𝑡 > 0, 都有𝜆 > 0使得𝜇(∂𝜗(𝜐, 𝑡)/∂𝜐) ⩽ −𝜆成

立,则系统是收缩的, 𝜆称作收缩率.

本文采用以下矩阵测度[14]判定系统收缩性:

𝜇(𝐴) =
𝜆max(𝐴+𝐴T)

2
,

其中𝜆max(⋅)表示矩阵最大特征值.

本质上,收缩控制系统设计等价于实现系统坐标

变换[6]𝛿𝜔 = Θ𝛿𝜐, Θ为变换矩阵. 变换后, 系统的虚

拟动态可写为 𝛿𝜔̇ = 𝐹 (𝜐, 𝑡)𝛿𝜔,其中𝐹 = (Θ̇ +Θ(∂𝜗/

∂𝜐))Θ−1是一般化的 Jacobian矩阵.

标准的收缩分析是与收缩子系统的连接方式息

息相关的[15],包括反馈式[10-11]和分层式[15]. 若采用分

层连接,则系统具有以下形式的虚拟动态:

d

d𝑡

[
𝛿𝜔1

𝛿𝜔2

]
=

[
𝐹11 𝐹12

0 𝐹22

][
𝛿𝜔1

𝛿𝜔2

]
. (3)

如果子矩阵𝐹11和𝐹22是一致负定的,且𝐹12有界,则

整个系统的任意一条轨迹都是指数收敛的.

引理 2 (鲁棒性)[13] 假定系统 (2)在坐标变换Θ

下是收缩的,且收缩率为𝜆. 若其摄动系统 𝜐̇𝑝 = 𝜗(𝜐𝑝,

𝑡) + 𝑑(𝜐𝑝, 𝑡)的干扰有界,即对于任意 𝜐𝑝和 𝑡,都存在 𝑑

使得∥𝑑(𝜐𝑝, 𝑡)∥ ⩽ 𝑑成立, 则摄动系统任意轨迹都满

足 ∥𝜐𝑝(𝑡)− 𝜐(𝑡)∥ ⩽ 𝜒∥𝜐𝑝(0)− 𝜐(0)∥e−𝜆𝑡 + 𝑑𝜒/𝜆, 𝜒

是Θ条件数的上界.

针对引理 2,有分层鲁棒性结论[5]: 考虑式 (3)的

摄动系统,有 𝛿𝜔1 = Θ1𝛿𝜐1, 𝛿𝜔2 = Θ2𝛿𝜐2,且存在有界

干扰Θ1𝑑1和Θ2𝑑2分别作用到 𝛿𝜔1和 𝛿𝜔2动态上. 令

𝐹12为非零常数, 𝑅𝑖 = ∥Θ𝑖(𝜐𝑖𝑝(𝑡)− 𝜐𝑖(𝑡))∥,可得{
𝑅̇1 + ∣𝜇(𝐹11)∣𝑅1 ⩽ ∥Θ1𝑑1∥+ ∥𝐹12∥𝑅2,

𝑅̇2 + ∣𝜇(𝐹22)∣𝑅2 ⩽ ∥Θ2𝑑2∥.
(4)

∣𝜇(𝐹𝑖𝑖)∣是各子系统的收缩率.对于有界扰动Θ1𝑑1和

Θ2𝑑2,当系统符合分层连接时,整个系统轨迹指数收

敛到一个以期望轨迹为中心的有界球内.

1.3 基基基于于于收收收缩缩缩理理理论论论的的的奇奇奇异异异摄摄摄动动动系系系统统统

标准奇异摄动系统为{
𝑥̇ = 𝑓(𝑥, 𝑧, 𝑡),

𝜀𝑧̇ = 𝑔(𝑥, 𝑧, 𝜀).
(5)

定义 2 (部分收缩)[13] 对于任意 𝑧及时间 𝑡,如果

虚拟系统

𝑦̇𝑥 = 𝑓(𝑦𝑥, 𝑧, 𝑡) (6)

是收缩的,则称系统 (5)对𝑥是部分收缩的.

同样,对于任意𝑥和 𝜀,如果虚拟系统
𝜀𝑦̇𝑧 = 𝑔(𝑥, 𝑦𝑧, 𝜀) (7)

是收缩的,则称系统 (5)对 𝑧是部分收缩的.

引理 3[13] 如果系统 (5)对 𝑧是部分收缩的, 则

方程 𝑔(𝑥, 𝑧, 𝜀) = 0可以等效为 𝑧 = 𝛾(𝑥, 𝜀), 即在𝑥、𝜀
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和 𝑧之间存在唯一一个全局映射.

引理 4[13] 定义全局可微函数 𝛾(𝑥) := 𝛾(𝑥, 0),

如果系统 (5)满足下述条件: 1) 𝑔(𝑥, 𝑧, 𝜀)在 𝜀域中关于

常数𝐾是Lipschitz连续的; 在坐标变换Θ𝑧下对 𝑧是

部分收缩的, 𝜆𝑧/𝜀是收缩率; 存在非负常数 𝑑′, 使得∥∥∥∂𝛾(𝑥)
∂𝑥

𝑓(𝑥, 𝑧, 𝑡)
∥∥∥ ⩽ 𝑑′对任意的𝑥, 𝑧, 𝑡成立. 2) 𝑓(𝑥,

𝑧, 𝑡)在 𝑧域中关于常数𝛼是Lipschitz连续的; 在坐标

变换Θ𝑥下对𝑥也是部分收缩的, 𝜆𝑥是对应的收缩率.

在上述条件成立的同时, 𝛾(𝑥)在𝑥域中关于常数𝛼𝛾

也是Lipschitz连续的, 并记𝑥𝛾是如下降阶系统的一

个解:
𝑥̇𝛾 = 𝑓(𝑥𝛾 , 𝛾(𝑥𝛾), 𝑡). (8)

则系统 (5)的任意轨迹在 𝑡 ⩾ 0时满足

∥𝑥(𝑡)− 𝑥𝛾(𝑡)∥ ⩽ 𝜒𝑥∥𝑥(0)− 𝑥𝛾(0)∥e−𝜆𝑥𝑡+

𝜀(𝐶1(e
−𝜆𝑥𝑡 − e−(𝜆𝑧/𝜀)𝑡) + 𝐶2(1− e−𝜆𝑥𝑡)), (9)

∥𝑧(𝑡)− 𝛾(𝑥𝛾(𝑡))∥ ⩽ ∥𝑧(0)− 𝛾(𝑥(0))∥𝜒𝑧e
−(𝜆𝑧/𝜀)𝑡+

𝛼𝛾𝜒𝑥∥𝑥(0)− 𝑥𝛾(0)∥e−𝜆𝑥𝑡 + (𝑑′ +𝐾)𝜒𝑧/𝜆𝑧𝜀+

𝛼𝛾𝜀(𝐶1(e
−𝜆𝑥𝑡 − e−(𝜆𝑧/𝜀)𝑡) + 𝐶2(1− e−𝜆𝑥𝑡)). (10)

其中: 𝜒𝑥和𝜒𝑧分别是Θ𝑥和Θ𝑧条件数的上界, 𝐶1 =
𝜒𝑥𝛼𝜒𝑧∥𝑧(0)− 𝛾(𝑥(0))∥

𝜆𝑧 − 𝜀𝜆𝑥
, 𝐶2 =

𝜒𝑥𝛼𝜒𝑧(𝑑
′ +𝐾)

𝜆𝑧𝜆𝑥
.

2 控控控制制制器器器设设设计计计及及及稳稳稳定定定性性性分分分析析析

2.1 控控控制制制器器器设设设计计计

本文从状态轨迹收敛性的角度出发,在非线性系

统 (1)的动态面控制器设计过程中引入收缩理论.

假设 1 期望跟踪轨迹 𝑦𝑑是光滑且有界的.

Step 1 定义第 1个动态面 𝑠1 = 𝑥1 − 𝑦𝑑,并微分.
𝑠̇1 = 𝑓1(𝑋1) + 𝑔1𝑥2 − 𝑦̇𝑑. (11)

设计如下虚拟控制量使得第一阶子系统对 𝑠1是

部分收缩的:

𝛼̄1(𝑋1, 𝑠1) =
−𝑘1𝑠1 − 𝑓1(𝑋1) + 𝑦̇𝑑

𝑔1
. (12)

引入一阶滤波器 𝜏1𝛼̇1 + 𝛼1 = 𝛼̄1(𝑋1, 𝑠1), 定义

滤波误差 𝑦1 = 𝛼1 − 𝛼̄1(𝑋1, 𝑠1),并定义第 2个动态面

𝑠2 = 𝑥2 − 𝛼1,最终可得第一阶子系统的动态
𝑠̇1 = −𝑘1𝑠1 + 𝑔1𝑠2 + 𝑔1𝑦1, (13)

𝜏1𝑦̇1 = −𝑦1 − 𝜏1 ˙̄𝛼1(𝑋1, 𝑠1). (14)

Step 𝑖 对第 𝑖个动态面 𝑠𝑖 = 𝑥𝑖 − 𝛼𝑖−1求导得

𝑠̇𝑖 = 𝑓𝑖(𝑋𝑖) + 𝑔𝑖𝑥𝑖+1 − 𝛼̇𝑖−1 =

𝑓𝑖(𝑋𝑖) + 𝑔𝑖𝑥𝑖+1 + 𝑦𝑖−1/𝜏𝑖−1. (15)

同理,设计虚拟控制量以保证子系统的动态对 𝑠𝑖

是部分收缩的.

𝛼̄𝑖(𝑋𝑖, 𝑠𝑖) =
−𝑓𝑖(𝑋𝑖)− 𝑘𝑖𝑠𝑖 − 𝑦𝑖−1/𝜏𝑖−1

𝑔𝑖
. (16)

引入一阶滤波器 𝜏𝑖𝛼̇𝑖 + 𝛼𝑖 = 𝛼̄𝑖(𝑋𝑖, 𝑠𝑖), 滤波误

差 𝑦𝑖 = 𝛼𝑖 − 𝛼̄𝑖(𝑋𝑖, 𝑠𝑖),并定义第 𝑖 + 1个动态面 𝑠𝑖+1

= 𝑥𝑖+1 − 𝛼𝑖,可得第 𝑖阶子系统动态

𝑠̇𝑖 = −𝑘𝑖𝑠𝑖 + 𝑔𝑖𝑠𝑖+1 + 𝑔𝑖𝑦𝑖, (17)

𝜏𝑖𝑦̇𝑖 = −𝑦𝑖 − 𝜏𝑖 ˙̄𝛼𝑖(𝑋𝑖, 𝑠𝑖). (18)

由此, 该阶子系统与第 𝑖 − 1阶的虚拟误差动态

形成如下分层连接结构:

d

d𝑡

[
𝛿𝑠𝑖−1

𝛿𝑠𝑖

]
=

[
−𝑘𝑖−1 𝑔𝑖−1 0

0 −𝑘𝑖 𝑔𝑖

]⎡⎢⎣ 𝛿𝑠𝑖−1

𝛿𝑠𝑖

𝛿𝑠𝑖+1

⎤⎥⎦+

[
𝜉𝑖−1

𝜉𝑖

]
, (19)

其中 𝜉𝑖−1和 𝜉𝑖分别表示第 𝑖 − 1阶和第 𝑖阶子系统滤

波误差的虚拟动态.

Step𝑛 对第𝑛个动态面 𝑠𝑛 = 𝑥𝑛 − 𝛼𝑛−1微分

𝑠̇𝑛 = 𝑓𝑛(𝑋𝑛) + 𝛽T𝑞(𝑋𝑛) + 𝑔𝑛𝑢+ 𝑦𝑛−1/𝜏𝑛−1. (20)

设计实际控制量

𝑢 =
−𝑓𝑛(𝑋𝑛)− 𝛽T𝑞(𝑋𝑛)− 𝑘𝑛𝑠𝑛 − 𝑦𝑛−1/𝜏𝑛−1

𝑔𝑛
,

(21)

其中 𝛽为不确定参数估计向量. 设计实际控制量使得

第𝑛阶子系统动态对 𝑠𝑛是部分收缩的,并与上一阶子

系统的虚拟误差动态形成如下分层连接结构:

d

d𝑡

[
𝛿𝑠𝑛−1

𝛿𝑠𝑛

]
=[

−𝑘𝑛−1 𝑔𝑛−1

0 −𝑘𝑛

][
𝛿𝑠𝑛−1

𝛿𝑠𝑛

]
+

[
𝜉𝑛−1

0

]
, (22)

其中 𝜉𝑛−1表示第𝑛 − 1阶子系统滤波误差的虚拟动

态. 定义估计误差向量为 𝛽 = 𝛽 − 𝛽,可得第𝑛阶子系

统动态

𝑠̇𝑛 = −𝑘𝑛𝑠𝑛 − (𝛽 − 𝛽)T𝑞(𝑋𝑛). (23)

设计相对应的收缩自适应控制律[6, 11]为
˙̂
𝛽 = 𝑞(𝑋𝑛)𝑠𝑛. (24)

2.2 稳稳稳定定定性性性分分分析析析

假设 2 𝑓𝑖(𝑋𝑖)满足
∣∣∣∂𝑓𝑖(𝑋𝑖)

∂𝑥𝑖

∣∣∣ ⩽ 𝑙𝑖, 𝑙𝑖是正常数,

且 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛− 1.

假设 3 原闭环系统与降阶系统的初始值相同.

定理 1 对于非线性系统 (1), 在假设 1∼假设 3

成立的条件下, 如果设计虚拟控制输入 (12)、(16)及

实际控制输入 (21), 使得降阶系统是收缩的, 且原系

统与降阶系统误差及滤波误差在半全局范围内满足

以下条件:

∥𝑆𝑛 − 𝑆𝑛𝛾∥ ⩽
𝑛−1∑
𝑖=1

Ω𝑖, (25)

∥𝑦𝑖(𝑡)∥ ⩽ ∥𝑦𝑖(0)∥e−(𝐿𝑖/𝜏𝑖)𝑡 +𝑀𝑖𝜏𝑖, ∀ 𝑡 ⩾ 0. (26)

其中: 𝑆𝑛 = [𝑠1(𝑡), 𝑠2(𝑡), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑠𝑖(𝑡), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑠𝑛(𝑡)]T, 𝑆𝑛𝛾 =
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[𝑠1𝛾(𝑡), 𝑠2𝛾(𝑡), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑠𝑖𝛾(𝑡), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑠𝑛𝛾(𝑡)]T, 𝑘𝑖、Ω𝑖+1、Ω𝑖、

𝐿𝑖和𝑀𝑖为正常数, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛 − 1. 则原闭环系

统所有状态变量都能够半全局收敛到以期望轨迹为

中心的球内,且滤波器误差与自适应估计值是有界的,

同时滤波参数满足 𝜏𝑖 < 1/(𝑘𝑖 + 𝑙𝑖).

证证证明明明 以第 𝑖阶系统为例. 式 (18)在坐标变换

Θ𝑦𝑖 = 1下,通过调节参数使𝜇
(∂(−𝑦𝑖 − 𝜏𝑖 ˙̄𝛼𝑖(𝑋𝑖, 𝑠𝑖))

∂𝑦𝑖

)
= −1 + 𝜏𝑖(𝑘𝑖 + ∂𝑓𝑖/∂𝑥𝑖) ⩽ −1 + 𝜏𝑖(𝑘𝑖 + 𝑙𝑖) < 0,负定

成立, 即滤波参数满足 𝜏𝑖 < 1/(𝑘𝑖 + 𝑙𝑖), 现定义𝐿𝑖 =

∣ − 1 + 𝜏𝑖(𝑘𝑖 + 𝑙𝑖)∣. 由定义 2可知,式 (18)对 𝑦𝑖是部分

收缩的,且𝐿𝑖/𝜏𝑖是对应的收缩率.

由引理 3可知, 可将方程−𝑦𝑖 − 𝜏𝑖 ˙̄𝛼𝑖(𝑋𝑖, 𝑠𝑖) = 0

等效为 𝑦𝑖=𝑦𝑖(𝑠𝑖, 𝜏𝑖)=−𝜏𝑖 ˙̄𝛼𝑖(𝑋𝑖, 𝑠𝑖),且 𝑦𝑖(𝑠𝑖) := 𝑦𝑖(𝑠𝑖,

0) = 0. 显然存在常数 𝑑′𝑖 = 0, 使得
∥∥∥∂𝑦𝑖(𝑠𝑖)

∂𝑠𝑖
𝑠̇𝑖

∥∥∥ ⩽ 𝑑′𝑖

对于任意的 𝑠𝑖, 𝑦𝑖, 𝑡成立. 同时, ˙̄𝛼𝑖(𝑋𝑖, 𝑠𝑖) = 𝜂𝑖(𝑠1, 𝑠2,

⋅ ⋅ ⋅ , 𝑠𝑖, 𝑦1, 𝑦2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑦𝑖, 𝑘1, 𝑘2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑘𝑖, 𝜏1, 𝜏2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜏𝑖−1, 𝑦𝑑,

𝑦̇𝑑, 𝑦𝑑)连续且为紧函数, 则在一定初始紧集内满足

∣ ˙̄𝛼𝑖(𝑋𝑖, 𝑠𝑖)∣ ⩽ 𝑀𝑖, 故 ∣𝜏𝑖𝑎 ˙̄𝛼𝑖(𝑋𝑖, 𝑠𝑖) − 𝜏𝑖𝑠 ˙̄𝛼𝑖(𝑋𝑖, 𝑠𝑖)∣ ⩽
𝑀𝑖∣𝜏𝑖𝑎− 𝜏𝑖𝑠∣恒成立,即−𝑦𝑖− 𝜏𝑖 ˙̄𝛼𝑖(𝑋𝑖, 𝑠𝑖)在 𝜏𝑖域内关

于常数𝑀𝑖是Lipschitz连续的.

第 𝑖步误差动态 (17)在Θ𝑠𝑖 = 1下对 𝑠𝑖是部分收

缩的, 𝑘𝑖是对应的收缩率,且−𝑘𝑖𝑠𝑖 + 𝑔𝑖𝑠𝑖+1 + 𝑔𝑖𝑦𝑖对

于 𝑦𝑖关于正常数 ∣𝑔𝑖∣是Lipschitz连续的. 𝑠𝑖𝛾表示降阶

系统

𝑠̇𝑖𝛾 = −𝑘𝑖𝑠𝑖𝛾 + 𝑔𝑖𝑠(𝑖+1)𝛾 (27)

的一个解,那么由引理 4及分层结构的鲁棒性结论可

得, 系统动态 (17)和 (18)的任何轨迹在 𝑡 ⩾ 0时分别

满足下述不等式:
∥𝑠𝑖(𝑡)− 𝑠𝑖𝛾(𝑡)∥ ⩽ ∥𝑠𝑖(0)− 𝑠𝑖𝛾(0)∥e−𝑘𝑖𝑡+

e−𝑘𝑖𝑡Π𝑖 + 𝜏𝑖(𝐶𝑖1𝐸𝑖1 + 𝐶𝑖2𝐸𝑖2),

(28)

∥𝑦𝑖(𝑡)∥ ⩽ ∥𝑦𝑖(0)∥e−(𝐿𝑖/𝜏𝑖)𝑡 +𝑀𝑖𝜏𝑖. (29)

其中: 𝐶𝑖1 =
∣𝑔𝑖∣∥𝑦𝑖(0)∥
𝐿𝑖 − 𝜏𝑖𝑘𝑖

, 𝐶𝑖2 =
∣𝑔𝑖∣𝑀𝑖

𝑘𝑖
;𝐸𝑖1 = e−𝑘𝑖𝑡 −

e−(𝐿𝑖/𝜏𝑖)𝑡, 𝐸𝑖2 = 1 − e−𝑘𝑖𝑡;𝜒𝑥𝑖 = 𝜒𝑧𝑖 = 1;Π𝑖 =w 𝑡

0
∣𝑔𝑖∣∥𝑠𝑖+1(𝜍)− 𝑠(𝑖+1)𝛾(𝜍)∥e𝑘𝑖𝜍d𝜍, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛−2.

类似地,第𝑛− 1阶子系统也符合上述结论,但由

于最后一阶子系统不包含滤波,无需采用奇异摄动分

析,故第𝑛阶子系统的原系统轨迹与降阶系统轨迹是

同一条轨迹,即 𝑠𝑛(𝑡) ≡ 𝑠𝑛𝛾(𝑡),则第𝑛− 1阶子系统中

任何轨迹满足

∥𝑠𝑛−1(𝑡)− 𝑠(𝑛−1)𝛾(𝑡)∥ ⩽ e−𝑘𝑛−1𝑡Π𝑛−1+

∥𝑠𝑛−1(0)− 𝑠(𝑛−1)𝛾(0)∥e−𝑘𝑛−1𝑡+

𝜏𝑛−1(𝐶(𝑛−1)1𝐸(𝑛−1)1 + 𝐶(𝑛−1)2𝐸(𝑛−1)2) =

∥𝑠𝑛−1(0)− 𝑠(𝑛−1)𝛾(0)∥e−𝑘𝑛−1𝑡+

𝜏𝑛−1(𝐶(𝑛−1)1𝐸(𝑛−1)1 + 𝐶(𝑛−1)2𝐸(𝑛−1)2), (30)

∥𝑦𝑛−1(𝑡)∥ ⩽ ∥𝑦𝑛−1(0)∥e−
𝐿𝑛−1
𝜏𝑛−1

𝑡
+𝑀𝑛−1𝜏𝑛−1. (31)

其 中: 𝐶(𝑛−1)1 =
∣𝑔𝑛−1∣∥𝑦𝑛−1(0)∥
𝐿𝑛−1 − 𝜏𝑛−1𝑘𝑛−1

, 𝐶(𝑛−1)2 =

∣𝑔𝑛−1∣𝑀𝑛−1

𝑘𝑛−1
, 𝐸(𝑛−1)1 = e−𝑘𝑛−1𝑡 − e

−
(

𝐿𝑛−1
𝜏𝑛−1

)
𝑡
, 𝐸(𝑛−1)2

= 1 − e−𝑘𝑛−1𝑡, 𝜒𝑥(𝑛−1) = 𝜒𝑧(𝑛−1) = 1,Π𝑛−1 =w 𝑡

0
∣𝑔𝑛−1∣∥𝑠𝑛(𝜍)− 𝑠𝑛𝛾(𝜍)∥e𝑘𝑛−1𝜍d𝜍 .

对于每一步降阶子系统 (27)进行整理,可得变换

后的降阶系统综合形式

𝑆̇𝑛𝛾 = 𝜛𝑆𝑛𝛾 , (32)

其中

𝜛 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−𝑘1 𝑔1 0 ⋅ ⋅ ⋅ 0

0 −𝑘2 𝑔2 ⋅ ⋅ ⋅ 0

0 0 −𝑘3 ⋅ ⋅ ⋅ 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 ⋅ ⋅ ⋅ −𝑘𝑛

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .

可以看出, 降阶后系统形成分层结构, 选取适当的

参数 𝑘1, 𝑘2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑘𝑖, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑘𝑛使𝜇(𝜛) ⩽ −𝜆1 (𝜆1 > 0)成

立. 由引理 1可知,降阶系统状态变量是收缩的,且渐

近收敛到期望轨迹,即降阶系统的跟踪误差渐近收敛

到 0.

由式 (30)及假设 3,并定义Ω𝑛−1 = 𝜏𝑛−1(𝐶(𝑛−1)1

+ 𝐶(𝑛−1)2),有
∥𝑠𝑛−1(𝑡)− 𝑠(𝑛−1)𝛾(𝑡)∥ ⩽ Ω𝑛−1. (33)

对于第𝑛− 2阶,有
∥𝑠𝑛−2(𝑡)− 𝑠(𝑛−2)𝛾(𝑡)∥ ⩽
∣𝑔𝑛−2∣Ω𝑛−1𝐸(𝑛−2)2

𝑘𝑛−2
+

∥𝑠𝑛−2(0)− 𝑠(𝑛−2)𝛾(0)∥e−𝑘𝑛−2𝑡+

𝜏𝑛−2(𝐶(𝑛−2)1𝐸(𝑛−2)1 + 𝐶(𝑛−2)2𝐸(𝑛−2)2) ⩽

𝜏𝑛−2(𝐶(𝑛−2)1 + 𝐶(𝑛−2)2) +
∣𝑔𝑛−2∣Ω𝑛−1

𝑘𝑛−2
= Ω𝑛−2.

(34)

其 中: 𝐶(𝑛−2)1 =
∣𝑔𝑛−2∣∥𝑦𝑛−2(0)∥
𝐿𝑛−2 − 𝜏𝑛−2𝑘𝑛−2

, 𝐶(𝑛−2)2 =

∣𝑔𝑛−2∣𝑀𝑛−2

𝑘𝑛−2
, 𝐸(𝑛−2)1 = e−𝑘𝑛−2𝑡 − e

−
(

𝐿𝑛−2
𝜏𝑛−2

)
𝑡
, 𝐸(𝑛−2)2

= 1− e−𝑘𝑛−2𝑡, 𝜒𝑥(𝑛−2) = 𝜒𝑧(𝑛−2) = 1.

依次类推,可得第 𝑖阶不等式

∥𝑠𝑖(𝑡)− 𝑠𝑖𝛾(𝑡)∥ ⩽ ∣𝑔𝑖∣Ω𝑖+1

𝑘𝑖
+𝜏𝑖(𝐶𝑖1+𝐶𝑖2) = Ω𝑖. (35)

综合以上不等式,则下式成立:

∥𝑆𝑛 − 𝑆𝑛𝛾∥ ⩽
𝑛−1∑
𝑖=1

Ω𝑖. (36)

由以上分析可知: 对原闭环系统引入基于收缩理

论的奇异摄动分析方法,可得到降阶前后系统状态误

差间的偏差有确切界,且滤波器误差也是有界的.
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同理,将原闭环系统综合表示为

𝑆̇𝑛 = 𝜛𝑆𝑛 + Λ𝑌. (37)

其中: Λ = diag{𝑔1, 𝑔2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑔𝑛−1, 0}, 𝑌 = [𝑦1, 𝑦2, ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑦𝑛−1, 0]

T. 则式 (37)可看作降阶系统 (32)的摄动系统,

由以上分析可知,原闭环系统与降阶系统的跟踪误差

在一定条件下满足式 (36),由收缩理论下的分层结构

鲁棒性结论可知,原闭环系统的状态变量是半全局收

敛到以期望轨迹为中心的球内,从而可保证前𝑛−1阶

系统状态误差是半全局有界的. 对于第𝑛阶系统,由

以上分析可知降阶前后满足 𝑠𝑛(𝑡) ≡ 𝑠𝑛𝛾(𝑡),故第𝑛阶

系统降阶前后有相同的收敛性.

此外,第𝑛阶动态 (23)和自适应律 (24)属于典型

的收缩自适应控制,参考以下引理.

引理 5[6] 当系统 (2)满足以下虚拟动态时:

d

d𝑡

[
𝛿𝜐

𝛿𝛽

]
=

⎡⎣ ∂𝜗

∂𝜐
−𝑊T

𝑊 0

⎤⎦[
𝛿𝜐

𝛿𝛽

]
,

如果𝜗是收缩的,期望轨迹是有界的,且𝑊 是光滑的,

则 𝜐渐近收敛到期望轨迹, 𝛽有界.

本文中式 (23)和 (24)构成以下形式:

d

d𝑡

[
𝛿𝑠𝑛

𝛿𝛽

]
=

[
−𝑘𝑛 −𝑞T(𝑋𝑛)

𝑞(𝑋𝑛) 0

][
𝛿𝑠𝑛

𝛿𝛽

]
. (38)

通过控制器设计可得第𝑛阶系统是收缩的,且已

知 𝑞(𝑋𝑛)是光滑的, 由引理 5可得, 𝑠𝑛是渐近收敛到

0的, 𝛽是有界的.

综上可得,原闭环系统所有状态变量都能够半全

局收敛到以期望轨迹为中心的球内,且滤波参数具有

一定取值范围,同时滤波器误差与自适应估计值有界,

从而保证了原闭环系统跟踪误差的半全局有界性,通

过调节控制参数可收敛到很小的域内. □

3 仿仿仿真真真实实实例例例

3.1 电电电驱驱驱动动动刚刚刚性性性机机机械械械臂臂臂系系系统统统[1,11]

u

R L

!"

#$

%&'(

)*

图 1 刚性机械臂系统示意图

图 1所示是刚性机械臂系统,通过控制电机电压

来调整连杆转过的角度.根据牛顿第二定律,建立该

系统如下的机械和动力学Euler-Lagrange方程:⎧⎨⎩𝐷𝑞 +𝐵𝑞 +𝑁 sin 𝑞 = 𝐼,

𝐿𝐼 +𝑅𝐼 +𝐾𝑚𝑞 = 𝑢.
(39)

其中: 𝐷 =
𝐽

𝐾𝜏
+

𝑚𝑙2𝑜
3𝐾𝜏

+
𝑀𝑜𝑙

2
𝑜

𝐾𝜏
+

2𝑀𝑜𝑟
2
𝑜

5𝐾𝜏
, 𝐵 =

𝐵𝑜

𝐾𝜏
, 𝑁 =

𝑚𝑙𝑜𝐺

2𝐾𝜏
+

𝑀𝑜𝑙𝑜𝐺

𝐾𝜏
, 𝑚、𝑙𝑜分别是连杆质量和

长度, 𝑀𝑜、𝑟𝑜分别是负载质量和半径, 𝐺是重力系数,

𝐵𝑜是粘滞摩擦系数, 𝐽、𝑞(𝑡)分别是电机转动惯量和

转过的角度, 𝐼(𝑡)、𝐿和𝑅分别是电枢电流、电感和电

阻, 𝐾𝜏是转矩系数, 𝐾𝑚是反电动势系数, 𝑢是电压控

制输入.

3.2 无无无扰扰扰动动动刚刚刚性性性机机机械械械臂臂臂系系系统统统

本文从电磁系统不确定角度出发,以电机温度变

化导致电枢电阻及反电动系数未知情况为例,验证本

文方法.由文献 [1,11]可知,以上系统可写成以下参数

严反馈形式:⎧⎨⎩

𝑥̇1 = 𝑥2,

𝑥̇2 = (−𝑁 sin𝑥1 −𝐵𝑥2)/𝐷 + 𝑥3/𝐷,

𝑥̇3 = −(𝐾𝑚𝑥2 +𝑅𝑥3)/𝐿+ 𝑢/𝐿,

𝑦 = 𝑥1.

(40)

其中: 𝑥1 = 𝑞(𝑡), 𝑥2 = 𝑞(𝑡), 𝑥3 = 𝐼(𝑡),未知常数𝐾𝑚和

𝑅的真实值分别是 10N ⋅m/A和 0.5Ω, 其他各参数

取值见文献 [11]. 系统输出跟踪期望轨迹信号 𝑦𝑑 =

sin 𝑡.

按照本文方法设计收缩自适应动态面控制器,并

与基于李雅普诺夫的自适应动态面控制进行仿真比

较.为了对比两种控制器对于滤波参数选择要求的不

同, 本方法选取符合滤波参数条件的不同数值进行

仿真,即 𝜏分别取 0.1和 0.01.李雅普诺夫方法要求滤

波参数远小于 1,即选取 𝜏 = 0.001. 仿真结果如图 2 ∼
图 6所示. 图中Contraction表示本文方法, Lyapunov

表示传统方法结果.
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图 2 系统输出跟踪曲线
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图 3 系统输出跟踪误差 图 5 自适应参数 𝐾̂𝑚
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图 4 控制输入𝑢 图 6 自适应参数 𝑅̂

图 2和图 3中, 𝑦𝛾和 𝑠1𝛾分别表示本文方法降阶

系统输出及跟踪误差. 由图可知,尽管在不同滤波参

数下本文方法的输出在初始时刻略有抖动, 但其原

系统与降阶系统都能很好地跟踪期望轨迹, 具有接

近于 0的跟踪误差,表现出与传统方法相同的跟踪性

能.图 4∼图 6分别表示系统控制输入以及𝐾𝑚、𝑅的

自适应估计值.就控制输入而言,可以看出,由于滤波

参数过小, 传统方法是控制输入过大;而对于自适应

估计值,虽然初始阶段本文方法在 𝜏 = 0.1时自适应

参数相对偏大,但经过一段时间, 自适应值基本能保

持在真实值附近.由仿真分析可知, 本文方法不但具

有与传统方法相同的性能,而且扩大了滤波参数的选

择范围,有利于系统实现.虽然滤波参数的增大在一

定程度上略微降低了动态性能,但却体现了参数选择

与控制性能上的折衷.

3.3 带带带扰扰扰动动动刚刚刚性性性机机机械械械臂臂臂系系系统统统

考虑加入由于电流以及电压波动等所产生的扰

动[3],以此来验证本文方法的抗扰性能.⎧⎨⎩
𝑥̇1 = 𝑥2,

𝑥̇2 = (−𝑁 sin(𝑥1)−𝐵𝑥2)/𝐷 + 𝑥3/𝐷 +Δ1,

𝑥̇3 = −(𝐾𝑚𝑥2 +𝑅𝑥3)/𝐿+ 𝑢/𝐿+Δ2,

𝑦 = 𝑥1.

(41)
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其中: Δ1 = cos(π𝑡/2),Δ2 = 1.5e−2𝑡. 仿真结果如图 7

和图 8所示.
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图 7 带扰动系统输出及输入
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图 8 带扰动系统自适应参数

由图 7和图 8可知, 对带扰动模型进行控制, 尽

管系统输出跟踪误差有波动,但利用本文方法仍能够

保持在有界值内,且未知参数自适应值也能收敛到真

实值附近.由此可知, 本文控制器对扰动具有很好的

鲁棒性.

4 结结结 论论论

本文针对一类带有不确定非线性参数严反馈系

统, 提出了基于收缩理论的自适应动态面控制方法.

与传统李雅普诺夫稳定性方法不同的是,本文方法通

过将收缩理论与自适应动态面控制结合,不但避免了

反步法虚拟控制反复求导带来的 “微分爆炸 ”问题,

而且保证了原闭环系统变量半全局收敛到期望轨迹

附近的一个小球域内,从而确保了闭环系统的稳定性

和跟踪性能,并有效拓宽了滤波参数的选取范围,为

一般非线性系统控制的稳定性研究提供了新的思路.
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