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摘 要: 为了提高高阶容积卡尔曼滤波器(CKF)的滤波性能,提出一种基于矩阵对角化变换的高阶CKF算法. 该算

法基于高阶容积准则,利用矩阵对角化变换代替标准高阶CKF中的Cholesky分解,使得协方差矩阵分解后的平方根

矩阵保留了原有的特征空间信息,状态统计量计算更加准确,从而提高了滤波精度;同时,矩阵对角化变换不要求协

方差矩阵正定,增强了算法滤波稳定性. 仿真结果表明,所提出的算法是可行而有效的,明显改善了标准高阶CKF的

滤波效果.
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Abstract: In order to improve the filtering performance of the high-degree cubature Kalman filter(CKF), a high-degree

cubature Kalman filter based on the diagonalization of the matrix is proposed. Based on the high-degree cubature rule,

the diagonalization of the matrix is used to take place of the Cholesky decomposition and the square-rooting matrix of the

covariance can preserve the information of the original feature space, so that the state statistics can be calcuated accurately

and the filtering accuracy is improved. At the same time, the diagonalization of the matrix does not require the condition that

the covariance matrix must be the positive definite matrix and the stability of filtering algorithm is enhanced. The simulation

results show that the proposed algorithm is feasible and effective, and it can obviously improve the fltering effect of the

standard high-degree CKF algorithm.
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0 引引引 言言言

非线性状态估计是一个热门的研究领域,广泛应

用于化工过程、目标跟踪、信号处理、宏观经济预测

等工程领域.非线性滤波是解决非线性状态估计的重

要方法, 目前已有较多的研究成果. Ito等[1]提出了高

斯非线性滤波框架,给出了高斯假设下非线性滤波的

最优解决办法. 而在实际处理中很难得到最优解,因

此只能用次优的近似方法来代替.

常用的非线性滤波算法有扩展卡尔曼滤波

(EKF)[2]、不敏卡尔曼滤波(UKF)[3]、高斯厄米特卡尔

曼滤波(GHF)[4]、容积卡尔曼滤波 (CKF)[5]等. EKF在

处理多维非线性模型时,滤波容易发散、精度低,而且

需要计算 Jacobian矩阵[6]. UKF克服了EKF的缺点,

将对非线性系统的函数近似转换成对其后验概率密

度进行近似,其滤波效果较EKF有显著的提升[3]. 但

系统维数过高时, UKF滤波不佳, 甚至会发散, 而且

其滤波效果容易受参数设定的影响[5-6]. GHF处理非

线性模型的滤波精度高、稳定性好,但当维数较高时,

存在着 “维数灾难”问题.冉昌艳等[7]在高斯厄米特数

值积分基础上引入稀疏网格理论[8],在保持原有积分

精度的同时, 避免了积分点随维数指数增长, 并提出

了稀疏网格高斯求积分卡尔曼滤波 (SGQF). CKF非

线性逼近特性强、实现简单,其数值稳定性和滤波精

度较UKF好[9]. 因而它一被提出即得到广泛运用,引
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起众多学者对其进行改进. Bin等[10]利用任意阶全对

称球面插值准则[11]和矩匹配原理, 给出了高阶容积

准则,利用该准则可以导出高阶CKF,提高CKF的滤

波精度;而且在相同精度等级下,高阶CKF计算量要

比SGQF小.

标准高阶CKF滤波算法中, 协方差矩阵分解的

方法为Cholesky分解, 获得的结果只是从形式上满

足,而不是理论意义上的平方根[12]. 由于计算误差和

舍入误差、模型失准等原因,协方差矩阵容易失去正

定性,导致滤波中断[13]. 对于 3阶CKF可以用平方根

滤波的方法来避免, 而高阶CKF中有些容积点所对

应的权值可能为负,不能用传统的均方根滤波[14-15].

针对上述问题,本文在高阶CKF基础上,引入矩

阵对角化变换, 提出一种基于矩阵对角化变换的高

阶CKF (高阶DMCKF), 推导出 5阶容积点及其权值,

并用 5维目标跟踪模型进行仿真实验.

1 非非非线线线性性性高高高斯斯斯滤滤滤波波波

考虑如下非线性离散系统:⎧⎨⎩𝑿𝑘 = 𝑓𝑘−1(𝑿𝑘−1) +𝒘𝑘−1,

𝒁𝑘 = ℎ𝑘(𝑿𝑘) + 𝒗𝑘.
(1)

其中: 𝑿𝑘 ∈ 𝑹𝑛和𝒁𝑘 ∈ 𝑹𝑚分别为系统状态向量

和量测向量; 𝒘𝑘和 𝒗𝑘为相互独立的系统噪声和量测

噪声, 且𝒘𝑘 ∼ 𝑵(0,𝑸𝑘), 𝒗𝑘 ∼ 𝑵(0,𝑹𝑘); 初始状态

𝑿0 ∼ 𝑵(0,𝑷0)与𝒘𝑘和 𝒗𝑘不相关.

Ito等[1]基于高斯假设和贝叶斯最优估计, 给出

了非线性滤波在理论意义上的递推最优解决办法,并

指出非线性滤波难点在于求解形如

𝑰(𝑓) =
w
𝑹𝑛

𝑓(𝑿)𝑵(𝑿; 0, 𝑰)d𝑿 (2)

的多维高斯非线性积分. 一般情况下,无法得到这类

积分的精确解析值,因此需要用近似的方法获得其解

析值的近似解. 对于服从标准正态分布的变量,这些

近似准则都可以用下式表示:

𝑰(𝑓) ≈
𝑁𝑝∑
𝑖=1

𝜔𝑖𝑓(𝝃𝑖). (3)

其中: 𝑓(𝑿)为任意函数, 𝑹𝑛为积分区域, 𝑁𝑝为积分

点总数, 𝜔𝑖与 𝝃𝑖分别为权值和积分点. 而对于服从一

般高斯分布的变量,可以通过协方差变换得到,如

𝑰(𝑓) =
w
𝑹𝑛

𝑓(𝑿)𝑵(𝑿;𝑿,𝑷 )d𝑿 =w
𝑹𝑛

𝑓(𝑺𝑿 +𝑿)𝑵(𝑿; 0, 𝑰)d𝑿 ≈
𝑁𝑝∑
𝑖=1

𝜔𝑖𝑓(𝑺𝝃𝑖 +𝑿), (4)

其中𝑷 = 𝑺𝑺T, 𝑺为协方差𝑷 的平方根.

𝜔𝑖与 𝝃𝑖可由很多方法获得, 如高斯厄米特求积

准则、不敏变换准则、球面径向容积准则等. 对于高

维非线性系统,球面径向容积准则数值稳定性强, 滤

波精度高,计算量较小[6]. 为了进一步提高估计精度,

可将CKF中 3阶容积准则进行推广,构建相同精度等

级下计算量远小于高斯厄米特求积准则的高阶容积

准则.

2 高高高阶阶阶容容容积积积准准准则则则原原原理理理

由全对称球面插值准则和径向准则将式 (4)转化

为[5,10]

𝑰(𝑓) ≈ 1

𝜋𝑛/2

𝑁𝑟∑
𝑗=1

𝑁𝑠∑
𝑖=1

𝜔𝑟,𝑗𝜔𝑠,𝑖𝑓(
√
2
√

𝑷𝑘𝑟𝑗𝒔𝑖 +𝑿𝑘).

(5)

其中: 𝒔𝑖、𝜔𝑠和𝑁𝑠分别为全对称球面插值准则的积

分点、权值和积分点总数; 𝑟𝑗、𝜔𝑟和𝑁𝑟分别为径向准

则的积分点、权值和积分点总数. 当全对称球面插值

准则和径向准则的逼近精度到达 𝑑阶时,理论证明了

积分 𝑰(𝑓)的逼近精度也达到 𝑑阶. 因此,为了获得精

度等级更高的容积准则,需要同时提升全对称球面插

值准则和径向准则的估计精度等级.

2.1 任任任意意意阶阶阶全全全对对对称称称球球球面面面插插插值值值准准准则则则原原原理理理

一种可以到达任意精度等级的全对称球面插值

准则的原理如下[11]:

𝑰𝑼𝑛(𝑓) ≜
w
𝑼𝑛

𝑓(𝒚)d𝜎(𝒚), (6)

𝑰𝑼𝑛,2𝑚+1(𝑓) =
∑

∣𝒑∣=𝑚

𝜔𝒑𝐺{𝑢𝒑}. (7)

式 (6)定义了一个球面积分, 𝒚 = [𝑦1, 𝑦2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑦𝑛]T,

𝑼𝑛为𝑛维单位超球面,有𝑼𝑛 = {𝒚 ∈ 𝑅𝑛 : 𝑦21 + 𝑦22 +

⋅ ⋅ ⋅ + 𝑦2𝑛 = 1}, 𝜎(⋅)为𝑼𝑛上的面积元. 式 (7)中 2𝑚 +

1表示可精确积分的多项式阶数, 且𝑚 ⩾ 1. 𝜔𝒑和

𝐺{𝑢𝒑}的定义如下:

𝜔𝒑 ≜ 𝑰𝑼𝑛

{ 𝑛∏
𝑖=1

𝑝𝑖−1∏
𝑗=0

𝑦2𝑖 − 𝑢2
𝑖

𝑢2
𝑝𝑖

− 𝑢2
𝑖

}
, (8)

𝐺{𝑢𝒑} ≜ 2−𝑐(𝑢𝒑)
∑
𝑣

𝑓(𝑣1𝑢𝑝1 , 𝑣2𝑢𝑝2 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑣𝑛𝑢𝑝𝑛). (9)

式 (8)右端是一个球面积分,被积变量为 𝑦𝑖,下标 𝑝𝑖为

非负整数,且𝒑 = [𝑝1, 𝑝2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑝𝑛], ∣𝒑∣ = 𝑝1+ 𝑝2+ ⋅ ⋅ ⋅+
𝑝𝑛. 式 (9)上标 𝑐(𝑢𝒑)表示𝑢𝒑 = (𝑢𝑝1

, 𝑢𝑝2
, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑢𝑝𝑛

)中

非零元素的个数, 𝑛为系统的维数. 球面准则的积分

点 𝑘为 𝒔𝑖 = [𝑣1𝑢𝑝1 , 𝑣2𝑢𝑝2 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑣𝑛𝑢𝑝𝑛 ]
T, 𝑣𝑖 = ±1, 𝑢𝑝𝑖

=
√

𝑝𝑖/𝑚, 𝑝𝑖 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚, 积分点相应的权值为

2−𝑐(𝑢𝒑)𝜔𝒑.

为了方便求解式 (8),文献 [11]给出了如下等式:w
𝑼𝑛

𝑥𝑘1
1 𝑥𝑘2

2 ⋅ ⋅ ⋅𝑥𝑘𝑛
𝑛 d𝜎 =

2
Γ ((𝑘1 + 1)/2)Γ ((𝑘2 + 1)/2) ⋅ ⋅ ⋅Γ ((𝑘1 + 𝑛)/2)

Γ (∣𝑲∣+ 𝑛)/2
.

(10)
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其中: ∣𝑲∣ = 𝑘1 + 𝑘2 + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑘𝑛, Γ (𝑥)为Gamma函数,

具体积分形式为Γ (𝑥) =
w ∞
0

exp(−𝜆)𝜆𝑥−1d𝜆.

根据上述原理, 求解任意精度等级𝑚球面积分

的积分点和权值步骤为:

1) 根据积分精度水平𝑚和系统维数𝑛, 由 ∣𝒑∣ =
𝑚确定𝒑的取值排列组合;

2) 根据𝒑的取值, 由𝑢𝑝𝑖 =
√

𝑝𝑖/𝑚 (𝑝𝑖 = 0, 1,

⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚)确定𝑢𝑝𝑖的值,从而确定积分点;

3) 根据𝒑的取值求解式 (8), 从而确定相应的权

值.

2.2 任任任意意意阶阶阶径径径向向向准准准则则则原原原理理理

径向积分的近似可由高斯拉盖尔积分公式求出,

也可由矩匹配的方法得到. 矩匹配的基本原理是,寻

找积分点 𝒓𝑗和相应权值𝜔𝑟,𝑗 ,使其满足如下矩方程:
𝑁𝑟∑
𝑖=1

𝜔𝑟,𝑗𝑺(𝑟𝑗) =
w ∞
0

𝑺(𝑟)𝑟𝑛−1 exp(−𝑟2)d𝑟. (11)

令𝑺(𝑟) = 𝑟𝑙为 𝑟的单项式, 因球面准则和球面-径向

准则都为全对称准则,所以 𝑙为偶整数[5],则式 (11)转

化为
𝑁𝑟∑
𝑖=1

𝜔𝑟,𝑗𝑺(𝑟𝑗) =

w ∞
0

𝑟𝑙+𝑛−1 exp(−𝑟2)d𝑟 =
1

2
Γ
(𝑛+ 𝑙

2

)
. (12)

若要得到 2𝑚 + 1阶径向准则,则式 (12)要对 𝑙 =

0, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 2𝑚的积分精确成立,从而产生𝑚+1个方程,

解出该方程组即可完成任意精度等级下的径向准则

积分点和权值的计算.

2.3 高高高阶阶阶容容容积积积准准准则则则表表表达达达式式式

对于给定的积分精度水平𝑚, 将满足式 (9)的全

对称球面插值点 𝒔𝑖、权值𝜔𝑠和式 (12)的径向积分点

𝒓𝑗、权值𝜔𝑟代入式 (5), 便可得到对应精度的高阶容

积准则近似积分的具体表达式,即

𝑰(𝑓) ≈
𝑁𝑝∑
𝑙=1

𝜔𝑙𝑓(
√

𝑷𝑘𝝃𝑙 +𝑿𝑘). (13)

其中: 𝑁𝑝 = 𝑁𝑟𝑁𝑠, 𝜔𝑙 = (𝜋)−𝑛/2𝜔𝑟,𝑗𝜔𝑠,𝑖, 𝝃𝑙 =
√
2𝒓𝑗𝒔𝑖,

𝑙 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁𝑝, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁𝑟, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁𝑠.

3 基基基于于于矩矩矩阵阵阵对对对角角角化化化变变变换换换的的的高高高阶阶阶CKF
协方差矩阵作为实对称正定矩阵, 其理论意义

上的平方根矩阵唯一, 可由矩阵对角化变换方法获

得[12]. 理论意义上的平方根矩阵保留了协方差矩阵

原有的特征空间信息,可以使协方差的传递更加准确,

从而提高滤波精度.基于矩阵对角化变换的方法不要

求协方差矩阵正定,可以避免协方差非正定引起的滤

波中断问题,从而增加算法的稳定性. 因此,矩阵对角

化变换的引入, 可以有效提高标准高阶CKF的滤波

精度和滤波稳定性.

3.1 矩矩矩阵阵阵对对对角角角化化化变变变换换换

定定定理理理 1 设𝑨为𝑛阶实对称矩阵, 则必有𝑛阶

正交矩阵𝑽 , 使得𝑽 T𝑨𝑽 = 𝑽 −1𝑨𝑽 = 𝑫, 即𝑨 =

𝑽 T𝑫𝑽 , 其中𝑫是以𝑨的𝑛个特征值为对角元素的

对角阵.

定理证明详见文献 [12].

协方差矩阵𝑃 为实对称矩阵, 由定理可得𝑷 =

𝑽 T𝑫𝑽 , 其中𝑫是以𝑷 的𝑛个特征值为对角元素的

对角阵,为𝑛个特征值对应的两两正交的特征向量构

成的正交矩阵. 令

𝑺 = 𝑽 T
√
𝑫𝑽 =

𝑽 T

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
√
𝜆1 0 . . . 0

0
√
𝜆2 . . . 0

...
...

. . .
...

0 0 . . .
√
𝜆𝑛

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦𝑽 , (14)

则有

𝑺𝑺 = 𝑽 T
√
𝑫𝑽 𝑽 T

√
𝑫𝑽 = 𝑽 T𝑫𝑽 = 𝑷 ,

易知𝑺为实对称矩阵, 故𝑷 = 𝑺𝑺T. 对𝑷 进行特征

值分解得到特征根矩阵𝑫和特征向量𝑽 , 利用式

(14)即可求出其平方根矩阵𝑺. 该方法获得的平方根

矩阵为理论意义的平方根矩阵,保留了协方差矩阵原

有的特征空间信息,使得协方差的传递更加准确, 可

以有效提高滤波精度.

3.2 高高高阶阶阶DMCKF算算算法法法

结合高斯统一滤波框架、高阶容积准则以及矩

阵对角化变换, 给出高阶DMCKF算法流程. 根据式

(1)给出的非线性系统, 设初始状态𝑿0∣0 ∼ 𝑵(𝑿0∣0,

𝑷0∣0)与𝒘𝑘和𝒗𝑘互不相关, 误差协方差阵的特征平

方根初值𝑺0∣0 = chol(𝑷0∣0)T,高阶DMCKF算法流程

如下所示.

1)时间更新.

① 用 上 一 时 刻𝑺𝑘−1∣𝑘−1更 新 容 积 点

𝑿𝑖,𝑘−1∣𝑘−1和传播后的容积点𝑿∗
𝑖,𝑘−1∣𝑘−1,即

𝑿𝑖,𝑘−1∣𝑘−1 = 𝑺𝑘−1∣𝑘−1𝝃𝑖 +𝑿𝑘−1∣𝑘−1, (15)

𝑿∗
𝑖,𝑘−1∣𝑘−1 = 𝑓𝑘−1(𝑿𝑖,𝑘−1∣𝑘−1); (16)

②更新一步状态预测值

𝑿𝑘∣𝑘−1 =

𝑁𝑝∑
𝑖=1

𝑿∗
𝑖,𝑘−1∣𝑘−1𝜔𝑖; (17)

③更新一步预测误差协方差

𝑷𝑘∣𝑘−1 =

𝑁𝑝∑
𝑖=1

(𝑿∗
𝑖,𝑘−1∣𝑘−1 −𝑿𝑘∣𝑘−1)(𝑿

∗
𝑖,𝑘−1∣𝑘−1−
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𝑿𝑘∣𝑘−1)
T ∗ 𝜔𝑖 +𝑸𝑘−1. (18)

2)量测更新.

①计算容积点

[𝑽 𝑫] = eig(𝑷𝑘∣𝑘−1), 𝑺𝑘∣𝑘−1 = 𝑽
√
𝑫𝑽 , (19)

𝑿𝑖,𝑘∣𝑘−1 = 𝑺𝑘∣𝑘−1𝝃𝑖 +𝑿𝑘∣𝑘−1; (20)

②更新测量方程传播容积点

𝑿∗
𝑖,𝑘∣𝑘−1 = ℎ𝑘(𝑿𝑖,𝑘∣𝑘−1); (21)

③更新测量预测值

𝒁𝑘∣𝑘−1 =

𝑁𝑝∑
𝑖=1

𝒁∗
𝑖,𝑘∣𝑘−1𝜔𝑖; (22)

④更新预测输出协方差

𝑷𝑧𝑧,𝑘∣𝑘−1 =

𝑁𝑝∑
𝑖=1

(𝒁∗
𝑖,𝑘∣𝑘−1 −𝒁𝑘∣𝑘−1)×

(𝒁∗
𝑖,𝑘∣𝑘−1 −𝒁𝑘∣𝑘−1)

T𝜔𝑖 +𝑹𝑘; (23)

⑤更新互协方差

𝑷𝑥𝑧,𝑘∣𝑘−1 =

𝑁𝑝∑
𝑖=1

(𝑿∗
𝑖,𝑘∣𝑘−1 −𝑿𝑘∣𝑘−1)×

(𝒁∗
𝑖,𝑘∣𝑘−1 −𝒁𝑘∣𝑘−1)

T𝜔𝑖; (24)

⑥更新卡尔曼滤波增益

𝑾𝑘 = 𝑷𝑥𝑧,𝑘∣𝑘−1𝑷
−1
𝑧𝑧,𝑘∣𝑘−1; (25)

⑦更新预测状态值

𝑿𝑘∣𝑘 = 𝑿𝑘∣𝑘−1 +𝑾𝑘(𝒁𝑘 −𝒁𝑘∣𝑘−1); (26)

⑧更新误差协方差阵

𝑷𝑘∣𝑘 = 𝑷𝑘∣𝑘−1 −𝑾𝑘𝑷𝑧𝑧,𝑘∣𝑘−1𝑾
T
𝑘 , (27)

[𝑽 𝑫] = eig(𝑷𝑘∣𝑘), 𝑺𝑘∣𝑘 = 𝑽
√
𝑫𝑽 . (28)

式 (19)和 (28)中的 eig()表示特征值分解, 与标

准高阶CKF中所用的Cholesky分解相比计算复杂度

相同, 都为𝑂(𝑛3). 而这两个计算公式只是多了一步

矩阵相乘, 所增加的计算复杂度为𝑂(𝑛3). 不同精度

等级的DMCKF算法流程相同,区别在于不同阶容积

准则得到的容积点和权值.精度等级越高, 其近似精

度越高. 对于实时性要求高的非线性系统, 5阶容积准

则在计算量和估计精度权衡得当,有较强的应用价值.

3.3 5阶阶阶容容容积积积准准准则则则推推推导导导

按照高阶容积准则原理,分别求解 5阶球面准则

和 5阶径向准则的积分点与权值,继而导出 5阶容积

准则的积分点和权值.

3.3.1 5阶阶阶全全全对对对称称称球球球面面面插插插值值值准准准则则则

对于 5阶球面准则,有 2𝑚 + 1 = 5, 𝑚 = 2,其求

解步骤如下.

1)确定式 (8)中 𝑝取值的所有组合︷ ︸︸ ︷
(1, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 0)
𝑛 dimensions

, (0, 1, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 0) ⋅ ⋅ ⋅ (0, 0, ⋅ ⋅ ⋅ , 1, 1)︸ ︷︷ ︸
2𝑛(𝑛−1) kinds

,

or︷ ︸︸ ︷
(2, 0, ⋅ ⋅ ⋅ , 0)
𝑛 dimensions

, (0, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 0) ⋅ ⋅ ⋅ (0, 0, ⋅ ⋅ ⋅ , 2)︸ ︷︷ ︸
𝑛 kinds

. (29)

2)由任意阶球面准则的求解步骤的步骤 2)可知

𝑢𝑝𝑖 =
(√𝑝1

2
,

√
𝑝2
2
, ⋅ ⋅ ⋅ ,

√
𝑝𝑛
2

)
=(

±
√

1

2
,±

√
1

2
, ⋅ ⋅ ⋅ , 0

)
,
(
0,±

√
1

2
, ⋅ ⋅ ⋅ , 0

)
, ⋅ ⋅ ⋅ ,(

0, 0, ⋅ ⋅ ⋅ ,±
√

1

2
,±

√
1

2

)
,

or

𝑢𝑝𝑖 =

(±1, 0, ⋅ ⋅ ⋅ , 0), (0,±1, ⋅ ⋅ ⋅ , 0), ⋅ ⋅ ⋅ , (0, 0, ⋅ ⋅ ⋅ ,±1),

(30)

故积分点共有 2𝑛+ 2𝑛(𝑛− 1) = 2𝑛2个,即𝑁𝑠 = 2𝑛2.

3)对于式 (30)中的两类组合,分别有

𝜔(2,0,⋅⋅⋅ ,0) =
w
𝑼𝑛

𝑥2
1

(
𝑥2
1 −

1

2

)
1

2

d𝜎 =
4− 𝑛

𝑛(𝑛+ 2)𝑌𝑛
;

𝜔(1,1,⋅⋅⋅ ,0) =
w
𝑼𝑛

𝑥2
1𝑥

2
2

1

2
× 1

2

d𝜎 =
4

𝑛(𝑛+ 2)𝑌𝑛
.

其中𝑌𝑛 = 2
√
𝜋𝑛/Γ (𝑛/2), 该组合中只有一个非零整

数,从而 𝑐(𝑢𝑝) = 1,故其权值为

𝜔𝑠 =
4− 𝑛

2𝑛(𝑛+ 2)𝑌𝑛
. (31)

该组合中有两个非零整数,从而 𝑐(𝑢𝑝) = 2,故其权值

为

𝜔𝑠 =
𝑌𝑛

𝑛(𝑛+ 2)
. (32)

3.3.2 5阶阶阶径径径向向向准准准则则则

对于 5阶径向准则有𝑁𝑟 = 2, 存在两个积分点

𝑟1, 𝑟2和相应权值𝜔𝑟,1, 𝜔𝑟,2,且 𝑙 = 0, 2, 4,从而得到如

下方程组:⎧⎨⎩

𝜔𝑟,1𝑟
0
1 + 𝜔𝑟,2𝑟

0
2 =

1

2
Γ
(𝑛
2

)
,

𝜔𝑟,1𝑟
2
1 + 𝜔𝑟,2𝑟

2
2 =

1

2
Γ
(𝑛
2
+ 1

)
,

𝜔𝑟,1𝑟
4
1 + 𝜔𝑟,2𝑟

4
2 =

1

2
Γ
(𝑛
2
+ 2

)
.

(33)

式 (32)中有 4个未知变量, 但只有 3个方程, 因

而上述方程有无数组解.若将其中一个未知数设为定

值,则方程组存在唯一解.为了获得最少的积分点,设
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𝑟1 = 0,则有 ⎧⎨⎩
𝑟1 = 0,

𝑟2 =

√
𝑛

2
+ 1;⎧⎨⎩

𝜔𝑟,1𝑟1 =
Γ
(𝑛
2

)
𝑛+ 2

,

𝜔𝑟,1𝑟2 =
𝑛Γ

(𝑛
2

)
2(𝑛+ 2)

.

(34)

3.3.3 5阶阶阶容容容积积积点点点及及及其其其权权权值值值

将式 (30)∼ (32)中的 5阶球面准则的积分点与

权值和式 (34)中的 5阶径向准则的积分点与权值带

代入式 (13)中, 有𝑁𝑝 = 𝑁𝑟𝑁𝑠 = 2 × 2𝑛2. 由于式

(34)中径向积分点 𝑟1 = 0, 使得 2𝑛2个容积点 𝝃𝑙 =√
2𝑟1𝒔𝑖(𝑙, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 2𝑛2)都为𝑛维零向量, 故不同

容积点总数为𝑁𝑝 = 2𝑛2 + 1. 将相同的容积点看为一

个, 所对应的权值相加, 则得到形如式 (13)的 5阶容

积准则的容积点和权值分别为

𝝃𝑙 =

⎧⎨⎩
[0 0 ⋅ ⋅ ⋅ 0], 𝑙 = 1;
√
𝑛+ 2𝒂𝑙, 𝑙 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 2𝑛+ 1;

√
𝑛+ 2𝒃𝑙, 𝑙 = 2𝑛+ 2, 2𝑛+ 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 2𝑛2 + 1;

(35)

𝜔𝑙 =

⎧⎨⎩

2

𝑛+ 2
, 𝑙 = 1;

4− 𝑛

2(𝑛+ 2)2
, 𝑙 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 2𝑛+ 1;

2

(𝑛+ 2)2
, 𝑙 = 2𝑛+ 2, 2𝑛+ 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 2𝑛2 + 1.

(36)

式 (35)中𝒂𝑙表示矩阵𝑩的第 𝑙列, 𝑩 = [𝑰 − 𝑰],

𝑰为单位阵.

𝒃𝑙 =

⎧⎨⎩

𝒃+𝑗 , 𝑙 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛(𝑛− 1)

2
;

− 𝒃+𝑗 , 𝑙 =
𝑛(𝑛− 1)

2 + 1
, ⋅ ⋅ ⋅ , 2𝑛(𝑛− 1)

2
;

𝒃−𝑗 , 𝑙 =
2𝑛(𝑛− 1)

2 + 1
, ⋅ ⋅ ⋅ , 3𝑛(𝑛− 1)

2
;

− 𝒃−𝑗 , 𝑙 =
3𝑛(𝑛− 1)

2 + 1
, ⋅ ⋅ ⋅ , 4𝑛(𝑛− 1)

2
.

𝒃+𝑗 ≜
{√1

2
(𝒆𝑘 + 𝒆𝑝); 𝑘 < 𝑝; 𝑘, 𝑝 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛

}
,

𝒃−𝑗 ≜
{√1

2
(𝒆𝑘 − 𝒆𝑝); 𝑘 < 𝑝; 𝑘, 𝑝 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛

}
,

𝒆𝑘, 𝒆𝑝为单位阵 𝐼的第 𝑘、第 𝑝列.

4 实实实验验验与与与分分分析析析

用 5维目标跟踪模型来验证非线性滤波器的性

能[4-5,10],飞行器在水平方向以未知的角速度Ω(𝑘)持

续不断地飞行,动力学方程如下:

𝒙𝑘 =⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1
sin(Ω(𝑘)𝑇 )

Ω(𝑘)
0

−1 + cos(Ω(𝑘)𝑇 )

Ω(𝑘)
0

0 cos(Ω(𝑘)𝑇 ) 0 − sin(Ω(𝑘)𝑇 ) 0

0
1− cos(Ω(𝑘)𝑇 )

Ω(𝑘)
1

sin(Ω(𝑘)𝑇 )

Ω(𝑘)
0

0 sin(Ω(𝑘)𝑇 ) 0 cos(Ω(𝑘)𝑇 ) 0

0 0 0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
𝒙𝑘−1+

𝒘𝑘−1. (37)

其中: 状态量𝒙 = [𝑥, 𝑥̇, 𝑦, 𝑦̇, Ω(𝑘)]T, [𝑥, 𝑦]和 [𝑥̇, 𝑦̇]

为坐标轴𝑥和 𝑦方向对应的位置和速度, 𝑇 为两次测

量时间的间隔 1 s,过程噪声满足𝒘𝑘 ∼ 𝑵(0,𝑸).

𝑸 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑞1𝑇
3

3

𝑞1𝑇
2

2
0 0 0

𝑞1𝑇
2

2
𝑞1𝑇 0 0 0

0 0
𝑞1𝑇

3

3

𝑞1𝑇
2

2
0

0 0
𝑞1𝑇

2

2
𝑞1𝑇 0

0 0 0 0 𝑞2𝑇

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
. (38)

𝑞1 = 1 m2s−3和 𝑞2 =1.75 × 10−3s−3为过程噪声强度

参数.

雷达对飞行器进行测量,两者斜距为𝜎,方位为 𝜃.

测量方程为[
𝜎𝑘

𝜃𝑘

]
=

[ √
𝑥2
𝑘 + 𝑦2𝑘

atan 2(𝑥𝑘, 𝑦𝑘)

]
+ 𝒗𝑘. (39)

其中 atan 2为四象限反正切函数, 𝒗𝑘 ∼ 𝑵(0,𝑹).

𝑹 = diag[1 000m2, 100mrad2]. (40)

其真实状态初始值和真实状态协方差分别为

𝒙0 = [1 000m, 300m/s, 1 000m, 0m/s, −3∘/s]T,

𝑷0 = diag[100m2, 10m2/s2, 100m2,

10m2/s2, 100mrad2/s2].

状态估计初始值 𝒙̂0∣0为𝑁(𝒙0,𝑷0∣0)的随机生成,

均方根误差 (RMSE)为不同非线性滤波器性能的评价

指标, 𝑘时刻位置、速度和角速度的RMSE定义为

RMSEpos(𝑘) =√√√⎷ 1

𝑁

𝑁∑
𝑛=1

((𝑥𝑛
𝑘 − 𝑥𝑛

𝑘∣𝑘)
2 + (𝑦𝑛𝑘 − 𝑦𝑛𝑘∣𝑘)

2), (41)

RMSEvel(𝑘) =√√√⎷ 1

𝑁

𝑁∑
𝑛=1

((𝑥̇𝑛
𝑘 − ˆ̇𝑥𝑛

𝑘∣𝑘)2 + (𝑦̇𝑛𝑘 − ˆ̇𝑦𝑛𝑘∣𝑘)2), (42)

RMSEΩ (𝑘) =

√√√⎷ 1

𝑁

𝑁∑
𝑛=1

(Ω𝑛
𝑘 − Ω̂𝑛

𝑘∣𝑘)
2. (43)
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其中: 𝑁为Monte-Carlo仿真次数, (𝑥𝑛
𝑘 , 𝑦

𝑛
𝑘 )和 (𝑥𝑛

𝑘∣𝑘,

𝑦𝑛𝑘∣𝑘)为第𝑛次Monte-Carlo仿真中位置的真实值和

估计值,式 (43)和 (42)中表达式的含义与式 (41)类似.

仿真平台主频为 2.26 GHz, 仿真工具为Matlab

2010a, 仿真时间𝑇 = 100 s, Monte-Carlo仿真次数𝑁

= 50.

综合考虑滤波精度与计算量, 选择 5阶DMCKF

进行仿真实验,并与 3阶CKF、5阶CKF、3阶GHF和

3阶 SGQF进行对比.其中, 3阶CKF可精确积分 3次

多项式, 5阶CKF、积分精度水平为 3的GHF和SGQF

可精确积分 5次多项式. 根据积分点数量, 计算量从

大到小分别为积分精度水平为 3的GHF、SGQF, 5阶

CKF和 3阶CKF. 位置、速度和角速度的RMSE如图

1∼图 3所示,仿真前 40 s结果相差很小,故只对比40 s

∼ 100 s的仿真结果.

40 50 60 70 80 90 100
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50

60

70

80

t /s

3 CKF!
5 CKF!
3 GHF!
3 SGQF!
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图 3 角速度的均方根误差

不同算法的 𝜉点数量和计算时间的对比如表 1

所示, 40∼ 100 s的平均均方根误差的对比结果如表 2

所示.
表 1 不同算法的 𝜉点数量和计算时间

算 法 𝜉点数量 𝑡/s

3阶CKF 10 1.26

5阶CKF 51 5.53

3阶GHF 243 25.58

3阶SGQF 61 6.48

5阶DMCKF 51 6.63

表 2 不同算法的各项平均均方差根误差

算 法 位置/m 速度/(m/s) 角速度/(Deg/s)

3阶CKF 62.205 7 38.229 9 3.620 3

5阶CKF 57.169 2 35.748 5 3.560 4

3阶GHF 57.443 9 35.984 4 3.564 6

3阶 SGQF 57.120 7 35.731 1 3.559 8

5阶DMCKF 50.260 0 32.557 7 3.480 7

不同滤波算法的仿真结果表明, CKF在提高

估计精度等级后, 5阶CKF滤波精度高于 3阶CKF.

5阶CKF、3阶GHF和 3阶 SGQF滤波精度接近, 但 5

阶CKF计算量最小. 5阶DMCKF的滤波精度明显高

于 5阶CKF, 原因在于矩阵对角化变换的引入, 使得

协方差的传递更加准确. 式 (19)和 (28)涉及两次矩阵

相乘的计算, 其计算量比 5阶CKF略大. 由表 1和表

2可以看出, 5阶DMCKF在计算复杂性增加不多的情

况下,估计精度较 5阶CKF大为提高.

为了进一步测试不同条件下新算法的适应性,考

虑量测噪声为混合高斯分布情况下的滤波[10],加入的

仿真量测噪声如下所示:

𝒗 ∼ 0.5𝑵(0,𝑹1) + 0.5𝑵(0,𝑹2),

𝑹1 =

[
1 000m2 150m ⋅mrad

150m ⋅mrad 100mrad2

]
,

𝑹2 =

[
50m2 100m ⋅mrad

100m ⋅mrad 1 000mrad2

]
.

滤波器中采用的等效高斯白噪声如下所示:

𝑹 =

[
525m2 0

0 550mrad2

]
,

系统其他各个参数和初始值不变.

3阶积分精度水平的SGQF多次出现滤波中断,

故选择 5阶DMCKF进行仿真实验, 并与 3阶CKF、

5阶CKF和 3阶积分精度水平的GHF进行对比. 位

置的RMSE如图 4所示,速度和角速度的RMSE也是

5阶DMCKF最小. 该组实验中, 3阶CKF出现了较大

的误差; 5阶CKF和 3阶积分精度水平的GHF滤波精

度相当,且明显优于 3阶CKF; 5阶DMCKF表现出较

好的滤波性能,滤波精度最高, 而且具有较高的滤波

稳定性.
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图 4 位置的均方根误差

5 结结结 论论论

基于矩阵对角化变换的高阶CKF引入了矩阵对

角化变换,使得协方差矩阵分解后的平方根矩阵保留

了原有的特征空间信息,有效地提高了高阶CKF的滤

波精度.矩阵对角化变换不要求协方差矩阵正定, 改

善了高阶CKF的滤波稳定性. 在处理高维非线性状

态估计问题时, 基于矩阵对角化变换的高阶CKF比

标准高阶CKF具有更高的数值稳定性和估计精度.
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