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摘 要: 针对一类非线性系统,研究存在奇异点时的跟踪控制问题.在采用反馈线性化方法将对象转换成标准型后,

构造线性补偿器并结合期望轨迹的高阶导数构成伪控制量. 通过引入梯度动力学方法求解控制律,以克服在控制过

程中遇到的奇异点问题.通过稳定性分析验证了闭环系统的稳定性和跟踪误差的收敛性. 仿真结果表明,此类控制器

具有良好的控制性能,并且能有效克服奇异点问题.

关键词: 非线性系统；反馈线性化；线性补偿器；跟踪控制；奇异点克服
中图分类号: TP13 文献标志码: A

Singularity conquering control of a class of nonlinear systems

YANG Zhia, ZHONG Yangb

(a. School of Data and Computer Science，b. School of Electronic and Information Engineering，Sun Yat-sen

University，Guangzhou 510006，China．Correspondent：ZHONG Yang，E-mail：sir zy@outlook.com)

Abstract: The tracking control problem of a class of nonlinear systems is researched, when there exist singular points

during operating process. After the controlled object being transformed into the norm form, the pseudo control signal is

generated from a linear compensator together with the derivate of the desired trajectory. Then, the gradient dynamic method

is introduced to conquer the singular points that occur in the operating process. Finally, the stability analysis verifies the

stability of the closed system, as well as the convergence of the tracking error. Simulation results show the good performance

of the proposed controller.
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0 引引引 言言言

近年来,非线性系统的跟踪控制问题一直是人们

关注的热点, 并取得了一系列成果.特别是将微分几

何工具与非线性系统的分析和控制理论相结合,将线

性系统的相关理论拓展到非线性系统中[1],为非线性

系统的分析提供了有力的理论工具. 反馈线性化方法

得到了普遍运用[1-7]: 文献 [3]基于反馈线性化后的标

准型,采用反步设计法设计了控制器;文献 [4] 将非线

性系统线性化后结合线性系统的设计方法,同时采用

神经网络补偿模型误差; 文献 [5]将非线性系统线性

化后, 采用两个神经网络分别作为辨识器和控制器;

除此之外, 在逆系统方法[6]、𝐻∞控制理论[7] 等控制

方法中也都能找到反馈线性化的应用.

文献 [8-10]提出了一类基于张动力学和梯度动

力学设计控制器的方法. 此类控制器引入梯度动力学

方法以克服在控制过程中遇到的奇异点问题; 同时,

文献 [9]还给出了跟踪误差全局指数收敛性的证明,

即从任意初始状态,受控系统的跟踪误差均以指数形

式收敛到零的邻域内.

反馈线性化作为一种先期处理方法被广泛采用,

已有许多基于反馈线性化方法的控制策略,一般都要

求在讨论域内有𝐿𝑔𝐿
𝜌−1
𝑓 (𝑥) ∕= 0, ∀𝑥 ∈ Ω𝑥. 然而,当在

某一时刻,对象的状态离开讨论域时, 便会出现奇异

点问题,导致一些基于反馈线性化的控制策略无能为

力.另外, 文献 [8-10]提出的基于张动力学和梯度动

力学的控制器仅能保证跟踪误差的全局指数收敛性,

并未对被控对象的其他状态量的有界性展开研究.

本文针对一类非线性系统提出一种基于反馈线

性化的奇异点克服控制器. 首先,通过构造伪控制量

来导出误差方程, 并利用误差方程设计控制器参数;
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然后,根据控制系统是否存在奇异点分两种情况求解

控制律,当不存在奇异点时, 直接由伪控制量求解控

制律,反之采用梯度动力学方法求解;最后,通过理论

分析证明了此类控制器可保证闭环系统各状态量的

有界性和跟踪误差的收敛性.

1 问问问题题题描描描述述述

考虑如下一类单输入单输出非线性系统:⎧⎨⎩ 𝒙̇ = 𝑓(𝒙) + 𝑔(𝒙)𝑢,

𝑦 = ℎ(𝒙).
(1)

其中: 𝒙 ∈ 𝑅𝑛表示系统状态向量, 𝑦 ∈ 𝑅表示系统

输出, 𝑛表示系统维数, 𝑢表示控制信号; 𝑓(𝒙), 𝑔(𝒙),

ℎ(𝒙)为足够光滑的向量函数,从而保证其各阶导数均

存在. 为了实现输出反馈跟踪控制,对所考虑的系统

作如下假设.

假假假设设设 1 该系统可以进行输入输出线性化, 且

在讨论域Ω𝒙上具有相对阶𝜌,即存在一个微分同胚映

射

𝒁 = 𝑇 (𝒙) =

⎡⎣ 𝜼

𝝃

⎤⎦ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝜙1(𝒙)
...

𝜙𝑛−𝜌(𝒙)

𝐿0
𝑓ℎ(𝒙)

...

𝐿𝜌−1
𝑓 ℎ(𝒙)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, (2)

其中: 𝐿𝑖
𝑓ℎ(𝒙)(𝑖 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜌−1)表示ℎ(𝒙)沿 𝑓(𝒙)的

李导数; 𝜙𝑗(𝒙)(𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛−𝜌)的构造应使𝑇 (𝒙)为

微分同胚映射,且有
∂𝜙𝑗(𝒙)

∂𝒙
𝑔(𝒙) = 0, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛− 𝜌, ∀𝒙 ∈ Ω𝑥.

在映射式 (2)的作用下, 系统 (1)可转化为如下标准

型:⎧⎨⎩

𝜼̇ = 𝑓0(𝜼, 𝝃);

𝜉𝑖 = 𝜉𝑖+1, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜌− 1;

𝜉𝜌 = 𝐿𝜌
𝑓ℎ(𝒙) + 𝐿𝑔𝐿

𝜌−1
𝑓 ℎ(𝑥) ∗ 𝑢∣∣

𝒙=𝑇−1(𝒁)
;

𝑦 = 𝜉1.

(3)

其中: 𝝃 = [𝜉1, 𝜉2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜉𝜌]T ∈ 𝑅𝜌, 𝜼 ∈ 𝑅𝑛−𝜌, 𝝃和𝜼分

别表示外部状态和内部状态. 另外,

𝑓0(𝝃, 𝜼) =
∂𝜙(𝒙)

∂𝒙
𝑓(𝒙)∣𝒙=𝑇−1(𝒁).

假假假设设设 2 假设标准型 (3)的内部动态 𝜼̇ =

𝑓0(𝜼, 𝝃)是输入状态稳定的.

控制目的: 对于给定的足够光滑的期望轨迹 𝑦r,

设计控制器,使被控对象在控制器作用下的输出渐近

跟踪到期望轨迹,并克服在控制过程中遇到的奇异点

问题.

2 控控控制制制器器器设设设计计计

控制器的设计思想是, 先通过反馈线性化方法

实现输入输出精确线性化,然后构造线性补偿器并结

合期望轨迹的高阶导数构成伪控制量 𝑣,最后由伪控

制量求解控制律.系统整体结构如图 1所示. 图 1中,

GD表示由伪控制量求解控制律时采用的梯度动力学

方法.

图 1 控制系统结构

2.1 反反反馈馈馈线线线性性性化化化

由微分同胚映射将原系统转化为标准型 (3)后,

引入中间控制量

𝑣 = 𝐿𝜌
𝑓ℎ(𝒙) + 𝐿𝑔𝐿

𝜌−1
𝑓 ℎ(𝒙)𝑢. (4)

将式 (4)代入 (3),有

𝑦(𝜌) = 𝑣. (5)

其中: 𝑦(𝜌)表示被控对象的输出的 𝜌阶导数,中间控制

量 𝑣又称伪控制量.

2.2 线线线性性性补补补偿偿偿器器器

定义跟踪误差为

𝑒 ≜ 𝑦r − 𝑦. (6)

构造如下线性补偿器:⎧⎨⎩ 𝝑̇ = 𝑨c𝝑+𝑩c𝑒,

𝑣c = 𝑪c𝝑+𝑫c𝑒.
(7)

其中: 𝑨c、𝑩c、𝑪c和𝑫c为待设计的系数矩阵, 𝝑的维

数应不低于 𝜌− 1[11].

为了导出误差方程,令伪控制量

𝑣 = 𝑦(𝜌)r + 𝑣c. (8)

其中: 𝑦𝜌𝑟表示期望轨迹的 𝜌阶导数, 𝑣𝑐为线性补偿器

的输出.由此可知, 𝑦𝜌𝑟存在且有界.

将式 (8)代入 (5)可得

𝑒(𝜌) = −𝑣c. (9)

取误差向量𝑬 = [𝑒, 𝑒2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑒(𝜌−1),𝝑T]T,并结合式 (7)

和 (9)可得

𝑬̇ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 1 0 ⋅ ⋅ ⋅ 0

0 0 1 ⋅ ⋅ ⋅ 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 ⋅ ⋅ ⋅ 1

−𝑫c 0 0 ⋅ ⋅ ⋅ −𝑪c

𝑩c 0 ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 𝑨c

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
𝑬.
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将上式简写为

𝑬̇ = 𝑨𝑬. (10)

由误差方程 (10)可以看出, 当矩阵𝑨为赫尔维

茨矩阵时, 误差向量𝑬将收敛到零, 即跟踪误差 𝑒及

其直到 𝜌 − 1阶导数 𝑒(𝜌−1)均收敛到零. 在设计补偿

器的系数矩阵时,应确保矩阵𝑨为赫尔维茨矩阵.

2.3 梯梯梯度度度动动动力力力学学学方方方法法法

当Ω𝒙 = 𝑅𝑛时,对于 ∀𝒙 ∈ 𝑅𝑛,有𝐿𝑔𝐿
𝜌−1
𝑓 ℎ(𝒙) ∕=

0, 在控制过程中不会出现奇异点, 可直接由式 (4)计

算控制律,即

𝑢 =
𝑣 − 𝐿𝜌

𝑓ℎ(𝒙)

𝐿𝑔𝐿
𝜌−1
𝑓 ℎ(𝒙)

. (11)

然而,令

Ω𝒙 = {𝒙∣𝒙 ∈ 𝑅𝑛, 𝐿𝑔𝐿
𝜌−1
𝑓 ℎ(𝒙) ∕= 0},

如果在某一时刻, 出现𝒙′ /∈ Ω𝒙, 则会出现奇异点.

例如当 𝜌 = 𝑛时, 令 𝝃 = [𝜉1, 𝜉2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜉𝜌]T ∈ Ω𝝃, Ω𝝃 =

𝑇 (Ω𝒙)表示由对象外部状态组成的向量, 𝒚r = [𝑦r, 𝑦
2
r ,

⋅ ⋅ ⋅ , 𝑦(𝜌−1)
r ]T表示由期望轨迹及其导数构成的向量.

由误差向量𝑬的定义可知, 当𝑬收敛到零时, 𝝃将跟

踪到𝒚r.如果期望轨迹上存在有限个点𝒚r, 使𝒚r /∈
Ω𝝃,则当 𝝃 → 𝒚r时,有

𝐿𝑔𝐿
𝜌−1
𝑓 ℎ(𝒙′) = 0, 𝑥′ = 𝑇−1(𝝃).

此时,若采用式 (4)计算控制律,则在𝒙′处会出现奇异

点,即 ∣𝑢∣ → ∞. 文献 [8-10]已经表明采用梯度动力学

方法求解控制律可有效克服奇异点问题,因此本文引

入梯度动力学方法求解控制律.

为了书写便捷,将式 (4)重写为

𝑣 = 𝐻1(𝒙)𝑢+𝐻2(𝒙), (12)

其中

𝐻1(𝒙) = 𝐿𝑔𝐿
𝜌−1
𝑓 ℎ(𝒙),

𝐻2(𝒙) = 𝐿𝜌
𝑓ℎ(𝒙).

然后,取能量函数 𝜏 ,并将其视为关于𝑢的函数,即

𝜏(𝑢) =
1

2
(𝐻1(𝒙)𝑢+𝐻2(𝒙)− 𝑣)2. (13)

梯度动力学方法的思想是, 𝑢沿着能量函数 𝜏的负梯

度方向调整,使能量函数的值逐渐减小,直至为零,即

𝑢̇ = −𝛾
∂𝜏(𝑢)

∂𝑢
, (14)

其中 𝛾表示收敛系数. 最后,将式 (13)代入 (14)可得

𝑢̇ = −𝛾(𝐻1(𝒙)𝑢+𝐻2(𝒙)− 𝑣)𝐻1(𝒙). (15)

由此控制器的设计完成.

3 稳稳稳定定定性性性分分分析析析

下面将分两类情况证明闭环系统的稳定性,即不

存在奇异点和存在奇异点的情形.

3.1 不不不存存存在在在奇奇奇异异异点点点的的的情情情况况况

当不存在奇异点时,直接由式 (4)求解控制律,闭

环系统的稳定性可由误差方程 (10)导出.考虑如下李

雅普诺夫函数:

𝑣1 = 𝑬T𝑷𝑬, (16)

其中𝑷 为以下李雅普诺夫方程的解:

𝑨T𝑷 + 𝑷𝑨 = −𝑸,

这里𝑸为正定矩阵. 由于矩阵𝑨为赫尔维茨矩阵,方

程存在唯一正定解. 考虑式 (16)沿误差方程 (10)的导

数,有

𝑣̇1 = 𝑬̇T𝑷𝑬 +𝑬T𝑷𝑬̇ =

𝑬T(𝑨T𝑷 + 𝑷𝑨)𝑬 = −𝑬T𝑸𝑬,

表明误差方程在原点处具有渐近稳定性. 进一步有,

当 ∥ 𝑬 ∥→ ∞时, 𝑣 → ∞,因此𝑬具有全局稳定性.

由误差向量的定义可知

𝑬 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑒

𝑒̇
...

𝑒(𝜌−1)

𝝑

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑦r − 𝑦

𝑦r − 𝑦̇
...

𝑦
(𝜌−1)
r − 𝑦(𝜌−1)

𝝑

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

由于期望轨迹 𝑦r及其直到 𝜌− 1阶导数 𝑦
(𝜌−1)
r 存在且

有界,当𝑬收敛到零时, 𝑦 及其直到 𝜌− 1阶导数也有

界,即 𝝃 = [𝜉1, 𝜉2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜉𝜌]T有界. 同时,由假设 2可知,

当外部动态 𝝃有界时, 内部动态𝜼也是有界的. 因此

闭环系统各状态量的有界性得到保证,包括线性补偿

器的状态量𝝑.

3.2 存存存在在在奇奇奇异异异点点点的的的情情情况况况

由 2.3节分析可知,奇异点出现在𝐿𝑔𝐿
𝜌−1
𝑓 ℎ(𝒙) =

0的点上, 因此在由式 (4)求解𝑢时, 将出现除零的情

形.采用梯度动力学方法求解控制律,实际上是对最

优控制律的渐近逼近.定义误差信号

𝑒u = 𝑢− 𝑢∗. (17)

其中: 𝑢表示实际控制律, 𝑢∗表示最优控制律, 𝑒u表示

两者之间的误差. 在此之前,为了分析闭环系统的稳

定性,针对控制过程作如下假设.

假假假设设设 3 在控制过程中, 有 ∣𝑢̇∗∣ ⩽ 𝜅, 0 < 𝜅 <

+∞, ∥ 𝐻1(𝒙) ∥⩽ 𝜔, 0 < 𝜔 < +∞.

下面分两步进行讨论:

Step 1 𝐻1(𝒙) ∕= 0. 此时有

𝑢∗ = (𝑣 −𝐻2(𝒙))/𝐻1(𝒙).

由式 (17)可得
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𝑒̇u = 𝑢̇− 𝑢̇∗. (18)

将式 (15)代入 (18)可得

𝑒̇u = − 𝛾(𝐻1(𝒙)𝑢+𝐻2(𝒙)− 𝑣)𝐻1(𝒙)− 𝑢̇∗ =

− 𝛾
(
𝑢+

𝐻2(𝒙)− 𝑣

𝐻1(𝒙)

)
𝐻2

1 (𝒙)− 𝑢̇∗ =

− 𝛾(𝑢− 𝑢∗)𝐻2
1 (𝒙)− 𝑢̇∗ =

− 𝛾𝐻2
1 (𝒙)𝑒u − 𝑢̇∗. (19)

显然存在一个正常数𝜔, 对所有可能的状态𝒙都有

𝐻2
1 (𝒙) ⩾ 𝜔 > 0. 考虑如下李雅普诺夫函数:

𝑣2 =
1

2
𝑒2u. (20)

对其求导,可得

𝑣̇2 = −𝛾𝐻2
1 (𝒙)𝑒

2
u − 𝑢̇∗𝑒u ⩽

− 𝛾𝐻2
1 (𝒙)𝑒

2
u + ∣𝑢̇∗∣∣𝑒u∣ ⩽

− 𝛾𝜔𝑒2u + ∣𝑢̇∗∣∣𝑒u∣ ⩽
− 𝛾𝜔𝑒2𝑢 + 𝜅∣𝑒𝑢∣ ⩽
∣𝑒u∣(−𝛾𝜔∣𝑒u∣+ 𝜅). (21)

由式 (21)可知: 当 ∣𝑒u∣ > 𝜅/(𝛾𝜔)时, 有 𝑣̇2 < 0, 故 𝑣2

和 ∣𝑒u∣ 会减小; 当 ∣𝑒u∣ = 𝜅/(𝛾𝜔)时, 有 𝑣̇2 = 0, 故 𝑣2

和 ∣𝑒u∣将会保持不变;当 ∣𝑒u∣ < 𝜅/(𝛾𝜔)时, 有 𝑣̇2 > 0,

故 𝑣2和 ∣𝑒u∣ 会增大.因此存在一个时刻 𝑡𝑠,使得

∣𝑒u∣ ⩽ 𝜅

𝛾𝜔
, ∀𝑡 ⩾ 𝑡𝑠. (22)

由此可以看出,进入稳定状态后,误差 𝑒u是有界的.

将式 (17)代入 (12),可得

𝑣 = 𝐻1(𝒙)(𝑢
∗ + 𝑒u) +𝐻2(𝒙) =

𝐻1(𝒙)𝑢
∗ +𝐻2(𝒙) +𝐻1(𝒙)𝑒u =

𝑣∗ +𝐻1(𝒙)𝑒u.

进而,可以得出

𝑒v = 𝑣 − 𝑣∗ = 𝐻1(𝒙)𝑒u. (23)

其中: 𝑣、𝑣∗分别为𝑢和𝑢∗对应的伪控制量; 𝑒v为两者

间的误差.

将 𝑣 = 𝑣∗ + 𝑒v代入式 (5),并结合式 (7)可以得到

如下包含误差项的误差方程:

𝑬̇ = 𝑨𝑬 +𝑩𝑒v, (24)

其中𝑩 = [0 0 ⋅ ⋅ ⋅ 1 0]T ∈ 𝑅𝜌. 将式 (24)中的 𝑒v视

作干扰项,方程 (24)的解可精确地表述为

𝑬(𝑡) = e𝑨(𝑡−𝑡0)𝑬(𝑡0) +
w 𝑡

𝑡0
e𝑨(𝑡−𝜏)𝑩𝑒v(𝜏)d𝜏, (25)

其中𝑬(𝑡0)表示误差向量的初始值. 同时注意到矩

阵𝑨为赫尔维茨矩阵,因此存在正常数 𝑘、𝜆使

∥ e𝑨(𝑡−𝑡0) ∥⩽ 𝑘e−𝜆(𝑡−𝑡0). (26)

回顾式 (25)并结合 (26),可得

∥ 𝑬(𝑡) ∥⩽ 𝑘e−𝜆(𝑡−𝑡0) ∥ 𝑬(𝑡0) ∥ +w 𝑡

𝑡0
𝑘e−𝜆(𝑡−𝑡0) ∥ 𝑩 ∥∥ 𝑒v(𝜏) ∥ d𝜏 =

𝑘e−𝜆(𝑡−𝑡0) ∥ 𝑬(𝑡0) ∥ +w 𝑡

𝑡0
𝑘e−𝜆(𝑡−𝑡0) ∥ 𝐻1(𝒙) ∥∥ 𝑒u(𝜏) ∥ d𝜏 ⩽

𝑘e−𝜆(𝑡−𝑡0) ∥ 𝑬(𝑡0) ∥ +

𝜔
w 𝑡

𝑡0
𝑘e−𝜆(𝑡−𝑡0) ∥ 𝑒u(𝜏) ∥ d𝜏 ⩽

𝑘e−𝜆(𝑡−𝑡0) ∥ 𝑬(𝑡0) ∥ +𝜔
𝑘

𝜆
sup

𝑡0⩽𝜏⩽𝑡
∥ 𝑒u(𝜏) ∥ . (27)

由式 (27)可以看出,对于任意有界的初始状态𝒙0,由

于干扰项 𝑒u有界,误差向量𝑬也是有界的. 当𝑬为有

界时, 闭环系统各状态量有界性的证明方法与 3.1节

的方法相同.

Step 2 𝐻1(𝒙) = 0.在出现奇异点的时刻, 有

𝐻1(𝒙) = 0,进而有 𝑢̇ = 0,因此𝑢(𝑡′−) = 𝑢(𝑡′) = 𝑢(𝑡′+),

且它们都是有界的. 其中: 𝑡′表示出现奇异点的时刻;

𝑡′−, 𝑡′+分别表示 𝑡′的前一时刻和后一时刻.另外,在时

刻 𝑡′有界的输入𝑢(𝑡′) 使得系统的状态量也是有界的,

因此误差向量𝑬在 𝑡′ 也是有界的. 时刻 𝑡′过后,又回

到 Step 1中讨论的情形.

4 设设设计计计示示示例例例

下面将分两类情况作仿真分析,即存在奇异点和

不存在奇异点的情况. 前者因不存在奇异点,直接由

伪控制量求解控制律,控制器结构简单; 后者因存在

奇异点而采用梯度动力学方法求解控制律,得到的是

关于控制律𝑢的微分方程.

例例例 1 考察如下单摆系统[12]:⎧⎨⎩
𝑥̇1 = 𝑥2,

𝑥̇2 = −𝑞𝑥2 − 𝑔

𝑙
sin(𝑥1) + 𝑢,

𝑦 = 𝑥1.

(28)

其中: 𝒙 = [𝑥1 𝑥2]
T ∈ 𝑅2表示系统的状态量; 𝑢, 𝑦 ∈

𝑅分别表示输入和输出. 令Ω𝒙 = 𝑅2, 由相对阶的定

义有

𝐿𝑔ℎ(𝒙) = 0, 𝐿𝑔𝐿𝑓ℎ(𝒙) = 1 ∕= 0, ∀𝒙 ∈ Ω𝒙.

由此可以看出,在由式 (4)求控制律时不会出现奇异

点,没有出现除零的情况.

线性补偿器维数取 1, 系数矩阵分别取𝑨c =

−20, 𝑩c = 100, 𝑪c = −22.6, 𝑫c = 126,将矩阵𝑨的

特征值配置在−10, −5 ± i. 初始状态取𝒙0 = [0 1]T,

期望轨迹取 𝑦r = cos 𝑡, 对象内部参数取 𝑞 = 1, 𝑙 =

1m, g = 9.8m/s
2.

仿真结果如图 2所示. 由图 2可以看出, 对象实
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图 2 例 1仿真结果

图 3 例 2仿真结果

际输出可精确地跟踪期望轨迹, 跟踪误差均方值

为 1.2× 10−3,被控对象的各状态量保持有界. 需补充

说明的是,线性补偿器的状态量𝜗在控制过程中也是

有界的,与前文的分析保持一致.结果表明,针对不存

在奇异点的对象,控制器具有良好的控制性能.

例例例 2 考察如下二阶非线性系统[1]:⎧⎨⎩
𝑥̇1 = 𝑥2,

𝑥̇2 = 𝑎 sin(𝑥1)− 𝑏 cos(𝑥1)𝑢,

𝑦 = 𝑥1.

(29)

其中: 𝒙 = [𝑥1 𝑥2]
T ∈ 𝑅2表示系统的状态量; 𝑢, 𝑦

∈ 𝑅分别表示输入和输出.由系统 (29)的状态方程易

知

𝐿𝑔𝐿𝑓ℎ(𝒙) = −𝑏 cos(𝑥1).

所以,系统 (29)仅在区间

Ω𝒙 = {𝒙 ∣ 𝒙 ∈ 𝑅2, cos(𝑥1) ∕= 0}
上才具有相对阶 𝜌 = 2. 另外,

∥ 𝐻1(𝒙) ∥=∥ 𝐿𝑔𝐿𝑓ℎ(𝒙) ∥⩽ ∣𝑏∣.
系统 (29)的内部参数取 𝑎 = 𝑏 = 1,期望轨迹取余弦函

数 𝑦r = 2 cos 𝑡. 由所选取的期望轨迹可知

𝒚r =

[
𝑦r

𝑦̇r

]
=

[
𝜉1r

𝜉2r

]
=

[
2 cos(𝑡)

−2 sin(𝑡)

]
.

对某一时刻 𝑡′, 当 cos 𝑡′ = ±π/4时, 𝒚r(𝑡
′) /∈ Ω𝝃, Ω𝝃

= 𝑇 (Ω𝒙).此时, 如果在控制过程中出现 𝝃 → 𝒚r(𝑡
′),

则在由式 (4)求解控制律时便会出现奇异点. 这种情

况在前文中已给予讨论,采用GD法求解控制律.

补偿器的系数矩阵分别取𝑨c = −35, 𝑩c = 100,

𝑪c = −125.2, 𝑫c = 401, 将矩阵𝑨的特征值配置在

−15, −10 ± i. 收敛系数 𝛾取 1 000,系统初始状态为𝒙

= [1 0]T. 仿真结果如图 3所示. 图 3(a)表示未采用梯

度动力学方法时对应的控制信号,图 3(b)∼图 3(f)分

别表示采用梯度动力学方法时的仿真结果.由图 3可

以看出,在直接求解控制律时, 控制量在奇异点处趋

于无穷大;采用梯度动力学方法时,很好地克服了奇

异点问题,同时确保了跟踪误差的收敛性和闭环系统

的稳定性.

5 结结结 论论论

本文针对一类非线性系统,提出了一种控制器结

构. 假设系统满足可反馈线性化条件,通过反馈线性

化实现输入输出精确线性化后,构造线性补偿器并结
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合期望轨迹的高阶导数构成伪控制量. 通过引入梯

度动力学方法求解控制律,克服了在奇异点处控制器

失效的问题, 通过理论分析分别证明了在两种情形

下(无奇异点和有奇异点),此类控制器均可确保跟踪

误差的收敛性和闭环系统的稳定性. 通过仿真,将本

文提出的控制器分别应用到两类不同类型的被控对

象,根据是否存在奇异点选择不同的控制器结构. 仿

真结果验证了所提出控制器的有效性和可行性.
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