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摘 要: 针对量测噪声较小的环境下传统滤波算法容易出现偏差增大的实际问题, 基于高斯近似原理, 提出一

种基于高斯似然近似的球面径向积分滤波 (SRGLAF)算法. 为进一步解决量测未知环境下的状态估计问题, 充

分结合CKF等确定性采样型滤波算法和 SRGLAF的优势, 设计一种基于高斯似然近似的自适应球面径向积分滤

波 (ASRGLAF)算法. 仿真结果表明: SRGLAF能够提高量测噪声较小环境下的估计精度,而在量测噪声未知环境中,

ASRGLAF能够有效地进行状态估计,具有明显的滤波优势.
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Abstract：：：For the problem that traditional filtering algorithms tend to deteriorate when the measurement noise covariance

is very low, a spherical-radical filter based on Gaussian likelihood approximation(SRGLAF) is proposed. To solve the state

estimation problem with unknown measurement noise, an adaptive spherical-radical filter based on Gaussian likelihood

approximation(ASRGLAF) is proposed. The simulation results show that the SRGLAF can improve the estimation accuracy

with low measurement noise, and the ASRGLAF is effective in the scenario with unknown measurement noise.
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0 引引引 言言言

在贝叶斯框架下, 状态的最优估计需要基于量

测信息构造状态后验概率分布的完整描述[1].理论上,

可以通过状态预测与量测更新过程递推计算后验概

率.对于线性高斯系统,卡尔曼滤波器 (KF)是一种最

优的滤波算法[2-3].但是, 对于非线性或非高斯系统,

由于后验概率递推计算涉及到的高维积分很难求得

解析解,无法得到真实的后验概率,只能通过近似处

理实现次优状态滤波.

粒子滤波 (PF)是一种典型的全局近似滤波算

法[4],该算法在粒子数量充足时可对后验概率分布进

行准确的估计,若粒子数量有限,则其估计性能会下

降甚至发散.此外, 粒子滤波算法可以用于非线性非

高斯状态滤波,但是实现有效滤波需要进行大量的计

算,难以应用到实际系统中. 因此,有必要设计计算效

率更加高效的高斯近似算法[5].

扩展卡尔曼滤波 (EKF)算法在工程中的应用较

为广泛[6],其基本原理是对状态和量测方程进行线性

化处理后使用KF滤波算法.对于高度非线性滤波问

题,由于EKF在线性化处理过程中忽略了高阶项,可

能造成滤波发散.不敏卡尔曼滤波 (UKF)是一种确定

性采样算法, 通过选择特定的 Sigma点, 经非线性函

数传递捕获状态的均值与协方差对后验概率进行近

似, 其精度高于EKF算法.但是, UKF算法的性能受

参数的影响较大,当状态的维数较高时, 可能会出现

滤波性能下降甚至滤波发散[7].近年来, Arasaratnam
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等[8]同样从概率近似的角度提出了容积卡尔曼滤波

(CKF)算法. CKF利用一组等权值的容积点逼近状态

的后验概率密度,能够获得较高的估计精度. CKF具

有UKF的优点, 容积点及其权值仅由状态的维数唯

一确定,可以提前计算与存储. 此外,其估计精度与滤

波稳定性都优于UKF,特别是在高维滤波时, 这种优

势更加明显,因而受到了广泛的关注.

UKF、CKF算法通过对状态和量测的联合概率
密度函数进行高斯近似而实现状态滤波,但是在近似
过程中并没有充分地考虑量测信息.当量测噪声较大
时, UKF、CKF算法对联合概率密度的近似较为准确,
具有较好的状态估计性能.但是,当量测噪声较小时,
UKF、CKF算法对联合概率密度的近似偏差较大,从
而导致对后验概率的估计不准确, 状态滤波效果较
差[9].为了在量测误差较小时实现对状态的有效估计,
本文基于高斯似然近似原理[10], 提出一种基于高斯
似然近似的球面径向积分滤波 (SRGLAF)算法;针对
量测噪声未知的情况, 为了有效地进行状态滤波,设
计一种基于高斯似然近似的自适应球面径向积分滤

波 (ASRGLAF)算法.最后通过仿真结果表明了本文
方法的有效性.

1 基基基于于于高高高斯斯斯似似似然然然近近近似似似的的的球球球面面面径径径向向向积积积分分分滤滤滤波波波

算算算法法法

考虑如下离散时间非线性动态模型:
𝒙𝑘 = 𝑓(𝒙𝑘−1) +𝒘𝑘−1, (1)
𝒛𝑘 = ℎ(𝒙𝑘) + 𝒗𝑘. (2)

其中: 𝒙𝑘 ∈ 𝑹𝑛𝑥表示 𝑘时刻的状态向量, 𝒛𝑘 ∈ 𝑹𝑛𝑧表

示 𝑘时刻的量测向量;过程噪声𝒘𝑘−1为零均值、方差

为𝑸𝑘−1的高斯白噪声; 量测噪声 𝒗𝑘为零均值、方差

为𝑹𝑘的高斯白噪声,且过程噪声序列与量测噪声序
列互不相关; 𝑓(⋅)和ℎ(⋅)为已知的非线性函数.在贝
叶斯框架下,得到状态的后验概率[11]

𝑝(𝒙𝑘∣𝒁𝑘) =
1

𝑐𝑘
𝑝(𝒙𝑘∣𝒁𝑘−1)𝑝(𝒛𝑘∣𝒙𝑘). (3)

其中: 𝒁𝑘 = {𝒛1,𝒛2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝒛𝑘, },表示直到 𝑘时刻的量测

信息; 𝑐𝑘为标准化常数,按下式计算:

𝑐𝑘 =
w
ℜ𝑛𝑥

𝑝(𝒙𝑘∣𝒁𝑘−1)𝑝(𝒛𝑘∣𝒙𝑘)d𝒙𝑘. (4)

从式 (3)、(4)可以看出, 只需知道状态一步预测概率
𝑝(𝒙𝑘∣𝒁𝑘−1)和似然函数 𝑝(𝒛𝑘∣𝒙𝑘)即可实现状态滤波.
𝑝(𝒙𝑘∣𝒁𝑘−1)可采用与CKF相同的时间更新步骤求得,
因此滤波问题便可转化为 𝑝(𝒛𝑘∣𝒙𝑘)的计算.

由于量测信息与量测更新密切相关,本文主要考
虑量测更新过程,状态预测过程与CKF算法相同.假
设 𝑘 − 1时刻状态向量𝒙𝑘−1的一步预测均值为

𝒙̂𝑘∣𝑘−1, 一步预测协方差为𝑷𝑘∣𝑘−1.为研究方便, 将 𝑘

时刻的状态向量𝒙𝑘改写为

𝒙𝑘 = [𝒙T
1,𝑘,𝒙

T
2,𝑘]

T.

其中: 𝒙1,𝑘 ∈ ℜ𝑛𝑥1 表示位置向量, 𝒙2,𝑘 ∈ ℜ𝑛𝑥2 表示状

态向量中剩余元素构成的向量,且𝑛𝒙1 +𝑛𝒙2 = 𝑛𝒙. 因
此,量测方程可以改写为

𝒛𝑘 = ℎ(𝒙1,𝑘) + 𝒗𝑘. (5)

由此得到的似然概率密度函数为

𝑝(𝒛𝑘∣𝒙1,𝑘) = 𝑝𝒗(𝒛𝑘 − ℎ(𝒙1,𝑘)). (6)

在量测 𝒛𝑘已知的条件下,似然函数 𝑝(𝒛𝑘∣𝒙1,𝑘)可

被看作是位置向量𝒙1,𝑘的函数,即

𝑙(𝒙1,𝑘) = 𝑝𝒗(𝒛𝑘 − ℎ(𝒙1,𝑘)). (7)

综上分析可知, 在一步预测概率已知的前提下,
进行非线性滤波实际上就是寻求近似算法逼近

𝑙(𝒙1,𝑘).

1.1 基基基于于于球球球面面面径径径向向向积积积分分分规规规则则则的的的数数数值值值积积积分分分方方方法法法

考虑如下具有“非线性函数×高斯概率密度”
形式的𝑛维积分[12]:

𝑰(𝑓) =
w
𝑅𝑛

𝑓(𝒙) exp(−𝒙T𝒙)d𝒙. (8)

其中: 𝑓(𝒙)为任意非线性函数, 𝑹𝑛为积分区域.

令𝒙 = 𝑟𝒚, 𝒚T𝒚 = 1, 𝑟 ∈ [0,∞), 则𝒙T𝒙 = 𝑟2,
式 (8)变为

𝑰(𝑓) =
w ∞
0

w
𝑈𝑛

𝑓(𝑟𝒚)𝑟𝑛−1 exp(−𝑟2)d𝜎(𝒚)d𝑟. (9)

其中: 𝑈𝑛={𝒚∈𝑹𝑛∣𝒚T𝒚=1}表示半径为 1的超球面,
𝜎(⋅)表示𝑈𝑛的球面度量单元或面积单元.

将式 (9)拆分化简,得

𝑰(𝑓) =
w ∞
0

𝑆(𝑟)𝑟𝑛−1 exp(−𝑟2)d𝑟, (10)

𝑆(𝑟) =
w
𝑈𝑛

𝑓(𝑟𝒚)d𝜎(𝒚). (11)

这样, 式 (9)就变为式 (10)所示的径向积分和式 (11)
所示的球面积分,可利用球面积分原理和径向积分原
理求解上述积分,即w

𝑈𝑛

𝑓(𝒚)d𝜎(𝒚) ≈ 𝜔

2𝑛∑
𝑖=1

𝑓 [𝒖]𝑖, (12)

w 𝑏

𝑎
𝑓(𝒙)𝜔(𝒙)d𝒙 ≈

𝑚∑
𝑖=1

𝜔𝑖𝑓(𝒙𝑖). (13)

式 (12)展示了一种三阶球面积分准则,其中 [𝒖]𝑖表示

算子 [𝒖]的第 𝑖个元素; 式 (13)显示了径向积分原理,
即𝑚点高斯积分可以等价为 (2𝑚 − 1)个多项式求和

的形式, 其中𝜔(𝒙)是一个定义在区间 [𝑎, 𝑏]上非负权

重函数.

具体应用过程如下: 利用三阶球面径向积分规则
选取 2𝑛个具有相应权重的容积点集 {𝝃𝑖, 𝜔𝑖}逼近标
准高斯加权积分

𝑰(𝑓) =
w
𝑅𝑛

𝑓(𝒙)𝑁(𝒙;0, 𝑰)d𝒙 ≈
2𝑛∑
ı=1

𝜔𝑖𝑓(𝝃𝑖). (14)

其中

𝝃𝑖 =

√
2𝑛

2
[1]𝑖, 𝜔𝑖 =

1

2𝑛
, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 2𝑛. (15)
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[1]𝑖表示集合 [1]的第 𝑖列,当𝑛 = 2时,有

[1] =
{[

1

0

]
,

[
0

1

]
,

[
−1
0

]
,

[
0

−1

]}
. (16)

对于滤波过程中涉及到的非标准高斯加权积分,

通过变量代换将权重函数化为标准高斯分布函数,然

后按照标准高斯加权积分的近似过程即可实现对非

标准高斯加权积分的近似[13].

1.2 基基基于于于高高高斯斯斯似似似然然然近近近似似似的的的球球球面面面径径径向向向积积积分分分

似然函数的积分值一般不等于 1,所以似然函数

并不是一个概率密度函数. 为了应用概率与数理统计

理论对似然函数进行近似,需要先对似然函数进行标

准化处理,即

𝑙̃(𝒙1,𝑘) =
𝑙(𝒙1,𝑘)w

𝑙(𝒙1,𝑘)d𝒙1,𝑘

. (17)

相应的后验概率密度函数变为

𝑝(𝒙𝑘∣𝒁𝑘) =
𝑝(𝒙𝑘∣𝒁𝑘−1)𝑙̃(𝒙1,𝑘)

𝑐1
, (18)

其中 𝑐1 =
w
𝑝(𝒙𝑘∣𝒁𝑘−1)𝑙̃(𝒙1,𝑘)d𝒙𝑘表示标准化常量.

下面对标准化似然函数进行高斯近似. 假设标准

化似然函数 𝑙̃(𝒙1,𝑘)可以用均值为𝝁𝑘、协方差为𝑼𝑘的

高斯分布近似,即

𝑙̃(𝒙1,𝑘) ≈ 𝑁(𝒙1,𝑘;𝝁𝑘,𝑼𝑘). (19)

其中: 标准化似然函数的均值

𝝁𝑘 =
w
𝒙1,𝑘 𝑙̃(𝒙1,𝑘)d𝒙1,𝑘 =w
𝒙1,𝑘𝑝𝒗(𝒛𝑘 − ℎ(𝒙1,𝑘))d𝒙1,𝑘w
𝑝𝒗(𝒛𝑘 − ℎ(𝒙1,𝑘))d𝒙1,𝑘

=

w
𝒙1,𝑘𝑁(𝒛𝑘;ℎ(𝒙1,𝑘),𝑹𝑘)d𝒙1,𝑘w
𝑁(𝒛𝑘;ℎ(𝒙1,𝑘),𝑹𝑘)d𝒙1,𝑘

, (20)

标准化似然函数的协方差

𝑼𝑘 =
w
(𝒙1,𝑘 − 𝒙̄1,𝑘)(𝒙1,𝑘 − 𝒙̄1,𝑘)

T 𝑙̃(𝒙1,𝑘)d𝒙1,𝑘 =w
(𝒙1,𝑘− 𝒙̄1,𝑘)(𝒙1,𝑘− 𝒙̄1,𝑘)

T𝑁(𝒛𝑘;ℎ(𝒙1,𝑘),𝑹𝑘)d𝒙1,𝑘w
𝑁(𝒛𝑘;ℎ(𝒙1,𝑘),𝑹𝑘)d𝒙1,𝑘

.

(21)

假设量测函数ℎ(⋅)是一个双射函数,即函数ℎ(⋅)
存在逆函数, 令𝒙1,𝑘 = ℎ−1(𝒚𝑘), 则式 (20)、(21)可分

别变换为如下形式:

𝝁𝑘 =

w
ℎ−1(𝒚𝑘)∣detℎ′

𝐼(𝒚𝑘)∣𝑁(𝒚𝑘; 𝒛𝑘,𝑹𝑘)d𝒚𝑘w
∣detℎ′

𝐼(𝒚𝑘)∣𝑁(𝒚𝑘; 𝒛𝑘,𝑹𝑘)d𝒚𝑘

, (22)

𝑼𝑘 =

w
(ℎ−1(𝒚𝑘)− 𝒙̄1,𝑘)(ℎ

−1(𝒚𝑘)− 𝒙̄1,𝑘)
T×w

∣detℎ′
𝐼(𝒚𝑘)∣𝑁(𝒚𝑘;

→

← ∣detℎ
′
𝐼(𝒚𝑘)𝑁(𝒚𝑘; 𝒛𝑘,𝑹𝑘)d𝒚𝑘

𝒛𝑘,𝑹𝑘)d𝒚𝑘
. (23)

其中: ℎ′
𝐼(⋅)表示量测函数反函数的雅克比矩阵, det

表示矩阵的行列式.至此, 所有多维积分的被积函数

都被化为“非线性函数×高斯概率密度”的形式, 应

用球面径向积分规则可对式 (22)、(23)进行近似计算.

设𝒚1
𝑘,𝒚

2
𝑘, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝒚𝑁𝑠

𝑘 是与高斯分布𝑁(𝒚𝑘; 𝒛𝑘,𝑹𝑘)

相匹配的采样点, 其对应的权值为𝜔1
𝑘, 𝜔

2
𝑘, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜔𝑁𝑠

𝑘 ,

𝑁𝑠为采样点的个数, 式 (22)和 (23)可以分别用如下

两个公式近似:

𝝁𝑘 ≈

𝑁𝑠∑
𝑗=1

𝜔𝑗
𝑘ℎ

−1(𝒚𝑗
𝑘)∣detℎ′

𝐼(𝒚
𝑗
𝑘)∣

𝑁𝑠∑
𝑗=1

𝜔𝑗
𝑘∣detℎ′

𝑘(𝒚
𝑗
𝑘)∣

, (24)

𝑼𝑘 ≈
𝑁𝑠∑
𝑗=1

𝜔𝑖
𝑘(ℎ

−1(𝒚𝑗
𝑘)− 𝒙̄1,𝑘)(ℎ

−1(𝒚𝑗
𝑘)− 𝒙̄1,𝑘)

T∣detℎ′
𝐼(𝒚

𝑗
𝑘)∣

𝑁𝑠∑
𝑗=1

𝜔𝑗
𝑘∣detℎ′

𝑘(𝒚
𝑗
𝑘)∣

.

(25)

但是, 由于需要计算量测函数反函数的雅克比矩阵,

这种近似应用起来并不方便.在量测噪声较小的情况

下, 即量测噪声趋近于零时, 上述表达式可以作如下

近似:

𝝁𝑘 ≈
𝑁𝑠∑
𝑗=1

𝜔𝑗
𝑘ℎ

−1(𝒚𝑗
𝑘), (26)

𝑼𝑘 ≈
𝑁𝑠∑
𝑗=1

𝜔𝑗
𝑘(ℎ

−1(𝒚𝑗
𝑘)− 𝒙̄1,𝑘)(ℎ

−1(𝒚𝑗
𝑘)− 𝒙̄1,𝑘)

T.

(27)

1.3 后后后验验验概概概率率率密密密度度度的的的高高高斯斯斯近近近似似似

式 (27)表示的高斯近似可以改写成如下形式:

𝑙̃(𝒙1,𝑘) ≈ 𝑁(𝑮𝑘𝒙𝑘;𝝁𝑘,𝑼𝑘) = 𝑁(𝝁𝑘;𝑮𝑘𝒙𝑘,𝑼𝑘).

(28)

其中: 𝑮𝑘=[𝑰𝑛𝒙1
,0𝑛𝒙1×𝑛𝒙2

], 𝑰𝑛𝒙1
表示维数为𝑛𝒙1×𝑛𝒙1

的单位矩阵, 0𝑛𝒙1×𝑛𝒙2
表示维数为𝑛𝒙1×𝑛𝒙2的零矩阵.

将式 (19)代入 (18),可得到

𝑝(𝒙𝑘∣𝒁𝑘) ≈
𝑝(𝒙𝑘∣𝒁𝑘−1)𝑁(𝝁𝑘;𝑮𝑘𝒙𝑘,𝑼𝑘)

𝑐1
=

𝑁(𝒙𝑘; 𝒙̂𝑘∣𝑘−1,𝑷𝑘∣𝑘−1)𝑁(𝝁𝑘;𝑮𝑘𝒙𝑘,𝑼𝑘)

𝑐1
=

𝑁(𝒙𝑘; 𝒙̂𝑘∣𝑘,𝑷𝑘∣𝑘). (29)

由高斯乘积公式[14],有

𝒙̂𝑘∣𝑘 = 𝒙̂𝑘∣𝑘−1 +𝑲(𝝁𝑘 −𝑮𝑘𝒙̂𝑘∣𝑘−1), (30)

𝑷𝑘∣𝑘 = 𝑷𝑘∣𝑘−1 −𝑲𝑮𝑘𝑷𝑘∣𝑘−1, (31)

𝑲 = 𝑷𝑘∣𝑘−1𝑮
T
𝑘 (𝑮𝑘𝑷𝑘∣𝑘−1𝑮

T
𝑘 +𝑼𝑘). (32)

至此,完成一次滤波迭代.
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完整的SRGLAF算法步骤如下.

输入参数: 𝑘 − 1时刻的状态估计 𝒙̂𝑘−1∣𝑘−1,估计

协方差𝑷𝑘−1∣𝑘−1;

输出参数: 𝑘时刻的状态估计 𝒙̂𝑘∣𝑘, 估计协方差

𝑷𝑘∣𝑘.

Step 1 时间更新.

Step 1.1: 协方差分解
𝑷𝑘−1∣𝑘−1 = 𝑺𝑘−1∣𝑘−1𝑺

T
𝑘−1∣𝑘−1;

Step 1.2: 计算容积点
𝒙𝑖,𝑘−1∣𝑘−1 =

𝑺𝑘−1∣𝑘−1𝝃𝑖 + 𝒙̂𝑘−1∣𝑘−1, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 2𝑛𝒙;

Step 1.3: 状态与协方差的一步预测

𝒙̂𝑘∣𝑘−1 =
1

2𝑛

2𝑛∑
𝑖=1

𝑓(𝒙𝑖,𝑘−1∣𝑘−1),

𝑷𝑘∣𝑘−1 =

1

2𝑛

2𝑛∑
𝑖=1

(𝑓(𝒙𝑖,𝑘−1∣𝑘−1)−

𝒙̂𝑘∣𝑘−1)(𝑓(𝒙𝑖,𝑘−1∣𝑘−1)− 𝒙̂𝑘∣𝑘−1)
T +𝑸𝑘−1.

Step 2 量测更新.

Step 2.1: 量测协方差的分解
𝑷𝑘 = 𝑺𝑘𝑺

T
𝑘 ;

Step 2.2: 计算容积点
𝒚𝑗
𝑘 = 𝑺𝑘𝝃𝑗 + 𝒛𝑘, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 2𝑛𝑛𝒛 ;

Step 2.3: 计算标准似然函数的期望与协方差

𝝁𝑘 =

2𝑛𝒛∑
𝑗=1

𝜔𝑗
𝑘ℎ

−1(𝒚𝑗
𝑘),

𝑷𝑘 ≈
2𝑛𝒛∑
𝑗=1

𝜔𝑗
𝑘(ℎ

−1(𝒚𝑗
𝑘)− 𝝁𝑘)(ℎ

−1(𝒚𝑗
𝑘)− 𝝁𝑘)

T;

Step 2.4: 目标的状态估计
𝒙̂𝑘∣𝑘 = 𝒙̂𝑘∣𝑘−1 +𝑲(𝝁𝑘 −𝑮𝑘𝒙̂𝑘∣𝑘−1),

𝑷𝑘∣𝑘 = 𝑷𝑘∣𝑘−1 −𝑲𝑮𝑘𝑷𝑘∣𝑘−1,

𝑲 = 𝑷𝑘∣𝑘−1𝑮
T
𝑘 (𝑮𝑘𝑷𝑘∣𝑘−1𝑮

T
𝑘 +𝑼𝑘).

1.4 SRGLAF算算算法法法的的的有有有效效效性性性分分分析析析

将量测噪声协方差矩阵记作𝑹𝑘 = 𝑹̃𝑘/𝑛̃, 为简

便,此处考虑𝒙𝑘 = 𝒙1,𝑘的情况,其余情况可依此类推.

标准似然函数的高斯近似记为

𝑙̃(𝒙1,𝑘) = 𝑁(𝒙1,𝑘;𝝁𝑘,𝑼𝑘). (33)

考虑将量测函数反函数在量测 𝒛𝑘处泰勒展开,有

ℎ−1(𝒚𝑗
𝑘) = 𝑐+𝑯𝐼(𝒚

𝑗
𝑘 − 𝒛𝑘) + 𝑱(𝒚𝑗

𝑘). (34)

其中: 𝑐 = ℎ−1(𝒛𝑘), 𝑯𝐼表示函数ℎ−1(⋅)的雅克比矩
阵在 𝒛𝑘处的值, 𝑱(𝒚𝑗

𝑘)表示剩余项的和. 由容积点的

选取原理可知,
𝑁𝑠∑
𝑗=1

𝒚𝑗
𝑘 = 𝒛𝑘,当 𝑛̃ → ∞时, 𝒚𝑗

𝑘 − 𝒛𝑘 =

𝑂(𝑛̃−1/2), 𝑱(𝒚𝑗
𝑘) = 𝑂(𝑛̃−1),因此

𝝁𝑘 =

𝑁𝑠∑
𝑖=1

𝒘𝑖
𝑘(𝑐+𝑯𝐼(𝒚

𝑗
𝑘 − 𝒛𝑘) + 𝑱(𝒚𝑗

𝑘)) =

𝑐+𝑂(𝑛̃−1). (35)

同理可得

𝑼𝑘 = 𝑛̃−1𝑳̃𝑘 +𝑂(𝑛̃−3/2), (36)

其中 𝑳̃𝑘 = 𝑯𝐼𝑹̃𝑘𝑯
T
𝐼 . 由此得到 𝑙̃(𝒙1,𝑘)的表达式为

𝑙̃(𝒙1,𝑘) =

exp(−(𝒙1,𝑘 − 𝝁𝑘)
T𝑼−1

𝑘 (𝒙1,𝑘 − 𝝁𝑘)/2)

∣2𝜋𝑷𝑘∣ =

exp(−(𝒙1,𝑘 − 𝑐+𝑂(𝑛̃−1))T[𝑛̃−1𝑳̃𝑘+

∣2𝜋[𝑛̃−1𝑳̃𝑘+
→

← 𝑂(𝑛̃−3/2)]−1(𝒙1,𝑘 − 𝑐+𝑂(𝑛̃−1))/2)

𝑂(𝑛̃−3/2)]∣1/2 =

exp(−𝑛̃−1(𝒙1,𝑘 − 𝑐+𝑂(𝑛̃−1))T[𝑳̃𝑘+

∣2𝜋𝑛̃−1[𝑳̃𝑘+
→

← 𝑂(𝑛̃−1/2)]−1(𝒙1,𝑘 − 𝑐+𝑂(𝑛̃−1))/2)

𝑂(𝑛̃−1/2)]∣1/2 . (37)

对式 (37)进行化简[15],得到

𝑙̃(𝒙1,𝑘) = 𝑁
(
𝒙1,𝑘; 𝑐,

𝑳̃𝑘

𝑛̄

)
[1 +𝑂(𝑛̃−1/2)]. (38)

后验概率密度可近似表示为

𝑝(𝒙𝑘∣𝒁𝑘) ∝
𝑙̃(𝒙1,𝑘)𝑝(𝒙1,𝑘∣𝒁𝑘−1) =

𝑁
(
𝒙1,𝑘; 𝑐,

𝑳̃𝑘

𝑛̃

)
[1 +𝑂(𝑛̃−1/2)]×

𝑁(𝒙1,𝑘; 𝒙̂1,𝑘∣𝑘−1,𝑷1,𝑘∣𝑘−1). (39)

根据高斯乘积公式[14],式 (39)可以化简为
𝑝(𝒙𝑘∣𝒁𝑘) ∝

𝑁
(
𝒙1,𝑘; 𝑐+𝑲𝑛̃(𝒙̂1,𝑘∣𝑘−1 − 𝑐),

𝑳̃𝑘

𝑛̃
−𝑲𝑛̃

𝑳̃𝑘

𝑛̃

)
×

[1 +𝑂(𝑛̃−1/2)], (40)

其中𝑲𝑛̃ = 𝑳̃𝑘(𝑳̃𝑘 + 𝑛̃𝑷1,𝑘∣𝑘−1)
−1.当 𝑛̃ → ∞时, 𝑲𝑛̃

= 𝑂(𝑛̃−1/2),式 (40)可以进一步化简为

𝑝(𝒙𝑘∣𝒁𝑘) = 𝑁
(
𝒙1,𝑘; 𝑐,

𝑳̃𝑘

𝑛̃

)
[1 +𝑂(𝑛̃−1/2)]. (41)

Reid等[16]指出, 状态的真实后验概率密度收敛

到式 (41),即当 𝑛̃ → ∞时,真实的后验概率服从均值

为 𝑐、协方差为 𝑳̃𝑘/𝑛̃的高斯分布
[16].以上分析表明,

SRGLAF算法在 𝑛̃ → ∞, 即量测噪声协方差趋近于

零时能够渐近敛到真实的后验概率.因此, 当量测噪

声足够小时, SRGLAF算法能够有效逼近状态的后验

概率密度.

2 基基基于于于高高高斯斯斯似似似然然然近近近似似似的的的自自自适适适应应应球球球面面面径径径向向向

积积积分分分滤滤滤波波波算算算法法法

通过以上分析可知: 当量测噪声较小,即量测噪

声协方差趋近于零时, SRGLAF算法能够有效地进行

状态滤波; 当量测噪声较大时, UKF、CKF算法则具
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有较好的状态估计效果, 但是当量测噪声协方差较

小以致趋近于零时, UKF、CKF算法对联合概率的近

似偏差较大,导致后验概率的估计不准确, 滤波效果

较差甚至会出现较大的滤波偏差[9].针对误差大小未

知的量测, 为了提高算法的有效性和稳定性, 本文以

SRGLAF和CKF算法为例, 考虑以自适应的方式将

两种算法的优势相结合,提出一种基于高斯似然近似

的自适应球面径向积分滤波 (ASRGLAF)算法.

Kullback-Leibler散度 (KLD)是衡量概率密度函

数近似程度的一种常用方法[17]. Kullback-Leibler散

度越小, 表明该近似与状态的后验概率越接近.假设

真实的后验概率为 𝑞0 = 𝑁(⋅ ;𝝁0,𝑼0),后验概率的近

似为 𝑞𝑖=𝑁(⋅ ;𝝁𝑖,𝑼𝑖), 𝑖=1, 2. 其中: 𝑖=1表示CKF算

法, 𝑖 = 2表示SRGLAF算法.真实后验概率与近似后

验概率之间的KLD为

𝐷(𝑞𝑖∥𝑞0) = 𝑐0 +𝐷′
𝑖 +𝐷𝑛

𝑖 . (42)

其中: 𝑐0是与近似后验概率无关的量,在比较KLD时

可不考虑; 𝐷′
𝑖和𝐷𝑛

𝑖 的定义分别如下:

𝐷′
𝑖 = −

1

2
log ∣𝑷𝑖∣+ 1

2
tr [𝑷−1

𝑘∣𝑘−1(𝑼𝑖+

(𝒙̂𝑘∣𝑘 − 𝒙̂𝑘∣𝑘−1)(𝒙̂𝑘∣𝑘 − 𝒙̂𝑘∣𝑘−1)
T)]. (43)

𝐷𝑛
𝑖 =

1

2

w
(𝒛𝑘 − ℎ(𝒙1,𝑘))

T𝑹−1
𝑘 (𝒛𝑘−

ℎ(𝒙1,𝑘))𝑞
𝑖(𝒙𝑘)d𝒙𝑘. (44)

从以上定义可以看出, 在得到近似后验概率后,

𝐷′
𝑖可以直接求取. 注意到𝐷𝑛

𝑖 中被积函数形式为“非

线性函数×高斯概率密度”, 所以𝐷𝑛
𝑖 可以通过球面

径向积分规则进行计算.

ASRGLAF算法根据KLD的大小自适应地选择

更接近目标真实后验概率的估计算法, 估计算法的

KLD越小,表明估计结果相对越准确,即

(𝒙̂𝑘∣𝑘,𝑷𝑘∣𝑘) =

{
(𝝁1,𝑼1), 𝐷

𝑙
1 +𝐷𝑛

1 < 𝐷𝑙
2 +𝐷𝑛

2 ;

(𝝁2,𝑼2), 其他.

(45)

由式 (45)可知, ASRGLAF算法在每一次滤波迭代中

都会针对量测信息分别利用 SRGLAF算法和CKF算

法对目标状态进行更新, 即两个滤波器并行工作;然

后利用各自的估计结果分别计算出对应的𝐷𝑙
𝑖和𝐷𝑛

𝑖 ,

通过比较𝐷𝑙
1+𝐷𝑛

1 与𝐷𝑙
2+𝐷𝑛

2 的大小,即比较KLD的

大小, 选择较小的KLD对应的状态估计结果作为最

终的滤波结果.因此, 在每次滤波迭代中, ASRGLAF

算法都会选取较好的滤波结果作为状态更新值,以避

免因量测噪声变化而导致的滤波发散问题.

3 再再再入入入弹弹弹道道道目目目标标标状状状态态态估估估计计计仿仿仿真真真分分分析析析

3.1 状状状态态态方方方程程程与与与量量量测测测方方方程程程

再入弹道目标状态滤波是一个强非线性状态估

计问题[16],图 1为某次蒙特卡洛仿真弹道目标的运动

轨迹.
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图 1 某次蒙特卡洛仿真弹道目标的运动轨迹

再入弹道目标的动态方程由一组非线性微分方

程给出,利用欧拉积分离散化处理后得到如下非线性

状态函数[18]:

𝑥𝑗+1
𝑘 = 𝑥𝑗

𝑘 + 𝑥̇𝑗
𝑘Δ𝑡,

𝑦𝑗+1
𝑘 = 𝑦𝑗𝑘 + 𝑦̇𝑗𝑘Δ𝑡;

𝑥̇𝑗+1
𝑘 = 𝑥̇𝑗

𝑘 + (𝐷𝑗
𝑘𝑥̇

𝑗
𝑘 +𝐺𝑗

𝑘𝑥
𝑗
𝑘)Δ𝑡,

𝑦̇𝑗+1
𝑘 = 𝑦̇𝑗𝑘 + (𝐷𝑗

𝑘𝑦̇
𝑗
𝑘 +𝐺𝑗

𝑘𝑦
𝑗
𝑘)Δ𝑡;

𝛾𝑗+1
𝑘 = 𝛾𝑗

𝑘. (46)

其中

𝐷𝑗
𝑘 = −𝛽 exp

(
𝛾𝑗
𝑘 +

𝑅0 −𝑅𝑗
𝑘

𝐻0

)
𝑉 𝑗
𝑘 ,

𝑅𝑗
𝑘 =

√
(𝑥𝑗

𝑘)
2 + (𝑦𝑗𝑘)

2,

𝑉 𝑗
𝑘 =

√
(𝑥̇𝑗

𝑘)
2 + (𝑦̇𝑗𝑘)

2,

𝐶𝑗
𝑘 = − 𝐺𝑚0

(𝑅𝑗
𝑘)

3
.

其中: 𝑅0表示地球半径, 𝐺𝑚0、𝐻0是反映环境与目标

特性的参数; Δ𝑡为欧拉积分所用的时间步长,本文取

Δ𝑡 = 𝑇/𝑁 ,表示将每个采样间隔𝑇 分成𝑛等份, 𝑘时

刻第 𝑗等份的状态记为𝒙𝑗
𝑘=[𝑥𝑗

𝑘, 𝑦
𝑗
𝑘, 𝑥̇

𝑗
𝑘, 𝑦̇

𝑗
𝑘, 𝛾

𝑗
𝑘]

T,且𝒙𝑘

= 𝒙0
𝑘, 𝒙𝑘+1 = 𝒙𝑛

𝑘 .加入过程噪声,离散化再入弹道目

标状态方程可表示为

𝒙𝑘+1 = 𝑓(𝒙𝑘) +𝒘𝑘, (47)

量测方程表示为[
𝑟𝑘

𝜃𝑘

]
=

⎡⎢⎣
√

(𝑥𝑘 − 𝑥𝑠)2 + (𝑦𝑘 − 𝑦𝑠)2

arctan
( 𝑦𝑘 − 𝑦𝑠
𝑥𝑘 − 𝑥𝑠

)
⎤⎥⎦+ 𝒗𝑘. (48)

其中: (𝑥𝑘, 𝑦𝑘)为 𝑘时刻目标位置, (𝑥𝑠, 𝑦𝑠)为雷达位

置, 𝒗𝑘表示零均值、方差为𝑹𝑘的高斯白噪声.

3.2 仿仿仿真真真环环环境境境设设设置置置

为验证本文算法的有效性,对 2种仿真场景进行

蒙特卡洛仿真, 将 SRGLAF、ASRGLAF算法与经典

的UKF、CKF算法进行比较与分析.

仿仿仿真真真场场场景景景 1 假设蒙特卡洛仿真次数为 200, 仿
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真的步数为 80, 采样间隔为𝑇 = 2 s, 𝑛 = 50, 𝛽0 =

0.597 83 s−1, 𝑅0=6374 km, 𝐺𝑚0=3.986×105 km3/s2,

𝐻0 = 13.406 km, 𝑞 = 10−6 km2/s2; 雷达的笛卡尔位

置坐标为 (𝑥𝑠, 𝑦𝑠) = (𝑅0, 0),真实的初始状态为

𝒙0 = [6 500 km, 349.14 km/s,−0.2 km/s,

1.6 km/s, 0.693 2 s−1]T,

过程噪声协方差为𝑄𝑘 = diag([0, 0, 𝑞, 𝑞, 0]),初始的状

态协方差为

𝑷0 = diag([1 500 km2, 275 km2, 0.1 km2/s2,

0.01 km2/s2, 8× 104 s2]),

雷达的测距误差为 1 km,测方位角误差为 1∘.

仿仿仿真真真场场场景景景 2 初始的状态协方差为

𝑷0 = diag([150 km2, 25 km2, 0.1 km2/s2,

0.01 km2/s2, 8× 104 s2]),

雷达的测距误差为 3 km,测方位角误差为 20∘.其他参

数设置同仿真场景 1.

为了比较各非线性滤波算法的估计性能,各算法

的估计精度采用均方根误差 (RMSE)进行评价.定义

位置的均方根误差为

RMSEpos(𝑘) =

√√√⎷ 1

𝑀

𝑀∑
𝑖=1

((𝑥𝑖
𝑘 − 𝑥̂𝑖

𝑘)
2 + (𝑦𝑖𝑘 − 𝑦𝑖𝑘)

2).

(49)

其中: 𝑀为蒙特卡洛仿真次数, (𝑥𝑖
𝑘, 𝑦

𝑖
𝑘)、(𝑥̂

𝑖
𝑘, 𝑦

𝑖
𝑘)分别

表示 𝑘时刻位置的真实值和估计值.采用同样的方法

可以定义速度和弹道系数的RMSE,在此不再赘述.

3.3 仿仿仿真真真结结结果果果与与与分分分析析析

为了验证 4种滤波算法在量测噪声较小环境下

的估计性能,本文设置了仿真场景 1.在仿真场景 1中,

图 2给出了 4种算法对位置、速度、弹道系数的估计

均方根误差随时间的变化曲线.

由图 2可知, 由于状态的初始误差协方差较大,

而量测噪声较小, UKF、CKF算法的状态估计偏差较

大,性能较差,无法对系统进行有效的状态滤波,仿真

结果与文献 [9]中的分析结果一致.从图 2所示的仿

真结果还可以看出, SRGLAF、ASRGLAF算法的估计

精度相对较高, 状态滤波效果较好.在量测噪声较小

的情况下, SRGLAF、ASRGLAF算法在量测更新阶段

充分利用了量测信息对标准似然函数进行高斯近似,

得到的后验概率估计比较准确.由此表明, 在量测噪

声较小的情况下, SRGLAF、ASRGLAF算法能够对目

标进行有效的状态估计.

为了验证 4种滤波算法在量测噪声较大环境下

的估计性能,本文设置了仿真场景 2.在仿真场景 2中,

图 3给出了 4种算法对位置、速度、弹道系数的估计

均方根误差随时间的变化曲线.
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由图 3可知, UKF、CKF和ASRGLAF算法的估

计效果较好.在量测噪声较大的情况下, UKF、CKF算

法能够比较精确地近似联合概率密度函数, 对后验

概率的估计比较准确, 能够有效地进行状态滤波.而

ASRGLAF算法根据量测噪声的大小,采用自适应的

策略在CKF算法与 SRGLAF算法之间进行切换, 结

合了两种算法的优点, 能够有效地改善滤波性能,提

高滤波精度.

综合以上仿真和分析, ASRGLAF算法有效地结

合了CKF算法与 SRGLAF算法的优良性能, 与已有

的UKF、CKF算法相比具有明显的滤波优势.

4 结结结 论论论

本文针对UKF、CKF算法在量测噪声较小的环

境下估计性能不佳的问题, 基于高斯似然近似原理,

提出了一种基于高斯似然近似的球面径向积分滤

波 (SRGLAF)算法, 有效地提高了状态估计精度; 针

对量测噪声未知的情况, 设计了一种基于高斯似然

近似的自适应球面径向积分滤波 (ASRGLAF)算法.

ASRGLAF能够充分利用量测信息, 根据Kullback-

Leibler散度的大小衡量CKF和SRGLAF对后验概率

分布的近似程度,自适应地选择量测更新方式, 并结

合SRGLAF与CKF算法的滤波优势, 使后验概率更

加接近真实值,有效地进行状态滤波.仿真结果表明,

ASRGLAF在算法的适应性、估计精度等方面均优于

已有的UKF、CKF算法,为量测噪声未知环境下的状

态估计提供了一种有效的解决方法.
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