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摘 要: 为了提高四旋翼无人机 SO(3)控制的动态性能, 对滑模变结构控制在四旋翼无人机 SO(3)姿态控制中的应

用进行研究. 首先, 通过对两种四旋翼 SO(3)姿态控制模型进行分析, 确定一种奇异点较少的模型为控制对象; 随后,

针对可能出现的控制奇异问题, 设计一种引入调节函数的无奇异积分型滑模面, 得到了滑模稳定性引理; 最后, 利用

这种滑模面进行控制器设计和Lyapunov稳定性分析, 证明了系统全局指数渐近稳定. 仿真结果验证了所提出的设计

方案的正确性.

关键词: 四旋翼无人机；特殊正交群；滑模控制；姿态控制系统

中图分类号: TP13 文献标志码: A

Sliding mode variable structure attitude controller design of quadrotor
UAVs on SO(3)
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Abstract: In order to enhance the transient performance of existing quadrotor UAV SO(3) control schemes, the application

of the sliding mode variable structure control technique to apply on quadrotor UAV SO(3) attitude control is researched.

Firstly, by making analysis on two kinds of existing quadrotor UAV SO(3) attitude control models, a model with less singular

points is selected as the control plant. Then, aiming at the possible control singularity problem, a integral type sliding surface

with an adjustment function is proposed. The sliding mode stability lemma is obtained by theoretical deduction. Finally,

by making use of the proposed sliding surface, the sliding mode controller is designed with the Lyapunov stability analysis

result. Simulation results show the correctness of the design scheme.
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0 引引引 言言言

近年来, 四旋翼无人机的控制问题引起了人们

广泛关注[1-7], 诸如滑模变结构控制[2,6,8-12]、鲁棒自适

应控制[11,13-16]、反演控制[2,12,17-19]等先进的控制方法

先后被应用于四旋翼无人机控制, 取得了良好的控制

效果. 在这些方法中, 几何控制是一种比较特别的控

制方法, 它通过将系统的状态量映射到特殊正交群

SO(3)空间中去, 极大地简化了原本复杂的四旋翼无

人机模型, 使控制器设计过程得到简化. 在四旋翼无

人机 SO(3)控制研究方面, 国外学者Lee等[13,15, 20-22]

所做的系列研究相对比较深入. 文献 [22]针对四旋翼

SO(3)模型提出了一种新颖的指令解算方案, 并在此

基础上设计了一种反馈控制器, 解决了四旋翼无人机

的 SO(3)姿态及质心控制问题; 文献 [15]对四旋翼无

人机的 SO(3)姿态控制问题进行了研究, 考虑了系统

存在结构参数不确定性的情况, 提出了一种鲁棒自适

应控制方案, 实现了结构参数未知情况下对姿态指令

的指数跟踪, 不足之处在于不能实现全局指令跟踪.

为了解决该问题, 文献 [20]进一步提出了一种改进的

四旋翼无人机 SO(3)姿态控制模型, 并设计了一种反

馈控制器, 实现了对四旋翼无人机的大角度跟踪, 但

在期望姿态和实际姿态相差 180∘ 时仍会出现奇异, 所
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得到的稳定性结论是非全局的. 文献 [13]在文献 [22]

的基础上, 对系统的非结构不确定性进行了考虑, 提

出了一种非线性鲁棒跟踪控制器, 增强了控制器的鲁

棒性. 在此基础上, 文献 [21]进一步在控制器中引入

积分项, 得到了一种 PID型的反馈控制器, 减小了系

统的稳态误差.

国内目前对基于SO(3)的姿态控制研究相对较

少. 史晓宁[23]在 SO(3)群上建立了四旋翼无人机的一

般动力学模型, 并引入了Lagrange函数, 推出了四旋

翼无人机在 SE(3)群上的全局几何描述, 但在控制律

研究方面未作深入研究. 郑重等[24]利用Lee提出的方

法, 以航天器为研究对象, 设计了一种无角速度测量

的SO(3)姿态控制方案.

对现有四旋翼无人机控制器设计相关的文献进

行分析不难发现, 诸如滑模变结构控制、反演控制等

非线性控制方法, 目前还只是应用于基于欧拉角的模

型, 由于欧拉角模型在一些临界点会出现控制奇异

问题, 这些方法只能用于小角度姿态跟踪. 基于SO(3)

模型的控制方法虽然能够实现大角度的跟踪, 但目

前用于 SO(3)模型的主要是引入自适应或鲁棒技术

的状态反馈控制, 系统动态响应时间普遍较长, 动态

性能不佳. 从本文第 3节所做的分析来看, 导致一些

非线性控制方法不能应用到四旋翼无人机 SO(3)模

型的主要原因在于, 目前已有的SO(3)模型在一些临

界点会出现奇异问题, 使得一些非线性控制方法的求

逆运算无法运行. 但小角度范围的 SO(3)非线性控制

方法相对基于欧拉角模型的非线性控制方法并无优

势可言, 这也造成了当前一些非线性控制方法无法应

用到SO(3)模型. 针对这一现状, 考虑到变结构控制方

法动态性能好、抗干扰性强, 兼具简单、易于实现的

优点, 本文考虑将变结构控制方法应用于 SO(3)姿态

控制, 以提升SO(3)控制的动态性能. 这里拟分 3步实

现该方案: 第一, 通过对现有数学模型进行分析, 得到

适用于非线性控制的SO(3)姿态模型; 第二, 通过非

线性设计解决控制器设计时在临界点可能出现的控

制奇异问题; 第三, 针对 SO(3)模型的特点, 设计适用

的滑模面及控制器, 得到稳定性结论.

1 问问问题题题描描描述述述

本文研究的四旋翼无人机结构如图 1所示. 其中:

𝒆1, 𝒆2, 𝒆3 为惯性参考坐标系; 𝒃1, 𝒃2, 𝒃3 为机体参考坐

标系. 𝒃1, 𝒃2 位于四个旋翼中心确定的平面内, 分别与

四旋翼无人机的两轴重合, 第 3轴 𝒃3 与 𝒃1, 𝒃2 满足右

手定则.

四旋翼无人机的状态由其质心位置及其相对惯

性坐标系的姿态表示. 因此, 其状态空间为特殊欧几

里得群 SE(3), 它是𝑅3 和特殊正交群 SO(3) = {R ∈
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图 1 四旋翼无人机模型

𝑅3×3∣RTR = I,detR = 1}的半直积[13].

四旋翼无人机的姿态运动方程可以表示为[13]⎧⎨⎩ Ṙ(𝑡) = R(𝑡) + Ω̂(𝑡),

JΩ̇(𝑡) + Ω(𝑡)× JΩ(𝑡) = u(𝑡) +Δ𝑹(𝑡).
(1)

其中: J ∈ 𝑅3× 为四旋翼无人机相对机体坐标系的转

动惯量矩阵; R(𝑡) ∈ SO(3)为从机体坐标系到惯性坐

标系的转换矩阵; Ω(𝑡) ∈ 𝑅3 为四旋翼无人机在机体

坐标系中的角速度; u(𝑡)为控制力矩矢量; Δ𝑹(𝑡)为非

结构不确定性、噪声及外部干扰作用造成的不确定

项.

hat映射 ⋅̂ : 𝑅3 → SO(3)定义为使 x̂y = x× y对于

任意 x, y ∈ 𝑅3 均成立的映射关系, 可以表示为[13]

x̂ =

⎡⎢⎣ 0 −𝑥3 𝑥2

𝑥3 0 −𝑥1
−𝑥2 𝑥1 0

⎤⎥⎦ . (2)

其中: x = [𝑥1 𝑥2 𝑥3]
T ∈ 𝑅3, hat映射的逆映射表示为

vee映射V : 𝑅3 → SO(3).

注 1 这里的 SO(3)空间是一个由 3 × 3的斜对

称矩阵构成的空间, 它与𝑅3 空间之间的映射关系在

建模及推导中均要用到, 详细含义及特性请参见文献

[13]和文献 [20].

对于任意的 x, y ∈ 𝑅3, hat映射和 vee映射具有如

下基本性质[13]:

x̂y = x × y = −y × x = −ŷx, (3)

− 1

2
tr[x̂ŷ] = xTy, (4)

tr[x̂A] = tr[Ax̂] =
1

2
tr[x̂(A − AT)] = −xT(A − AT)∨,

(5)

x̂A + ATx̂ = ({tr[A]I3×3 − A}x)∧, (6)

Rx̂RT = (Rx)∧. (7)

系统满足如下基本假设.

假设 1 系统中的未知不确定性Δ𝑹 有界, 且存

在已知常量 𝛿𝑹 使得下式[13]成立:
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∥ Δ𝑹 ∥⩽ 𝛿𝑹. (8)

控制目标: 给定期望的状态R𝑑(𝑡)、Ω𝑑(𝑡), 设计控

制器 u, 使得系统状态量R(𝑡)、Ω(𝑡)全局指数收敛到

各自的期望值.

为了简化推导, 在本文后续推导中, 将视情省略

时间变量 𝑡. 文中 ∥ ⋅ ∥定义为向量的 2-范数, ∥ ⋅ ∥𝐹 定

义为矩阵的Frobenius范数.

2 误误误差差差模模模型型型分分分析析析

对于系统 (1), 目前有两种适用的误差模型.

模型 1[13] 定义

e𝑅1 =
1

2
(RT

𝑑 − RTR𝑑)
∨, (9)

eΩ1 = Ω − RTR𝑑Ω𝑑. (10)

显然, e𝑅1, eΩ1 ∈ 𝑅3.

相应的误差状态方程为⎧⎨⎩ ė𝑅1 = E1(R,R𝑑)eΩ1,

ėΩ1 = J−1(−Ω × JΩ + u +Δ𝑹)− 𝛼𝑑.
(11)

其中

E1(R,R𝑑) =
1

2
(tr(RTR𝑑)I − RTR𝑑), (12)

𝛼𝑑 = (RTR𝑑Ω̂𝑑 − Ω̂RTR𝑑Ω𝑑). (13)

模型 2[20] 定义

e𝑅2 =
1

2

√
1 + tr(RT

𝑑 R)
(RT

𝑑 R − RTR𝑑)
∨, (14)

eΩ2 = Ω − RTR𝑑Ω𝑑. (15)

显然, e𝑅2, eΩ2 ∈ 𝑅3.

相应的误差状态方程为⎧⎨⎩ ė𝑅2 = E2(R,R𝑑)eΩ2,

ėΩ2,= J−1(−Ω × JΩ + u +Δ𝑹)− 𝛼𝑑.
(16)

其中

E2(R,R𝑑) =

1

2

√
1 + tr(RT

𝑑 R)
× (tr(RTR𝑑)I − RTR𝑑 + 2e𝑅2eT𝑅2),

(17)

𝛼𝑑 = (RTR𝑑Ω̂𝑑 − Ω̂RTR𝑑Ω𝑑). (18)

在滑模设计时通常考虑如下形式的滑模面:

S = Ce𝑅𝑖 + ė𝑅2 = Ce𝑅𝑖 + E𝑖(R,R𝑑)eΩ𝑖, 𝑖 = 1, 2,

(19)

其中C = diag{𝑐1, 𝑐2, 𝑐3} ∈ 𝑅3×3. 对于式 (19)描述的

滑模面, E𝑖(R,R𝑑)可逆是进行滑模控制器设计的前

提, 因此这里先考察该矩阵的可逆性.

令Q = RT
𝑑 R ∈ SO(3), 由罗德里格斯公式, 存在 x

∈ 𝑅3, 其中 ∥x∥ ⩽ π, 使得[20]

Q = exp x̂ = I +
sin ∥x∥
∥x∥ x̂ +

1− cos ∥𝑙x∥
∥x∥2 x̂2. (20)

利用Matlab Symbolic Computation Tool, 可求得

矩阵Q的特征值为

𝜆𝑗Q = 1, cos ∥x∥ ± sin ∥x∥𝑖, 𝑗 = 1, 2, 3. (21)

经推导可得模型 1中E1(R,R𝑑)的特征值为

𝜆𝑗E1
= cos ∥x∥, 1

2
(1 + cos ∥x∥ ± sin ∥x∥𝑖),

𝑗 = 1, 2, 3. (22)

进一步得

det(E1(R,R𝑑)) =

3∏
𝑗=1

𝜆𝑗E2
=

1

2
cos ∥x∥(1 + cos ∥x∥).

(23)

式 (23)表明, E1(R,R𝑑)在 ∥x∥ = π/2和 ∥x∥ =

π时是不可逆的.

对于模型 2, 采用类似的方法可得E2(R,R𝑑)的特

征值为

𝜆𝑗E2
=

1

2
cos

∥x∥
2
,
1

2

(
cos

∥x∥
2

± sin
∥x∥
2
𝑖
)
,

𝑗 = 1, 2, 3. (24)

进一步得

det(E2(R,R𝑑)) =

3∏
𝑗=1

𝜆𝑗E2
=

1

8
cos

∥x∥
2
. (25)

式 (25)表明, E2(R,R𝑑)仅在 ∥x∥ = π时不可逆.

再考察两种模型所定义误差状态量的特性. 将式

(20)分别代入式 (9)和 (14)可得

∥e𝑅1∥2 = sin2 ∥x∥, (26)

∥e𝑅2∥2 = sin2
∥x∥
2
. (27)

对比两种误差模型可知, 在定义域 ∥x∥ ∈ [0,π]

上, 模型 2所定义的误差量在定义域上是单调的, 且

矩阵E2(R,R𝑑)仅在边界点 ∥x∥ = π处不可逆, 在定义

域内具有更好的性能, 因此, 该模型更适用于滑模变

结构控制器设计, 本文将采用模型 2作为最终的误差

控制模型. 后续设计中用到的各个状态量的定义与式

(14)∼ (18)完全相同, 只是在使用中将省略编号 2.

3 控控控制制制器器器设设设计计计及及及稳稳稳定定定性性性分分分析析析

3.1 无无无奇奇奇异异异滑滑滑模模模面面面设设设计计计

通过前面的分析可知, 被控对象中的控制矩阵

E(R,R𝑑)在 ∥x∥ = π处是不可逆的, 该状态对应的是

R和R𝑑 所描述的两个坐标系相对于特定旋转轴相差

180∘ 的情况. 如果选取形如式 (19)的滑模面, 则由于

控制器的设计要用到E(R,R𝑑)的逆, 将会导致无人机

在该状态附近出现控制奇异. 针对该问题, 本文考虑

在式 (19)所示的滑模面的基础上引入一个调节函数,

并提出一种积分型滑模面设计方案来解决控制器设

计上的奇异问题.
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首先, 定义新的状态量

e𝑁 = e𝑅 +
w 𝑡

0
𝛾(𝜏)eΩ (𝜏)d𝜏, (28)

其中 𝛾(𝑡) ⩾ 0为设计调节函数, 表达式如下:

𝛾(𝑡) =
2𝑏e(Ψ(R,R𝑑)−2)/𝛿21

e(Ψ(R,R𝑑)−2)/𝛿21 + e−(Ψ(R,R𝑑)−2)/𝛿21
, (29)

其中 𝑏, 𝛿1 为设计参数, 且 𝛿1 < 𝑏 < 1.

所设计的滑模面表达式为

S = Ce𝑁 + ė𝑁 =

C
(

e𝑅 +
w 𝑡

0
𝛾(𝜏)eΩ (𝜏)d𝜏

)
+ (E(R,R𝑑) + 𝛾(𝑡)I)eΩ ,

(30)

其中C = diag[𝑐1 𝑐2 𝑐3] ∈ 𝑅3×3.

对于式 (30)所示的滑模面, 只要选取合适的参数

C, 就能够保证 S → 0时 e𝑁 → 0, 从而 ė𝑁 → 0. ė𝑁 →
0意味着(E(R,R𝑑)+ 𝛾(𝑡)I)eΩ → 0, 因此只要设计 𝛾(𝑡)

使矩阵E(R,R𝑑) + 𝛾(𝑡)I可逆, 就能保证 eΩ → 0. 另

一方面, e𝑁 → 0意味着 e𝑅 → −
w 𝑡

0
𝛾(𝜏)eΩ (𝜏)d𝜏 . 由

此, 这里的设计问题转变为设计调节函数 𝛾(𝑡)使E(R,
R𝑑) + 𝛾(𝑡)I可逆, 同时使得 e𝑅 → −

w 𝑡

0
𝛾(𝜏)eΩ (𝜏)d𝜏

为有界小量.

为了设计方便, 定义如下的误差函数:

Ψ(R,R𝑑) =
1

2
tr(I − RT

𝑑 R). (31)

将式 (20)代入 (31)可得

Ψ(R,R𝑑) = 2 sin2(∥x∥/2). (32)

式 (32)表明, Ψ(R,R𝑑) ∈ [0, 2], 且随着 ∥x∥从 0变

化到π, Ψ(R,R𝑑)从 0单调递增至 2, ∥x∥ = π则对应

着Ψ(R,R𝑑) = 2.

考虑到E(R,R𝑑)仅在 ∥x∥ = π处不可逆, 这里的

调节函数 𝛾(𝑡)主要针对Ψ(R,R𝑑) = 2的状态进行设

计, 设计调节函数如式 (29).

注 2 从式 (29)不难发现, 所设计的 𝛾(𝑡)在Ψ(R,
R𝑑) = 2处有 𝛾(𝑡) = 2, 随着Ψ(R,R𝑑)从 2 → 2 − 𝛿1,

𝛾(𝑡)将呈指数速度迅速减小, 并在Ψ(R,R𝑑) → 2 −
𝛿1 时接近于 0, 通常所选取的 𝛿1 越小, 𝛾(𝑡)趋近于 0的

速度越快.

对于所设计的调节函数和滑模面有如下引理.

引理 1 式 (29)所示的调节函数能够保证矩阵

E(R,R𝑑) + 𝛾(𝑡)I在整个 SO(3)空间内始终可逆, 从而

使得当式 (30)所描述的滑模面趋于 0时, 系统各状态

量是指数渐近稳定的.

证证证明明明 前面已知E(R,R𝑑)的特征值如式 (24)所

述, 则E(R,R𝑑) + 𝛾(𝑡)I的 3个特征值分别为

𝜆𝑗E𝛾
= cos ∥x∥, 1

2
(1 + cos ∥x∥ ± sin ∥x∥𝑖),

𝑗 = 1, 2, 3. (33)

进一步可得

det(E(R,R𝑑) + 𝛾(𝑡)I) =
3∏

𝑗=1

𝜆𝑗E𝛾
=

1

8

(
cos

∥x∥
2

+2𝛾(𝑡)
)((

cos
∥x∥
2

+2𝛾(𝑡)
)2

+ cos2
∥x∥
2

)
.

(34)

考虑到 ∥x∥ ⩽ π, 结合 𝛾(𝑡)的定义可知

cos
∥x∥
2

+ 2𝛾(𝑡) > 0 (35)

在整个 SO(3)空间内均成立, 这表明矩阵E(R,R𝑑) +

𝛾(𝑡)I在整个SO(3)空间内是可逆的.

对于式 (30)所示的滑模面, 选取矩阵C的各参数

𝑐𝑖, 𝑖 = 1, 2, 3. 令S = 0, 则在滑模面上系统状态量满足

ė𝑁 = −Ce𝑁 , (36)

求解可得

e𝑁 (𝑡) = exp(−C𝑡)e𝑁 (0). (37)

显然状态量 e𝑁 随时间指数收敛到 0, 从而 ė𝑁 也

将指数收敛到 0. 考虑到 ė𝑁 = (E(R,R𝑑) + 𝛾(𝑡)I)eΩ ,

由于E(R,R𝑑)+𝛾(𝑡)I可逆, ė𝑁 → 0意味着 eΩ → 0, 而

e𝑁 → 0则意味着 e𝑅 → −
w 𝑡

0
𝛾(𝜏)eΩ (𝜏)d𝜏 . 由式 (29)

可知, 𝛾(𝑡)仅在Ψ(R,R𝑑) = 2附近有非常小的最大值

𝑏, 且随着Ψ(R,R𝑑)的减小呈指数规律迅速衰减, 在定

义域的其他状态几乎为 0, 同时考虑到 eΩ 随着时间的

推移将指数收敛到 0, 则−
w 𝑡

0
𝛾(𝜏)eΩ (𝜏)d𝜏随着时间

的推移必将趋近于一个固定小量 c0, 从而使得 e𝑅 →
c0, 这说明 e𝑅 将稳定在期望轨迹的一个小邻域内. 以

上分析表明, 当式 (30)所描述的滑模面趋于 0时, 系

统各状态量是指数渐近稳定的. □

注 3 当两个坐标系相对于特定旋转轴相差接

近 180∘ 时 (奇异点附近), 会产生非常大的控制输出,

调节函数 𝛾(𝑡)的引入可有效 “绕过 ”奇异点. 但由于

𝛾(𝑡)积分项的存在, 导致静态误差不为零. 在工程中,

当Ψ(R,R𝑑)远离 2时意味着系统已远离奇异点, 此时

可将积分项清零, 以消除静态误差.

3.2 控控控制制制器器器设设设计计计

设计滑模趋近律为

Ṡ = −K1S − K2sgn(S). (38)

其中

S = [𝑠1(𝑡) 𝑠2(𝑡) 𝑠3(𝑡)]
T;

sgn(S) = [sgn(𝑠1) sgn(𝑠2) sgn(𝑠3)]
T;

K1 = diag{𝑘11, 𝑘12, 𝑘13} ∈ 𝑅3×3,

K2 = diag{𝑘21, 𝑘22, 𝑘23} ∈ 𝑅3×3,

且 𝑘1𝑖, 𝑘2𝑖 > 0, 𝑖 = 1, 2, 3.

根据滑模控制设计步骤, 令 Ṡ = 0, 可求得系统的

等效控制量, 结合所设计的趋近律, 最终可得到如下
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的控制器:

u = − J𝜌−1(𝑡){(C𝜌(𝑡) + 𝜌̇(𝑡))eΩ (𝑡) + K1S+

K2sgn(S) + 𝜇(𝑡)}+ Ω × JΩ + JΩ . (39)

其中

𝜇(𝑡) =
∥𝜌(𝑡)∥𝐹 ∥J−1∥𝐹 + (𝛿2𝑅S + 𝛿𝑅𝜀sgn(S))

𝛿𝑅∥S∥+ 𝜀
, (40)

𝜌(𝑡) = E(R,R𝑑) + 𝛾(𝑡)I, (41)

且 𝜀 > 0为设计小量.

注 4 在实际的应用中可以使用饱和函数代替

sgn(S), 在一定程度上能缓解颤振.

注 5 所设计的控制器用到了状态量 e𝑅 和函数

E(R,R𝑑), 从其定义式 (14)和 (17)可知, 当 tr(RTR𝑑) =

−1, 即R和R𝑑 相对于特定转轴相差 180∘ 时, 用式 (14)

和 (17)计算 e𝑅 和函数E(R,R𝑑)会出现分母等于零的

情况, 从而导致计算上的奇异. 实际上, 此时它们的

分子也是趋于零的, 这两个状态量本身在 tr(RTR𝑑) =

−1时是不为零的. 为了防止计算上的奇异, 这里可以

考虑在 tr(RTR𝑑)接近−1时用罗德里格斯公式进行

计算, 计算公式如下:

e𝑅 =
sin

∥x∥
2

∥x∥ x, (42)

E(R,R𝑑) =
1

2
cos

∥x∥
2

I +
sin

∥x∥
2

2∥x∥ x̂. (43)

其中: x̂可以由式 (20)进行计算, 即

x̂ = ln(RT
𝑑 R); (44)

x则可由根据 hat映射的定义, 由 x̂得到.

3.3 稳稳稳定定定性性性分分分析析析

所设计的 SO(3)滑模变结构控制系统的稳定性

可总结为如下的定理.

定理 1 对于式 (1)所示的四旋翼无人机姿态控

制系统, 采用式 (30)所示的滑模面和式 (29)所示的调

节函数, 在控制器 (39)的作用下, 系统是全局指数渐

进稳定的.

证证证明明明 选取Lyapunov函数为

V =
STS
2
. (45)

对所设计的Lyapunov函数求导, 并将所设计的

控制器 (39)代入可得

V̇ = STṠ =

ST(C𝜌(𝑡) + 𝜌̇(𝑡))eΩ (𝑡)+

𝜌(𝑡)(J−1(−Ω × JΩ + u +Δ𝑅)− 𝛼𝑑) ⩽

− STK1S −
3∑

𝑖=1

𝑘2𝑖∣𝑠𝑖∣−

∥𝜌(𝑡)∥𝐹 ∥J−1∥𝐹 Δ𝑅𝜀

Δ𝑅∥S∥+ 𝜀
×( 3∑

𝑖=1

∣𝑠𝑖∣ −
√
𝑠21 + 𝑠22 + 𝑠23

)
⩽

− STK1S −
3∑

𝑖=1

𝑘2𝑖∣𝑠𝑖∣. (46)

由于矩阵K1 和K2 均为正定对角阵, 式 (46)表明

系统是全局指数渐近稳定的. □

4 仿仿仿真真真分分分析析析

目标飞行器参数为质量mass = 0.455 kg, 转动惯

量 J = diag{3 2 1} kg ⋅m2. 不确定性设定为Δ𝑅(𝑡)

= [sin(8π𝑡) sin(π𝑡) cos(4π𝑡)]T/
√
3, 其上界显然为

𝛿𝑅 = 1. 选取滑模控制器参数为C = diag[15 15 15],
K1 = K2 = diag{10 10 10}, 𝑏 = 0.1, 𝛿1 = 0.02, 𝜀 = 3.

这里用函数 𝑠𝑖/(∣𝑠𝑖∣ + 𝛿2)代替 sgn(𝑠𝑖)以削弱颤

振, 参数选取为 𝛿2 = 0.3.

为了验证滑模控制器的性能, 特别是在进行初始

跟踪姿态误差角度达π时的跟踪性能, 这里首先根据

飞行器三通道设置了 3组仿真, 仿真时长设定为𝑇 =

20 s, 仿真步长为 Step = 0.01 s, 情况如下.

仿真实验 1. 初值设定为

R(0) = exp
(
− π

2
ê1
)
,

Ω(0) = 03×1,

其中 e3 = [1 0 0]T, 即飞行器滚转轴.

给定指令信号为

R𝑑(𝑡) = exp(𝛾𝑑(𝑡)ê1).

其中

𝛾𝑑(𝑡) =

⎧⎨⎩
π

2
, 0 ⩽ 𝑡

4
< 1, 2 ⩽ 𝑡

4
< 3, 4 ⩽ 𝑡

4
< 5;

−π

2
, 1 ⩽ 𝑡

4
< 2, 3 ⩽ 𝑡

4
< 4.

上述初值在欧拉角意义下表示飞行器处于俯仰角𝜗

= 0、偏航角𝜓 = 0、滚转角 𝛾 = −π/2的状态, 指令信

号R𝑑(𝑡)要求飞行器绕滚转轴进行幅度为π, 周期为

4 s的脉冲式周期滚转运动, 同时俯仰角、偏航角保持

在 0∘.

上述指令设计要求飞行器绕滚转轴进行极限幅

度的运动, 且在零时刻及每次指令切换的瞬间, 飞行

器状态都与给出的指令相差π, 对于普通的控制方法

而言, 必然会导致控制器出现奇异, 从而使得系统不

稳定. 这里用所提出的无奇异 SO(3)滑模控制器对该

指令进行了跟踪, 结果如图 2所示.

仿真结果表明, 与滚转角维度相对应的滑模分量

𝑠1 从一开始就呈指数收敛态势, 在 0.5 s左右收敛至

零, 当指令发生最大幅度的阶跃变化时, 滑模动态迅

速呈现出指数收敛态势, 并在 0.5 s以内收敛至零, 具

有良好的动态性能, 稳态误差为 10−3 量级, 具有较高
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的控制精度. 与此同时, 滑模面的另外两维 𝑠2 和 𝑠3 始

终保持在零附近, 误差也在 10−3 量级.
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图 2 大角度滚转运动时滑模各维分量随时间变化情况

仿真实验 2. 初值设定为

R(0) = exp
(
− π

2
ê2
)
,

Ω(0) = 03×1,

其中 e3 = [0 2 0]T, 即飞行器偏航轴.

给定指令信号为

R𝑑(𝑡) = exp(𝜗𝑑(𝑡)ê2),

其中𝜗𝑑(𝑡)与 𝛾𝑑(𝑡)表达式相同.
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图 3 大角度俯仰运动时滑模各维分量

随时间变化情况 (仿真 2)

此时系统初始位于滚转角 𝛾 = 0、偏航角𝜓 =

0、俯仰角𝜗 = −π/2的状态, 指令信号R𝑑(𝑡)要求飞

行器绕俯仰轴进行幅度为π, 周期为 4 s的脉冲式周期

俯仰运动, 同时滚转角、偏航角保持在 0∘. 仿真结果如

图 3所示.

仿真结果表明, 系统动态响应时间在 0.5 s左右,

各状态量的稳态误差基本在 10−4 ∼ 10−3 量级, 个别

状态量为 10−2 量级, 各状态量均具有良好的动态性

能和较小的稳态误差.

仿真实验 3. 初值设定为

R(0) = exp
(
− π

2
ê3
)
,

Ω(0) = 03×1,

其中 e3 = [0 0 1]T, 即飞行器偏航轴.

给定指令信号为

R𝑑(𝑡) = exp(𝜓𝑑(𝑡)ê3),

其中𝜓𝑑(𝑡)与 𝛾𝑑(𝑡)表达式相同.

此时系统初始位于滚转 𝛾 = 0、俯仰角𝜗 = 0、偏

航角𝜓 = −π/2的状态, 指令信号R𝑑(𝑡)要求飞行器绕

偏航轴进行幅度为π, 周期为 4 s的脉冲式周期偏航运

动, 同时滚转角、俯仰角保持在 0∘. 仿真结果如图 4所

示.
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图 4 大角度俯仰运动时滑模各维分量

随时间变化情况 (仿真 3)

仿真结果表明, 系统各状态量的变化情况与仿

真实验 1、仿真实验 2基本相同, 只是各维度相对应的

具体情况有所不同, 系统动态响应时间同样在 0.5 s左

右, 所有状态量的稳态误差都在 10−5 ∼ 10−2 量级,

系统各状态量均具有良好的动态性能和较小的稳态

误差.
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上面的 3组仿真实验是对所设计控制器在各个

通道的指令跟踪测试, 各通道之间耦合相对较小, 为

了验证控制器跟踪任意位置大角度指令的能力, 这里

设计了第 4组仿真实验.

仿真实验 4. 初值设定为

R(0) = exp
(
− π

2
ê4
)
,

Ω(0) = 03×1,

其中 e4 =
[√3

3

√
3

3

√
3

3

]T
, 此时 e4 对应的是空间任

意位置的空间矢量.

给定指令信号为

R𝑑(𝑡) = exp(𝜉𝑑(𝑡)ê4),

其中 𝜉𝑑(𝑡)与 𝛾𝑑(𝑡)表达式相同.

上述指令设计要求飞行器绕 e4 轴进行幅度为

π、周期为 4 s的脉冲式周期运动, 此时对应的各欧拉

角指令均随时间变化, 三通道之间存在剧烈耦合影响,

仿真结果如图 5所示.
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图 5 大角度俯仰运动时滑模各维分量

随时间变化情况 (仿真 4)

仿真结果表明, 即使三通道之间存在剧烈耦合,

系统的动态相应时间仍然在 0.5 s左右, 且滑模各状态

量的误差保持在 10−3 ∼ 10−2 量级, 系统的动态和稳

态性能仍然良好.

以上的仿真结果充分验证了所设计的控制器具

有良好的性能, 完全能够实现所提出的控制目标.

由于现有文献的控制器未能解决在π处出现的

控制奇异问题, 在用这些方法跟踪本文所设计的极限

幅度指令信号时, 控制系统会发散, 因此无法通过仿

真进行具体比较, 这里只能根据同类文献的仿真结

果, 对系统稳态和动态性能进行定量比较. 目前, 专门

研究四旋翼无人机SO(3)姿态控制的文献并不多, 比

较典型的是学者Lee等在文献 [15]和文献 [20]中所

提出的鲁棒自适应控制方法, 这两篇论文所提出的鲁

棒自适应控制器稳态响应时间大约在 5 s左右, 且稳

态误差在 10−3 ∼ 10−2 量级. 本文的仿真模型参数与

文献 [20]完全相同, 指令信号是脉冲式且幅度达到极

限的π. 即便如此, 本文所提出的无奇异滑模变结构

控制器仍具有比文献 [15]和文献 [20]都要快得多的

响应速度 (0.5 s), 以及不低于它们的跟踪精度 10−5 ∼
10−2, 这充分表明了本文所提出的控制器在动态性能

上的优越性.

注 6 由于滑模控制原理上的缺陷, 部分状态量

在稳态时存在幅度非常小的颤振. 由于这种颤振幅度

非常之小, 在实际工程应用中, 控制机构通常敏感不

到, 且本文所出现的颤振频率最高只有 4 ∼ 5Hz, 理

论上对实际控制机构不会有太大的影响. 但需要指出

的是, 本文现在所做的仍限于理论研究, 颤振现象的

影响还需在实际工程实现中予以验证.

5 结结结 论论论

本文通过对现有四旋翼无人机的姿态 SO(3)模

型进行充分分析, 确定了适用于滑模变结构控制的姿

态 SO(3)模型, 并以该模型为控制对象, 提出了一种调

节函数. 通过将该调节函数引入滑模面, 设计了一种

新的积分型滑模面, 解决了采用传统设计方法时存在

的控制奇异问题, 得到了系统全局稳定的结论, 实现

了对四旋翼无人机的 SO(3)滑模变结构控制. 仿真实

验表明, 所提出的滑模变结构控制方法能够实现幅度

为π的极限指令跟踪, 动态性能和稳态性能明显优于

同类文献提出的鲁棒自适应控制方法, 且在误差指令

为π时不会出现奇异, 充分验证了设计方法的有效性.

所提出的通过在滑模引入调节函数避免控制奇异的

思想可用于解决类似的控制奇异问题, 所设计的控制

器中使用的信号在实际系统中均可通过传感器准确

测量, 具备良好的工程可实现性. 后续可考虑利用高

阶滑模设计方法进一步消除颤振, 并对控制器中一些

复杂的函数项进行简化或近似, 为将控制方法应用于

实际四旋翼无人机系统做好技术准备.
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