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摘 要: 为了进一步提高伪谱最优控制方法的计算精度,削弱微分形式伪谱法对状态变量近似误差的放大幅度,研

究基于积分形式的伪谱最优控制方法. 依次给出 3种伪谱法的积分伪谱离散形式,证明当Lagrange多项式对状态变

量的近似误差等于零时, Gauss伪谱法和Radau伪谱法的积分形式与微分形式是等价的,而Legendre伪谱法的积分形

式与微分形式是不等价的,并分析了其不等价的原因.
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Abstract: In order to further improve the accuracy of the pseudospectral optimal control method, and weaken the

amplification of approximation errors of state variables in the differential pseudospectral method, the integral pseudospectral

optimal control method is studied. The integral pseudospectral discrete forms of three pseudospectral methods are presented,

which are Legendre pseudospectral method, Gauss pseudospectral method and Radau pseudospectral method, respectively.

When the approximation errors of Lagrange polynomials for state variables are equal to zero, it is proved that the differential

and integral forms of Gauss pseudospectral method and Radau pseudospectral method are equivalent, but that of Legendre

pseudospectral method is not equivalent, and the reason of nonequivalence is also analyzed.
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0 引引引 言言言

伪谱最优控制方法,又称为正交配置法,主要利

用Lagrange插值多项式近似离散最优控制问题中的

状态变量和控制变量,将连续型最优控制问题转化成

离散形式的非线性规划 (NLP)问题,然后利用相应的

NLP算法求解.根据配置点的不同,伪谱法主要分为

Legendre伪谱法[1]、Gauss伪谱法[2-3]和Radau伪谱

法[4-5] 3种.

传统伪谱最优控制方法多采用微分形式表示,状

态变量的微分是直接对状态变量的Lagrange多项式

求导获得的,而当Lagrange多项式表示的状态变量或

控制变量存在近似误差时,状态变量的微分对近似误

差会产生进一步的放大,降低了伪谱最优控制方法的

求解精确度.如果采用积分形式代替Bolza最优控制

问题中动态约束条件的微分形式,可以缓解对状态变

量近似误差的放大. Rao等在文献 [6]中探索性地介

绍了基于Radau伪谱法的积分形式,分析了积分形式

伪谱法相对与微分形式伪谱法在求解精度方面的优

势. 但是, 在现有文献中未见关于 3种伪谱法积分形

式的详细论述,也缺少对 3种伪谱方法积分形式与微

分形式等价性的详细证明,特别是Legendre伪谱法.

本文给出了Legendre伪谱法、Gauss伪谱法和

Radau伪谱法的积分形式, 并分析 3类伪谱法微分形

式与积分形式的区别和联系.证明当状态变量和控制

变量的Lagrange多项式近似误差为零时, Gauss伪谱

法和Radau伪谱法的微分形式与积分形式是等价的,
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而Legendre伪谱法的微分形式与积分形式并不等价,

而且分析并证明了Legendre伪谱法微分形式与积分

形式不等价的原因.

在本文中, 变量符号的上标L、G和R分别表示

Legendre伪谱法、Gauss伪谱法和Radau伪谱法. 对于

任一矩阵变量𝑫, 𝑫𝑖表示𝑫的第 𝑖行, 𝑫T
𝑖 表示𝑫T

的第 𝑖行, 𝐷𝑖,𝑗表示𝑫的第 𝑖行第 𝑗列元素,其他矩阵

符号符合Matlab标准.

1 Bolza最最最优优优控控控制制制问问问题题题
由于伪谱最优控制方法的时域适用范围只限于

[−1, 1], 需将Bolza最优控制问题的时间域从 [𝑡0, 𝑡𝑓 ]

转换至 [−1, 1]. 时间域位于 [−1, 1]的Bolza最优控制

问题[7]描述如下.

目标函数为

min 𝐽 =

Φ(𝒙(−1), 𝑡0,𝒙(+1), 𝑡𝑓 )+

𝑡𝑓 − 𝑡0
2

w 1

−1
𝑔(𝒙(𝜏),𝒖(𝜏), 𝜏 ; 𝑡0, 𝑡𝑓 )d𝜏 ; (1)

动态、边界和路径约束条件依次为
d𝒙

d𝜏
=

𝑡𝑓 − 𝑡0
2

𝒇(𝒙(𝜏),𝒖(𝜏), 𝜏 ; 𝑡0, 𝑡𝑓 ), (2)

Ψ(𝒙(−1), 𝑡0,𝒙(+1), 𝑡𝑓 ) = 0, (3)

𝒄(𝒙(𝜏),𝒖(𝜏), 𝜏 ; 𝑡0, 𝑡𝑓 ) ⩽ 0. (4)

2 伪伪伪谱谱谱最最最优优优控控控制制制方方方法法法的的的积积积分分分形形形式式式

首先定义几组新的变量: 𝒇𝑋
𝑘 = 𝒇(𝒙(𝜏𝑋𝑘 ),𝒖(𝜏𝑋𝑘 ),

𝜏𝑋𝑘 ; 𝑡0, 𝑡𝑓 ), 𝒈𝑋
𝑘 = 𝒈(𝒙(𝜏𝑋𝑘 ),𝒖(𝜏𝑋𝑘 ), 𝜏𝑋𝑘 ; 𝑡0, 𝑡𝑓 ), 𝒄𝑋𝑘 =

𝒄(𝒙(𝜏𝑋𝑘 ),𝒖(𝜏𝑋𝑘 ), 𝜏𝑋𝑘 ; 𝑡0, 𝑡𝑓 ), 𝑭𝑋 = [𝒇𝑋
1 ,𝒇𝑋

2 , ⋅ ⋅ ⋅ ,𝒇𝑋
𝑁 ],

Gauss积分权值为𝜔𝑋
𝑖 , 伪谱微分矩阵为𝑫𝑋 , 上述所

有变量符号的上标𝑋 = L、G、R, 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁 .

2.1 Legendre伪伪伪谱谱谱法法法的的的积积积分分分离离离散散散方方方法法法

在积分形式的Legendre伪谱法中, 定义𝑁个

LGL点为 (𝜏L1 , 𝜏
L
2 , ⋅ ⋅ ⋅, 𝜏L𝑁 ), 由LGL点构成的Lagrange

多项式为𝐿L
𝑘 (𝜏).状态变量微分 𝒙̇(𝜏)由𝐿L

𝑘 (𝜏)近似,则

𝒙̇(𝜏) ≈ 𝒙̇L(𝜏) =

𝑁∑
𝑘=1

𝒙̇(𝜏L𝑘 )𝐿
L
𝑘 (𝜏). (5)

由式 (2)可得 𝒙̇(𝜏L𝑘 ) =
𝑡𝑓 − 𝑡0

2
𝒇L
𝑘 ,则式 (5)等于

𝒙̇(𝜏) ≈ 𝒙̇L(𝜏) =

𝑁∑
𝑘=1

𝑡𝑓 − 𝑡0
2

𝒇L
𝑘 𝐿

L
𝑘 (𝜏). (6)

因为𝒙(𝜏) − 𝒙(−1) =
w 𝜏

−1
𝒙̇(𝜏)d𝜏 , 再用式 (6)替

换 𝒙̇(𝑡),得

𝒙(𝜏)− 𝒙(−1) =
𝑡𝑓 − 𝑡0

2

𝑁∑
𝑘=1

𝒇L
𝑘

w 𝜏

−1
𝐿L
𝑘 (𝜏)d𝜏. (7)

定义新的矩阵𝑨L ∈ 𝑹(𝑁−1)×𝑁 , 其中每个元素

𝐴L
𝑖,𝑘 =

w 𝜏L
𝑖

−1
𝐿L
𝑘 (𝜏)d𝜏 . 式 (7)在沿LGL点取值为

𝑿L
𝑖 −𝑿L

1 =
𝑡𝑓 − 𝑡0

2
𝑨L

𝑖 𝑭
L, 𝑖 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁. (8)

2.2 Gauss伪伪伪谱谱谱法法法的的的积积积分分分离离离散散散方方方法法法

对于积分形式的Gauss伪谱法, 定义𝑁个LG

点, 分别表示为 (𝜏G1 , 𝜏G2 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜏G𝑁 ), 再补充定义 𝜏G0 =

−1和 𝜏G𝑁+1 = +1. 定义由 (𝜏G0 , 𝜏G1 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜏G𝑁 )构成的

Lagrange多项式为𝐿G
𝑘 (𝜏),再定义由 (𝜏G1 , 𝜏G2 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜏G𝑁 )

构成的Lagrange多项式为𝐿G∗
𝑘 (𝜏). 采用多项式𝐿G∗

𝑘 (𝜏)

来逼近状态变量的微分 𝒙̇(𝜏),即

𝒙̇(𝜏) ≈ 𝒙̇G(𝜏) =

𝑁∑
𝑘=1

𝒙̇(𝜏G𝑘 )𝐿G∗
𝑘 (𝜏). (9)

由式 (2)可知 𝒙̇(𝜏G𝑘 ) =
𝑡𝑓 − 𝑡0

2
𝒇G
𝑘 ,则式 (9)表示为

𝒙̇(𝜏) ≈ 𝒙̇G(𝜏) =
𝑡𝑓 − 𝑡0

2

𝑁∑
𝑘=1

𝒇G
𝑘 𝐿G∗

𝑘 (𝜏). (10)

因为𝒙(𝜏) − 𝒙(−1) =
w 𝜏

−1
𝒙̇(𝜏)d𝜏 ,所以Gauss伪

谱法状态变量的积分形式为

𝒙(𝜏)− 𝒙(−1) =
𝑡𝑓 − 𝑡0

2

𝑁∑
𝑘=1

𝒇G
𝑘

w 𝜏

−1
𝐿G∗
𝑘 (𝜏)d𝜏. (11)

定义Gauss伪谱法的积分矩阵𝑨G ∈ 𝑹𝑁×𝑁 , 其

中每个元素等于𝐴G
𝑖,𝑘 =

w 𝜏G
𝑖

−1
𝐿G∗
𝑘 (𝜏)d𝜏 .式 (11)沿LG

点分布为

𝑿G
𝑖 = 𝑿L

0 +
𝑡𝑓 − 𝑡0

2
𝑨G

𝑖 𝑭
G, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁. (12)

2.3 Radau伪伪伪谱谱谱法法法的的的积积积分分分离离离散散散方方方法法法

对于积分形式的Radau伪谱法, 定义𝑁个LGR

点,分别表示为 (𝜏R1 , 𝜏R2 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜏R𝑁 ),再补充定义 𝜏R𝑁+1 =

+1. 定义由 (𝜏R1 , 𝜏R2 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜏R𝑁+1)构成的Lagrange多项

式𝐿R
𝑘 (𝜏),再定义由 (𝜏R1 , 𝜏R2 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜏R𝑁 )构成的Lagrange

多项式𝐿R∗
𝑘 (𝜏). 采用多项式𝐿R∗

𝑘 (𝜏)来逼近状态变量

的微分 𝒙̇(𝜏),即

𝒙̇(𝜏) ≈ 𝒙̇R(𝜏) =

𝑁∑
𝑘=1

𝒙̇(𝜏R𝑘 )𝐿R∗
𝑘 (𝜏). (13)

式 (2)沿LGR点求函数值, 可得 𝒙̇(𝜏R𝑘 ) =
𝑡𝑓 − 𝑡0

2
𝒇R
𝑘 ,

则式 (13)可以写成

𝒙̇(𝜏) ≈ 𝒙̇R(𝜏) =
𝑡𝑓 − 𝑡0

2

𝑁∑
𝑘=1

𝒇R
𝑘 𝐿R∗

𝑘 (𝜏). (14)

因为𝒙(1) − 𝒙(𝜏) =
w 1

𝜏
𝒙̇(𝜏)d𝜏 , 用式 (14)代替

𝒙̇(𝜏),则Radau伪谱法状态变量的积分形式为

𝒙(1)− 𝒙(𝜏) =
𝑡𝑓 − 𝑡0

2

𝑁∑
𝑘=1

𝒇R
𝑘

w 1

𝜏
𝐿R∗
𝑘 (𝜏)d𝜏. (15)

定义Radau伪谱法的积分矩阵𝑨R ∈ 𝑹𝑁×𝑁 ,其

中每个元素𝐴R
𝑖,𝑘 =

w 1

𝜏R
𝑖

𝐿R∗
𝑘 (𝜏)d𝜏 . 式 (15)沿LGR点
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求值,有

𝑿R
𝑖 = 𝑿L

𝑁+1 −
𝑡𝑓 − 𝑡0

2
𝑨R

𝑖 𝑭
R, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁. (16)

2.4 3种种种伪伪伪谱谱谱法法法的的的积积积分分分离离离散散散形形形式式式

综上所述, 式 (1)∼ (4)表示的Bolza最优控制问

题的 3种积分伪谱离散形式,具体描述如下.

目标函数为

min 𝐽 = Φ(𝒙(−1), 𝑡0,𝒙(+1), 𝑡𝑓 ) +
𝑡𝑓 − 𝑡0

2

𝑁∑
𝑖=1

𝜔𝑥
𝑖 𝑔

𝑋
𝑖 ;

(17)

Legendre、Gauss、Radau伪谱法的动态约束条件

依次为

𝑿L
𝑖 = 𝑿L

1 +
𝑡𝑓 − 𝑡0

2
𝑨L

𝑖 𝑭
L, 𝑖 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁 ; (18)

𝑿G
𝑖 = 𝑿L

0 +
𝑡𝑓 − 𝑡0

2
𝑨G

𝑖 𝑭
G, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁 ; (19)

𝑿R
𝑖 = 𝑿L

𝑁+1 −
𝑡𝑓 − 𝑡0

2
𝑨R

𝑖 𝑭
R, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁 ; (20)

边界约束条件为

Ψ(𝒙(−1), 𝑡0,𝒙(+1), 𝑡𝑓 ) = 0; (21)

路径约束条件为
𝑡𝑓 − 𝑡0

2
𝒄𝑋𝑖 ⩽ 0, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁. (22)

3 伪伪伪谱谱谱最最最优优优控控控制制制方方方法法法的的的统统统一一一性性性证证证明明明

引理 1 对于Gauss和Radau伪谱法的微分矩阵

𝑫G和𝑫R, 𝑫G删除第 1列后得到的矩阵为𝐷G
:,1:𝑁 ,

𝑫R删除最后一列后得到的矩阵为𝐷R
:,1:𝑁 , 则𝐷G

:,1:𝑁

和𝐷R
:,1:𝑁都是可逆矩阵

[4,8].

引理 2 对于Legendre、Gauss和Radau伪谱法

的微分矩阵𝑫L、𝑫G和𝑫R, 满足𝐷L
:,2:𝑁1𝑁−1 =

−𝐷L
:,1, 𝐷G

:,1:𝑁1𝑁 = −𝐷G
:,0, 𝐷R

:,1:𝑁1𝑁 = −𝐷R
:,𝑁+1,其中

1𝑁−1和1𝑁分别为所有元素都为 1的𝑁 − 1和𝑁维

列向量[7-8].

3.1 Gauss伪伪伪谱谱谱法法法积积积分分分形形形式式式与与与微微微分分分形形形式式式的的的联联联系系系

定理 1 对于Gauss伪谱法的微分矩阵𝑫G和积

分矩阵𝑨G,两者之间的相互关系为

𝑨G = (𝐷G
:,1:𝑁 )−1.

证证证明明明 定义 𝑝为次数不大于𝑁的多项式函数,其

微分为 𝑝̇,则⎧⎨⎩ 𝑝𝑖 = 𝑝(𝜏G𝑖 ), 𝑖 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁 ;

𝑝̇𝑖 = 𝑝̇(𝜏G𝑖 ), 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁.
(23)

定义列向量𝒑 = [𝑝0, 𝑝1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑝𝑁 ]T ∈ 𝑹𝑁+1和 𝒑̇ = [𝑝̇1,

𝑝̇2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑝̇𝑁 ]T ∈ 𝑹𝑁 . 由Gauss伪谱法得知𝑫G𝒑 = 𝒑̇,

也可以写成𝐷G
:,0𝑝0 +𝐷G

:,1:𝑁𝑝1:𝑁 = 𝒑̇. 由引理 1和引理

2可知
𝑝1:𝑁 − 𝑝01𝑁 = (𝐷G

:,1:𝑁 )−1𝒑̇. (24)

又因为 𝑝̇的次数不大于𝑁 − 1, 𝑝̇可以等价写成

Lagrange多项式形式, 则 𝑝̇ =

𝑁∑
𝑘=1

𝑝̇𝑘𝐿
G∗
𝑘 (𝜏), 两边求

定积分,得

𝑝(𝜏G𝑖 )− 𝑝(𝜏G0 ) =
w 𝜏G

𝑖

−1

𝑁∑
𝑘=1

𝑝̇𝑘𝐿
G∗
𝑘 (𝜏)d𝜏. (25)

将式 (25)改写成矩阵形式为

𝑝1:𝑁 − 𝑝01𝑁 = 𝑨G𝒑̇. (26)

由于 𝒑̇的任意性,比较式 (24)和 (26),可以推导出

𝑨G = (𝐷G
:,1:𝑁 )−1. (27)

由此定理得证. □

当Lagrange多项式对状态变量和控制变量的近

似误差等于零时,动态约束条件的微分形式Gauss伪

谱离散形式[2]为

𝑫G𝑿G =
𝑡𝑓 − 𝑡0

2
𝑭G. (28)

将𝑿G分割成一个𝑁维列向量和一个𝑁 ×𝑁的矩阵,

则

𝐷G
:,0𝑿

G
0 +𝐷G

:,1:𝑁𝑿G
1:𝑁 =

𝑡𝑓 − 𝑡0
2

𝑭G. (29)

式 (29)两边同时乘以 (𝐷G
:,1:𝑁 )−1,得

𝑿G
1:𝑁 − 1𝑁𝑿G

0 =
𝑡𝑓 − 𝑡0

2
(𝐷G

:,1:𝑁 )−1𝑭G. (30)

由定理 1可知𝑨G = (𝐷G
:,1:𝑁 )−1, 则式 (30)与 (12)等

价,从而证明了Gauss伪谱法微分形式与积分形式的

等价性.

3.2 Radau伪伪伪谱谱谱法法法积积积分分分形形形式式式与与与微微微分分分形形形式式式的的的联联联系系系

定理 2 对于Radau伪谱法的微分矩阵为𝑫R和

积分矩阵𝑨R,两者之间的相互关系为

𝑨R = −(𝐷R
:,1:𝑁 )−1.

定理 2的证明与定理 1相近, 限于篇幅, 在此忽

略定理 2的证明过程,读者可参考定理 1的证明过程

来推导.

微分形式Radau伪谱法的动态约束条件的离散

等式为

𝑫R𝑿R =
𝑡𝑓 − 𝑡0

2
𝑭R. (31)

将𝑫R分割成一个𝑁 ×𝑁的矩阵和一个𝑁维列向量,

则式 (31)等于

𝐷R
:,1:𝑁𝑿R

1:𝑁 +𝐷R
:,𝑁+1𝑿

R
𝑁+1 =

𝑡𝑓 − 𝑡0
2

𝑭R. (32)

式 (32)两边同时乘以 (𝐷R
:,1:𝑁 )−1,得

𝑿R
1:𝑁 = 1𝑁𝑿R

𝑁+1 +
𝑡𝑓 − 𝑡0

2
(𝐷R

:,1:𝑁 )−1𝑭R. (33)

由定理 2可知式 (33)与 (16)等价, 因此Radau伪谱法

微分形式与积分形式也是等价的.

3.3 Legendre伪伪伪谱谱谱法法法积积积分分分形形形式式式与与与微微微分分分形形形式式式的的的联联联系系系

由文献 [1]的描述可知, 当Lagrange多项式对状

态变量和控制变量的近似误差等于零时,动态约束条
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件的微分离散形式为

𝐷L
:,1𝑿

L
1 +𝐷L

:,2:𝑁𝑿L
2:𝑁 =

𝑡𝑓 − 𝑡0
2

𝑭 L. (34)

引理 3 对于Legendre伪谱法中的微分矩阵

𝑫L,其除去第 1列所形成的矩阵𝐷L
:,2:𝑁列满秩.

证证证明明明 反证法. 假定存在一个非零列向量𝒑 ∈
𝑹𝑁 , 满足 𝑝1 = 0且𝑫L𝒑 = 0, 则必然存在一个次数

不大于𝑁 − 1的多项式函数 𝑝,其满足 𝑝(𝜏L𝑖 ) = 𝑝𝑖, 𝑖 =

1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁 . 由Legendre伪谱法的微分矩阵𝑫L得

𝑫L
𝑖 𝒑 = 𝑝̇(𝜏L𝑖 ), 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁. (35)

由假设可知𝑫L𝒑 = 0,则

𝑝̇(𝜏L𝑖 ) = 0, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁. (36)

多项式函数 𝑝的次数不大于𝑁−1,其导数 𝑝̇的次

数应不大于𝑁 −2,则式 (36)可以唯一地确定函数 𝑝̇ ≡
0,进一步推导出 𝑝 ≡ const.又因为 𝑝(𝜏L1 ) = 𝑝1 = 0,从

而可知 𝑝 ≡ 0,故列向量𝒑 = 0,与假设不符,因此满足

𝑝1 = 0且𝑫L𝒑 = 0的列向量𝒑只可能是零向量. 将

𝑝1 = 0且𝑫L𝒑 = 0改写成

𝐷L
:,2:𝑁𝑝2:𝑁 = 0. (37)

式 (37)只存在零向量解,故𝐷L
:,2:𝑁列满秩. □

引理 4 对于任意定义的矩阵𝑴 ∈ 𝑹𝑠×𝑡, 如果

𝑴行满秩 (𝑠 < 𝑡), 则𝑴𝑴T是可逆的, 矩阵𝑴的

Moore-Penrose伪逆𝑴+ = 𝑴T(𝑴𝑴T)−1, 且满足

𝑴𝑴+ = 𝑰𝑠; 如果𝑴列满秩 (𝑡 < 𝑠), 则𝑴T𝑴是

可 逆 的, 矩 阵𝑴的Moore-Penrose伪 逆𝑴+ =

(𝑴T𝑴)−1𝑴T,且满足𝑴+𝑴 = 𝑰𝑡.其中 𝑰𝑠和 𝑰𝑡分

别代表 𝑠维和 𝑡维单位矩阵[9].

引理 5 对于Legendre伪谱法微分矩阵𝑫L, 满

足−(𝐷L
:,2:𝑁 )+𝐷L

:,1 = 1𝑁−1.

定理 3 Legendre伪谱法的积分矩阵𝑨L, 满足

𝑨L𝐷L
:,2:𝑁 = 𝑰𝑁−1.

证证证明明明 定义 𝑝为次数不大于𝑁 − 1的多项式函

数,其微分为 𝑝̇. 𝑝与 𝑝̇沿LGL点的函数值表示为 𝑝𝑖 =

𝑝(𝜏L𝑖 ), 𝑝̇𝑖 = 𝑝̇(𝜏L𝑖 ). 定义列向量𝒑 = [𝑝1, 𝑝2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑝𝑁 ]T

∈ 𝑹𝑁 , 𝒑̇ = [𝑝̇1, 𝑝̇2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑝̇𝑁 ]T ∈ 𝑹𝑁 . 由Legendre伪谱

法得知𝑫L𝒑 = 𝒑̇, 也可以写成𝐷L
:,1𝑝1 + 𝐷L

:,2:𝑁𝑝2:𝑁 =

𝒑̇,由引理 2可知

𝐷L
:,2:𝑁 (𝑝2:𝑁 − 𝑝11𝑁−1) = 𝒑̇. (38)

又因为 𝑝̇的次数不大于𝑁 − 2,则 𝑝̇ =

𝑁∑
𝑘=1

𝑝̇𝑘𝐿
L
𝑘 (𝜏),两

边求定积分,得

𝑝2:𝑁 − 𝑝1 = 𝑨L𝒑̇. (39)

将式 (38)两边左乘𝑨L,代入式 (39),得

𝑨L𝐷L
:,2:𝑁 (𝑝2:𝑁 − 𝑝1) = 𝑝2:𝑁 − 𝑝1. (40)

因为𝑷 为任意的列向量, 由式 (40)得到𝑨L𝐷L
:,2:𝑁 =

𝑰𝑁−1. □
定理 4 式 (34)是 (8)的充分而非必要条件, 说

明了Legendre伪谱法的积分形式与微分形式是不等

价的.

证证证明明明 充分条件. 因为−𝐷L
:,2:𝑁1𝑁−1 = 𝐷L

:,1, 式

(34)等于

−𝐷L
:,2:𝑁1𝑁−1𝑿

L
1 +𝐷L

:,2:𝑁𝑿L
2:𝑁 =

𝑡𝑓 − 𝑡0
2

𝑭 L. (41)

对式 (41)左乘𝑨L,由定理 3的结论得

𝑿L
2:𝑁 − 1𝑁−1𝑿

L
1 =

𝑡𝑓 − 𝑡0
2

𝑨L𝑭 L. (42)

式 (42)等价于 (8),充分条件得证.

非必要条件.将式 (8)写成矩阵形式等于式 (42),

对式 (42)两边左乘𝐷L
:,2:𝑁 ,得

𝐷L
:,2:𝑁𝑿L

2:𝑁 −𝐷L
:,2:𝑁1𝑁−1𝑿

L
1 =

𝑡𝑓 − 𝑡0
2

𝐷L
:,2:𝑁𝑨L𝑭 L.

(43)

由引理 2可知,式 (43)等于

𝑫L𝑿L =
𝑡𝑓 − 𝑡0

2
𝐷L

:,2:𝑁𝑨L𝑭 L. (44)

因为𝑨L为一个 (𝑁−1)×𝑁的矩阵,非方阵,无法

保证𝐷L
:,2:𝑁𝑨L为单位矩阵, 因此式 (44)不等于 (34),

故式 (34)是 (8)的非必要条件. 结合充分条件和非必

要条件的证明,则定理 4得证. □
观察Legendre伪谱法动态约束条件积分与微分

离散形式的约束数量, 发现微分形式包含𝑁个等式

约束,而积分形式只包含了𝑁 − 1个等式约束. 因此,

Legendre伪谱法的微分形式约束条件要严格于积分

形式, 也说明了微分与积分形式并不等价, 这也是

Legendre伪谱法计算精度低于Gauss和Radau伪谱法

的原因之一.

4 积积积分分分形形形式式式与与与微微微分分分形形形式式式伪伪伪谱谱谱法法法的的的仿仿仿真真真对对对比比比

本文选用Hypersensitive最优控制问题[10]作为仿

真算例,具体描述如下.

目标函数为

min 𝐽 =
1

2

w 𝑡𝑓

𝑡0
(𝑥2(𝑡) + 𝑢2(𝑡))d𝑡, (45)

其中 𝑥̇(𝑡) = −𝑥(𝑡) + 𝑢(𝑡),且𝑥(𝑡0) = 1.5, 𝑥(𝑡𝑓 ) = 1.

在Hypersensitive最优控制问题中, 𝑡0 = 0, 𝑡𝑓 =

const,其解析解为

𝑥∗(𝑡) = 𝑐1e
√
2𝑡 + 𝑐2e

−√
2𝑡,

𝑢∗(𝑡) = 𝑥̇∗(𝑡) + 𝑥∗(𝑡).

其中

𝑐1 =
1.5e−

√
2𝑡𝑓 − 1

e−
√
2𝑡𝑓 − e

√
2𝑡𝑓

,

𝑐2 =
1− 1.5e

√
2𝑡𝑓

e−
√
2𝑡𝑓 − e

√
2𝑡𝑓

.

设定Hypersensitive最优控制问题的结束时间

𝑡𝑓 = 100. 本文在此只给出了Gauss伪谱法的计算结
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果.图 1描述了积分形式与微分形式伪谱最优控制方

法的绝对计算误差随时间的变化关系, 其中配点数

𝑁 = 50. 比较发现,积分形式伪谱最优方法的计算误

差要小于微分形式,计算结果更接近于真实值.
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图 1 积分形式与微分形式的绝对计算误差

表 1给出了Gauss伪谱法在不同数目配置点下

的最大绝对值计算误差, 无论配置点等于多少, 积分

形式的最大绝对值计算误差都小于微分形式. 由此可

知,积分形式伪谱法的计算精度要高于微分形式.

表 1 Gauss伪谱法的最大绝对值计算误差

配点数 积分形式 微分形式

10 0.083 0.133

15 0.037 0.118

20 0.005 0.098

25 0.008 0.122

30 0.009 0.129

35 0.011 0.123

40 0.017 0.120

45 0.017 0.128

50 0.033 0.129

5 结结结 论论论

本文给出了 3种伪谱法的积分离散形式,证明了

当Lagrange多项式对状态变量的近似误差等于零时,

Gauss伪谱法、Radau伪谱法的积分形式与微分形式

是等价的;指出了Legendre伪谱法的积分形式与微分

形式是不等价的,并分析了Legendre伪谱法中不等价

的原因; 选择Hypersensitive最优控制问题作为仿真

算例,验证了积分形式伪谱法的计算误差小于微分形

式.
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