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摘 要: 针对含有匹配有界干扰的线性离散系统,提出一类最优积分滑模控制算法. 在系统开环极点位于单位圆

内 (上)的前提下,考虑输入饱和,可以实现系统状态的半全局稳定. 该算法是低增益反馈和积分滑模的有益结合,通

过低增益反馈使输入饱和得到满足,通过滑模控制增强了系统对干扰的鲁棒性;另外,该算法可以使特定的性能指标

达到最优,使系统稳态误差达到𝑂(𝑇 2)的量级. 仿真结果验证了所提出算法的有效性.
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Abstract: An optimal integral sliding mode control algorithm for linear discrete-time systems with matched bounded

disturbances is proposed. Under the premise that poles of the open-loop system locate inside or on the unit circle, the

scheme can semi-globally regulate the system in the presence of input saturation. The scheme is an effective combination

of low-gain feedback and integral sliding mode, for it can satisfy the input limit via low-gain feedback and improve the

robustness of the system to disturbances owing to sliding mode control. Moreover, the method can minimize the specific

performance index and achieve 𝑂(𝑇 2) steady-state error. Simulation results show the effectiveness of the proposed method.
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0 引引引 言言言

由于采样频率有限,连续滑模控制算法不能直接

应用到离散系统上,否则会影响系统的控制性能甚至

稳定性.因此, 学者们对离散滑模控制进行了大量的

研究[1].

文献 [2]首先提出了基于干扰估计器的离散滑模

控制,该方法使用一步延迟干扰估计器进行鲁棒控制

分量的设计.在此基础上,文献 [3]设计了一种离散积

分滑模控制器,提高了系统的调节精度;文献 [4]进一

步考虑了系统含有非匹配干扰的情况; 文献 [5-6]将

最优控制与离散积分滑模控制相结合,设计了离散最

优积分滑模控制器, 使得特定的性能指标达到最优;

特别地,文献 [6]还考虑了输入时延的问题.需要指出

的是,上述所有的离散滑模控制算法都没有考虑输入

饱和,然而,对于所有的执行机构而言,输入饱和约束

是一定存在的. 针对输入饱和问题,低增益反馈是一

类有效的控制算法,其中基于代数黎卡提方程的低增

益反馈控制在文献 [7]中被首次提出,它能够有效地

满足输入饱和约束,但是没有考虑外部干扰的影响.

在已有成果的基础上,本文首先对基于代数黎卡

提方程的离散低增益反馈控制进行回顾,然后与离散

积分滑模进行结合,设计出一类能够满足输入饱和约

束的离散最优积分滑模控制器.

1 模模模型型型与与与问问问题题题描描描述述述

考虑如下含有匹配干扰的线性连续系统:
𝑥̇(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡) +𝐵(𝑢(𝑡) + 𝑓(𝑡)). (1)

其中: 𝑥(𝑡) ∈ 𝑅𝑛是连续系统状态, 𝐴 ∈ 𝑅𝑛×𝑛和𝐵 ∈
𝑅𝑛×𝑚是已知的常数实矩阵, 𝑢(𝑡) ∈ 𝑅𝑚是连续系统
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的控制输入, 𝑓(𝑡) ∈ 𝑅𝑚是连续系统的外界干扰.

如果采样周期为𝑇 , 并且使用零阶保持器, 系统

(1)的精确离散化形式如下所示:

𝑥(𝑘 + 1) = Φ𝑥(𝑘) + Γ𝑢(𝑘) + 𝑝(𝑘). (2)

其中: 𝑥(𝑘) ∈ 𝑅𝑛是离散系统状态, Φ ∈ 𝑅𝑛×𝑛和Γ ∈
𝑅𝑛×𝑚是已知的常数实矩阵, 𝑢(𝑘) ∈ 𝑅𝑚是离散系统

的控制输入, 𝑝(𝑘) ∈ 𝑅𝑚是离散系统的外界干扰,而⎧⎨⎩Φ = e𝐴𝑇 ,

Γ =
w 𝑇

0
e𝐴𝜏d𝜏𝐵,

(3)

𝑝(𝑘) =
w 𝑇

0
e𝐴𝜏𝐵𝑓((𝑘 + 1)𝑇 − 𝜏)d𝜏 . (4)

由式 (3)可知, Γ在𝑂(𝑇 )量级上. 根据泰勒定理

和式 (4),还可以得到

𝑝(𝑘) = Γ𝑓(𝑘) + Γ
1

2
𝑓(𝑘)𝑇 +𝑂(𝑇 3), (5)

其中 𝑓(𝑘) ∈ 𝑅𝑚和 𝑓(𝑘) ∈ 𝑅𝑚分别为向量 𝑓(𝑡) ∈ 𝑅𝑚

和 𝑓(𝑡) ∈ 𝑅𝑚的采样.

设 𝑑(𝑘) = 𝑓(𝑘) +
1

2
𝑓(𝑘)𝑇 + 𝑂(𝑇 2), 将离散系统

(2)化成如下标准的含有匹配干扰的形式:

𝑥(𝑘 + 1) = Φ𝑥(𝑘) + Γ (𝑢(𝑘) + 𝑑(𝑘)). (6)

当外部干扰随时间变化缓慢时, 关于 𝑑(𝑘)给出

如下引理和假设.

引理 1 𝑑(𝑘)− 𝑑(𝑘 − 1) = 𝑂(𝑇 ).

引理 2 𝑑(𝑘)− 2𝑑(𝑘 − 1) + 𝑑(𝑘 − 2) = 𝑂(𝑇 2).

假设 1 ∣𝑑𝑖(𝑘)∣ < 𝑢max, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚, 𝑢max表

示控制量能达到的最大幅值.

定义 1 半全局有界稳定,对预先给定的任意大

的有界区域𝑊 ⊂ 𝑅𝑛,在输入饱和约束的条件下,寻找

𝑢(𝑘),使得闭环系统的状态最终能够到达十分微小的

有界区域Δ ⊂ 𝑊 , Δ是包含平衡点𝑥 = 0的一个不变

集,并且𝑊 包含在该不变集的吸引域内.

假设 2 矩阵Φ特征值在单位圆内 (上).

假设 3 (Φ,Γ )满足可控条件.

引理 3 𝐸(𝑘 + 1) = Ξ𝐸(𝑘) + 𝜇, 其中矩阵Ξ 所

有的特征值都在单位圆内 (∥Ξ ∥ < 1). 如果𝜇的幅值

是在𝑂(𝑇 𝑟)的量级上,则当 𝑘 → ∞时, 𝐸(𝑘)的幅值在

𝑂(𝑇 𝑟−1)的量级上, 𝑟是不小于 1的正整数.

2 控控控制制制器器器设设设计计计

2.1 低低低增增增益益益反反反馈馈馈控控控制制制

在不考虑外部干扰的情况下, 系统 (6)的标称模

型如下所示:

𝑥(𝑘 + 1) = Φ𝑥(𝑘) + Γ𝑢(𝑘). (7)

对于系统 (7),选取二次型性能指标如下:

𝐽 =
1

2

𝑁−1∑
𝑘=1

[𝜀𝑥T(𝑘)𝑥(𝑘) + 𝑢T(𝑘)𝑢(𝑘)]. (8)

状态反馈控制律如下:

𝑢(𝑘) = −𝐹𝑥(𝑘), (9)

其中𝐹 = (ΓT𝑃 (𝜀)Γ + 𝐼)−1ΓT𝑃 (𝜀)Φ.

引理 4 在假设 2和假设 3的条件下, 对于任意

的 𝜀 > 0,总存在唯一正定的矩阵𝑃 (𝜀) > 0,满足如下

代数黎卡提方程:

𝑃 = ΦT𝑃Φ + 𝜀𝐼 − ΦT𝑃Γ (ΓT𝑃Γ + 𝐼)−1ΓT𝑃Φ,

(10)

并且使矩阵Φ − Γ (ΓT𝑃 (𝜀)Γ + 𝐼)−1ΓT𝑃 (𝜀)Φ的所有

特征值都位于单位圆内,有

lim
𝜀→0

𝑃 (𝜀) = 0. (11)

引理 5 对于标称模型 (7)和二次型性能指标

(8),控制律 (9)是最优的,并且能够使系统指数稳定.

将控制律 (9)代入系统 (7)中,有

𝑥(𝑘 + 1) = (Φ − Γ𝐹 )𝑥(𝑘). (12)

由引理 4可知,闭环系统 (12)是渐近稳定的.另外,如

果选取李雅普诺夫函数为

𝑉 (𝑥(𝑘)) = 𝑥T(𝑘)𝑃 (𝜀)𝑥(𝑘), (13)

则经过文献 [7]中详细的推导,最终可得

𝑉 (𝑥(𝑘 + 1))− 𝑉 (𝑥(𝑘)) ⩽ −𝜀𝑥T(𝑘)𝑥(𝑘). (14)

可见,闭环系统 (12)是指数稳定的, 𝑉 (𝑥(𝑘))将不断减

小,直至减为 0.

注 1 对预先给定的任意大的有界区域𝑊 ,一定

存在合适的 𝜀 > 0,使得对于任意𝑥(𝑘) ∈ 𝑊 ,都有
∣𝑢𝑖(𝑘)∣ ⩽ ∥𝑢(𝑘)∥2 ⩽ 𝑢̄

成立. 因为
∥𝑢(𝑘)∥2 = ∥(ΓT𝑃 (𝜀)Γ + 𝐼)−1ΓT𝑃 (𝜀)Φ𝑥(𝑘)∥2 ⩽

∥ΓT𝑃 (𝜀)Φ∥2∥𝑥(𝑘)∥2, (15)

根据式 (11),可知上述说法是正确的.

综上,总可以选取任意大的有界区域𝑊 ,使之包

含系统 (7)的初始条件;然后通过选取合适的 𝜀, 使注

1成立; 由引理 5可知, 系统指数稳定, 意味着在整个

控制过程中, 注 1会始终成立, 输入饱和约束能够始

终得到满足.

2.2 基基基于于于低低低增增增益益益反反反馈馈馈的的的最最最优优优积积积分分分滑滑滑模模模控控控制制制

选取如下最优积分滑模面:
𝑠(𝑘) = 𝐷𝑥(𝑘) + 𝜍(𝑘), (16)

𝜍(𝑘 + 1)− 𝜍(𝑘) = 𝐸𝑥(𝑘). (17)

其中𝐸 = −𝐷Φ +𝐷Γ𝐹 +𝐷,并选取 𝜍(0) = −𝐷𝑥(0).

由上述滑模面及系统方程 (6)可得
𝑠(𝑘 + 1) =

𝐷Γ𝑢(𝑘) +𝐷Γ𝑑(𝑘) + 𝜍(𝑘) +𝐷𝑥(𝑘) +𝐷Γ𝐹𝑥(𝑘).

(18)
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令 𝑠(𝑘 + 1) = 0,系统的等效控制分量为
𝑢𝑒𝑞(𝑘) =

− 𝐹𝑥(𝑘)− 𝑑(𝑘)− (𝐷Γ )−1(𝜍(𝑘) +𝐷𝑥(𝑘)). (19)

若采用 𝑑(𝑘 − 1)作为 𝑑(𝑘)的估计,即
𝑑(𝑘) = (𝐷Γ )−1𝐷(𝑥(𝑘)− Φ𝑥(𝑘 − 1))−

(𝐷Γ )−1𝐷(Γ𝑢(𝑘 − 1)), (20)

离散最优积分滑模控制器为

𝑢(𝑘) =

− 𝐹𝑥(𝑘)− 𝑑(𝑘)− (𝐷Γ )−1(𝜍(𝑘) +𝐷𝑥(𝑘)). (21)

定理 1 对于离散系统 (6),它在控制律 (21)的作

用下,闭环动态方程为

𝑥(𝑘 + 1) = (Φ − Γ𝐹 )𝑥(𝑘) + 𝛿𝑘. (22)

其中: 𝛿𝑘 ∈ 𝑅𝑛的幅值是在𝑂(𝑇 3)的量级上,并且𝑥(𝑘)

的幅值最终在𝑂(𝑇 2)的量级上.

证证证明明明 将控制器 (21)代入 (18)中,得

𝑠(𝑘 + 1) = 𝐷Γ (𝑑(𝑘)− 𝑑(𝑘 − 1)) = 𝑂(𝑇 2). (23)

可见 𝑠(𝑘)的幅值在𝑂(𝑇 2)的量级上.

再将控制器 (21)代入系统 (6)中,得

𝑥(𝑘 + 1) = (Φ − Γ𝐹 )𝑥(𝑘) + Γ (𝑑(𝑘)− 𝑑(𝑘 − 1)−
(𝐷Γ )−1(𝜍(𝑘) +𝐷𝑥(𝑘))). (24)

若令

𝛿𝑘 = Γ (𝑑(𝑘)− 𝑑(𝑘 − 1)− (𝐷Γ )−1(𝜍(𝑘) +𝐷𝑥(𝑘))),

(25)

则式 (24)可以化作 (22).

将式 (16)和 (23)共同代入 (25)中,得

𝛿𝑘 = Γ (𝑑(𝑘)− 2𝑑(𝑘 − 1) + 𝑑(𝑘 − 2)). (26)

由引理 2可知, 𝛿𝑘的幅值在𝑂(𝑇 3)的量级上; 再由式

(22)和引理 3可知, 𝑥(𝑘)的幅值最终在𝑂(𝑇 2)的量级

上. □

注 2 控制律 (21)可以改写为如下形式:

𝑢(𝑘) = −𝐹𝑥(𝑘)− 𝑑(𝑘)− (𝐷Γ )−1𝑠(𝑘). (27)

由于 𝑠(0) = 0,有 𝑠(𝑘) = 𝑂(𝑇 2), (𝐷Γ )−1𝑠(𝑘) = 𝑂(𝑇 ),

且∣𝑑𝑖(𝑘)∣ = ∣𝑑𝑖(𝑘 − 1)∣有界.另外, 𝑥(𝑘)最终的界所围

成的区域就是定义 1描述的包含平衡点𝑥 = 0的不

变集Δ,当系统 (6)的初始条件 (假设与系统 (7)相同)

在Δ以外𝑊 以内时,系统的状态最终会进入Δ中. 在

这一过程中, 只要选取一个比第 2.1节稍小一些的 𝜀,

输入饱和约束就可以得到满足.

3 仿仿仿真真真结结结果果果分分分析析析

为了验证所提出设计算法的有效性, 使用文献

[3]提出的离散积分滑模控制方法 (DISMC)与本文设

计的离散最优积分滑模控制方法 (DOISMC)进行对

比.

仿真所使用的连续时间系统的系统参数为

𝐴 =

[
0 1

−2 −4

]
, 𝐵 =

[
0

3

]
.

外部干扰为

𝑓(𝑡) = 3 sin(4π𝑡).

系统的初始条件设置为𝑥1(0) = 1, 𝑥2(0) = 2.5;

输入饱和约束设置为 ∣𝑢𝑖∣ ⩽ 8; 连续系统的采样频率

设置为 0.01ms,离散控制器的采样频率设置为 1ms.

DOISMC的参数选取如下: 根据系统的初始条

件,选取

𝑊 = {𝑥 ∈ 𝑅2∣∣𝑥𝑗 ∣ ⩽ 3, 𝑗 = 1, 2}.
利用Matlab工具,如果选取 𝜀 = 2,则可计算得到

𝑃 =

[
2 382.6 298.9

298.9 253.8

]
,

𝐹 = [ 0.895 0.756 5 ].

此时闭环系统的特征值为𝜆1 = 0.999 1, 𝜆2 = 0.994 6.

且经经验可证,
√
18∥𝐹∥2 ⩽ 4.972 1 < 5;选取𝐷 = 107

× ΓT,经计算可得

𝐸 = [ 139.991 1 187.352 2 ].

作为对比, DISMC的参数选取如下: 任取𝐹 =

[25 67]作为反馈矩阵, 闭环系统特征值为𝜆1 =

0.999 6, 𝜆2 = 0.795 7; 𝐷与前文相同,经计算可得

𝐸 = [ 2 300.8 6 125.4 ].

在DISMC和DOISMC的作用下,系统状态𝑥1的

响应曲线如图 1所示,控制输入的响应曲线如图 2所

示,二次型性能指标的响应曲线如图 3所示.其中, 𝑥2

的响应曲线与𝑥1的类似,故略去.

-1

0

1
DISMC

DOISMC

39 40 41

t /s

x
1
/1

0
-

3

(b) x1 !"#$%&'()

-0.5

0.5

1.5
DISMC

DOISMC

0 25 50

t /s

x
1

(a) x1 !"#$%

图 1 DISMC和DOISMC作用下𝑥1的响应曲线
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DISMC

DOISMC
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8
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0 0.5 1.0

t /s

u

(b) !"#$%&'()*+,

0

100

200
DISMC

DOISMC

0 25 50

t /s

u

(a) !"#$%&'(

图 2 DISMC和DOISMC作用下的控制输入响应曲线

0
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0 25 50

t /s

p
e
rf

o
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a
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c
e 

ln
d

e
x DISMC

DOISMC

图 3 DISMC和DOISMC作用下的二次型性能指标比较

从仿真结果可以清楚地看到,在两种控制器的作

用下,系统的稳态误差相差无几,但DISMC的控制量

的最大值远大于 8,消耗的能量也更多, DOISMC能够

严格满足输入饱和的要求.

4 结结结 论论论

通过理论分析和仿真验证可知,本文设计的基于

低增益反馈的离散最优积分滑模控制方法能够更好

地满足输入饱和的约束,并使得特定的性能指标达到

最优.
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