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摘 要: 涡流搜索是最近提出的新型优化算法,具有操作简单且搜索能力强的突出优点,但在后期容易陷入早熟收

敛. 对比,通过在该算法中引入量子计算,提出一种量子衍生涡流搜索算法. 首先将涡流中心用量子比特编码;然后将

其在Bloch球面上实施多次旋转得到多个个体,将最优个体作为新的涡流中心,完成一次迭代.对新的涡流中心再次

实施旋转,直至满足终止条件.标准函数极值优化的实验结果表明,所提出的方法明显优于普通涡流搜索算法.
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Abstract: The vortex search is a new optimization algorithm recently proposed, which has the advantages of simple

operation and strong search capabilities. However, it is easy to fall into premature convergence in the late stages of the

algorithm. By introducing quantum computing into the algorithm, a quantum-inspired vortex search algorithm is proposed.

Firstly, the vortex center is encoded by qubits described on the Bloch sphere, and then through repeatedly rotating all qubits

on this individual about the same coordinate axis, some new individuals are generated. The best individual is chosen as a new

vortex center which is rotated again until meeting the termination conditions. The experimental results of some benchmark

functions extreme optimization show that the proposed algorithm is obviously superior to the original one.
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0 引引引 言言言

对于实际生活中的很多优化问题, 由于问题自

身的一些性质 (如高维、多峰、不可微分),解析方法往

往不能得到精确解[1]. 因此, 启发式方法就成为解决

这些问题的有效途径. 启发式算法能在可接受的时

间内得到近似解, 但不能保证解的最优性.启发式算

法分为单解启发和群解启发两种类型[2].单解启发也

称为轨道方法, 在任何时刻都基于单个解,例如模拟

退火[3-4]、禁忌搜索[5]、迭代局部搜索[6]、导向局部搜

索[7]、变邻域搜索[8]. 群解启发在开始时建立一个种

群, 然后逐代更新直到满足终止条件.群解启发式又

可分为两种: 进化算法和群集算法. 进化算法基于自

然选择的概念, 根据适应度从种群中选出优良个体,

然后采用一些特定算子产生后代.差分进化[9-10]和遗

传算法[11]是进化算法的突出代表. 群集算法是另一

类受动物 (如蚂蚁、蜜蜂、鱼、鸟等)的群集行为启发

的优化算法.该算法的特点是成员都是简单个体,通

过协作在决策空间移动寻优. 蚁群优化[12]、粒子群优

化[13]、人工蜂群优化[14-15]是群集算法的突出代表.一

个启发式优化算法能否获得全局最优解,关键取决于

是否有能力获得探索和开发之间的平衡. 一般说来,

单解算法偏重开发,而群解算法则偏重探索.

受涡流模式的启发,文献 [16]提出了一种基于单

解寻优的涡流搜索算法 (VS),该算法采用一个新的自

适应步长调整方案来调整探索开发两阶段的平衡. 文

献 [16]给出的实验结果表明,涡流算法的搜索能力超

过了单解的模拟退火算法、模式搜索算法和群解的人

工蜂群算法, 而与一个改进版本的粒子群算法相当.
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尽管涡流方法有上述优点,但在算法后期容易陷入早

熟收敛. 本文的目的在于, 在文献 [16]提出的涡流算

法中引入量子计算模式,提出一种量子衍生涡流搜索

算法 (QIVS). 该方法采用量子比特对涡流中心编码,

采用在Bloch球面上使量子比特绕着坐标轴旋转的方

法生成候选解. 在文献 [16]中, 搜索过程通过使涡流

中心的每一维在数轴上左右移动实现,最优解的每一

维均为数轴上的一个点. 而在本文提出的方法中,通

过使涡流中心的量子比特在Bloch球面上绕坐标轴旋

转实现搜索,最优解的每一维均为Bloch球面上的一

个圆周. 因此,本文提出的算法有助于增强个体多样

性,进而有助于避免在算法后期陷入早熟收敛. 实验

结果验证了所提出算法的优良性能.

1 涡涡涡流流流搜搜搜索索索算算算法法法

在单解算法中,对当前解施加小的改变时,搜索

体现出较强的局部性; 相反,若对当前解施加大的改

变,则相当于在搜索空间随机搜索. 在初始阶段,往往

需要一个高效的探索,而一旦算法收敛到局部解附近,

则需要进一步的局部开发,以使当前解向着最优解逼

近.涡流算法较好地体现了这种思想.

1.1 产产产生生生初初初始始始解解解

在𝐷维空间中, 涡流搜索可由很多嵌套的环来

建模.首先,最外面的环定位在搜索空间的中心,最初

的中心𝜇0可用下式计算:

𝜇0 =
upperlimit + lowerlimit

2
, (1)

其中 upperlimit和 lowerlimit分别是𝐷维向量,表示搜

索空间的边界.

1.2 产产产生生生候候候选选选解解解

在涡流算法中, 候选解𝐶0(𝑠) = {𝑠1, 𝑠2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑠𝑛}
通过以𝜇0为中心的高斯分布随机产生. 高斯分布的

一般形式如下所示:
𝑝(𝑥∣𝜇,𝐶) =

1√
(2π)𝐷𝐶

exp
{
− 1

2
(𝑥− 𝜇)T𝐶−1(𝑥− 𝜇)

}
. (2)

其中: 𝑥是𝐷 × 1维随机变量, 𝜇是𝐷 × 1维样本均值

(涡流中心)向量, 𝐶是协方差矩阵.

涡流搜索采用球形高斯分布产生候选解,此时协

方差矩阵𝐶按下式计算:
𝐶 = 𝜎2𝐼𝐷×𝐷, (3)

其中𝜎2为方差. 初始标准差的计算式为

𝜎0 =
max(upperlimit)−min(lowerlimit)

2
, (4)

其中𝜎0可看作涡流外环的初始半径, 为随后的优化

过程提供了鸟瞰.

1.3 当当当前前前解解解的的的更更更新新新

用最好的候选解 𝑠′∈ 𝐶0(𝑠)替换当前解, 并将其

作为半径𝜎1的内环中心, 产生新的候选解集𝐶1(𝑠),

若最好解 𝑠′∈ 𝐶1(𝑠)好于迄今为止的最好解, 则更新

最好解.再将最好解作为缩减半径后的第 3个环中心,

重复上述过程直至满足终止条件,如图 1所示.

!"#$

%#$

图 1 涡流算法的搜索过程

1.4 半半半径径径缩缩缩减减减方方方法法法

在涡流算法中,每一步迭代采用下式不完全伽马

函数的逆函数缩减半径的值:

𝛾(𝜆, 𝑎) =
w 𝜆

0
e−𝑡𝑡𝑎−1d𝑡. (5)

其中: 𝜆 > 0为随机变量; 𝑎 > 0为分辨率参数,在搜索

过程中逐代更新为

𝑎𝑡 = 𝑎0 − 𝑡

MaxItr
. (6)

为确保在开始阶段覆盖所有搜索空间, 选择 𝑎0 = 1,

𝑡为当前步数, MaxItr为限定步数. 每步迭代涡流半径

按下式更新:
𝜎𝑡 = 𝜎0(1/𝜆)𝛾(𝜆, 𝑎𝑡). (7)

文献 [16]指出,当𝜆 = 0.1时,搜索性能最好.

这种更新方法可使搜索半径在前半部分线性缩

小,侧重于全局探索,后半部分指数缩小,侧重于局部

开发,从而可较好地实现探索与开发之间的平衡.

2 量量量子子子衍衍衍生生生涡涡涡流流流算算算法法法

2.1 量量量子子子比比比特特特的的的球球球面面面描描描述述述
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图 2 量子比特的Bloch球面描述

在量子计算中,一个量子比特是一个可以在二维

复希尔伯特空间中描述的两能级量子体系,根据叠加

原理,量子比特的任何态都可以写成
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∣𝜑⟩ = cos
𝜃

2
∣0⟩+ ei𝜙 sin

𝜃

2
∣1⟩. (8)

其中: 0 ⩽ 𝜃 ⩽ π, 0 ⩽ 𝜙 ⩽ 2π.

量子比特可以借助Bloch球面描述,如图 2所示.

由图 2可知, Bloch球面上的任意一点𝑃 (𝑥, 𝑦, 𝑧)都与

一个量子比特 ∣𝜑⟩一一对应.

2.2 量量量子子子比比比特特特的的的绕绕绕轴轴轴旋旋旋转转转

在Bloch球面上,量子比特的移动可通过绕着固

定轴旋转实现, 旋转算子为一个酉矩阵.量子比特绕

着 3个坐标轴旋转 𝛿弧度的旋转矩阵分别为

𝑅𝑅𝑅𝑥(𝛿) =

⎡⎢⎣ cos
𝛿

2
−i sin

𝛿

2

−i sin
𝛿

2
cos

𝛿

2

⎤⎥⎦ , (9)

𝑅𝑅𝑅𝑦(𝛿) =

⎡⎢⎣ cos
𝛿

2
− sin

𝛿

2

sin
𝛿

2
cos

𝛿

2

⎤⎥⎦ , (10)

𝑅𝑅𝑅𝑧(𝛿) =

[
1 0

0 ei𝛿

]
. (11)

令量子比特 ∣𝜑⟩ =
[
cos

𝜃

2
, ei𝜙 sin

𝜃

2

]T
,则 ∣𝜑⟩绕着

3个坐标轴的旋转操作分别为 ∣𝜑𝑥⟩ = 𝑅𝑅𝑅𝑥(𝛿)∣𝜑⟩, ∣𝜑𝑦⟩
= 𝑅𝑅𝑅𝑦(𝛿)∣𝜑⟩, ∣𝜑𝑧⟩ = 𝑅𝑅𝑅𝑧(𝛿)∣𝜑⟩.
2.3 涡涡涡流流流中中中心心心初初初始始始化化化

不失一般性,以最小值优化为例. 设优化空间为

𝐷维,第 𝑑维取值范围为 [Min𝑑,Max𝑑]. 记 𝜃𝑑 = rnd ×
π, 𝜙𝑑 = rnd× 2π,则涡流中心可用量子比特初始化为

∣𝜇0⟩ = [∣𝜑1⟩, ∣𝜑2⟩, ⋅ ⋅ ⋅ , ∣𝜑𝐷⟩], (12)

其中 ∣𝜑𝑑⟩ =
[
cos

𝜃𝑑
2
, ei𝜙𝑑 sin

𝜃𝑑
2

]T
, 𝑑 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐷.

用泡利矩阵𝜎𝑥、𝜎𝑦、𝜎𝑧对 ∣𝜇0⟩实施测量,可以得

到 ∣𝜇0⟩中各量子比特在Bloch球面上的坐标.

𝑥𝑑 = ⟨𝜑𝑑∣𝜎𝑥∣𝜑𝑑⟩ = sin 𝜃𝑑 cos𝜙𝑑, (13)

𝑦𝑑 = ⟨𝜑𝑑∣𝜎𝑦∣𝜑𝑑⟩ = sin 𝜃𝑑 sin𝜙𝑑, (14)

𝑧𝑑 = ⟨𝜑𝑑∣𝜎𝑧∣𝜑𝑑⟩ = cos 𝜃𝑑. (15)

其中: 𝜎𝑥 =

[
0 1

1 0

]
, 𝜎𝑦 =

[
0 −i

i 0

]
, 𝜎𝑧 =

[
1 0

0 −1

]
.

由以上 3式可知, ∣𝜇0⟩对应Bloch球面上的 3组

坐标 [𝑥1, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝐷]、[𝑦1, 𝑦2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑦𝐷]、[𝑧1, 𝑧2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑧𝐷],

每一组坐标对应一个优化解. 因此,当迭代步数相同

时,本文方法的目标函数计算次数为普通涡流算法的

3倍. 为使对比公平,本文只采用 [𝑥1, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝐷]作为

近似解. 因为𝑥𝑑 ∈ [−1, 1],所以需要将其线性变换到

[Min𝑑,Max𝑑],该过程称为解空间变换,变换式如下:

𝑋𝑑 =
1

2
[Min𝑑(1− 𝑥𝑑) +Max𝑑(1 + 𝑥𝑑)]. (16)

令𝑋𝑋𝑋best = [𝑋1, 𝑋2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑋𝐷], 代入目标函数, 其目标

值记为𝐹best.

2.4 产产产生生生候候候选选选解解解

本文采用使 ∣𝜇0⟩上的量子比特绕着坐标轴旋转
的方法产生候选解. 关于坐标轴的确定, 采用𝑥坐标

作为候选解, 考虑到量子比特绕𝑋轴旋转时, 𝑥坐标

不变, 因此本文选择𝑌 轴或𝑍轴作为旋转轴. 令 ∣𝜇0⟩
上 ∣𝜑𝑑⟩的Bloch坐标为 (𝑥𝑑, 𝑦𝑑, 𝑧𝑑), 若 ∣𝜑𝑑⟩绕𝑌 轴旋

转, 则旋转半径为
√

𝑥2
𝑑 + 𝑧2𝑑; 若 ∣𝜑𝑑⟩绕𝑍轴旋转, 则

旋转半径为
√

𝑥2
𝑑 + 𝑦2𝑑. 旋转半径越大对𝑥𝑑的调整幅

度越大,因此, 如果 ∣𝑦𝑑∣ ⩽ ∣𝑧𝑑∣, 则选择𝑌 轴为旋转轴

(如图 3所示);否则选择𝑍轴为旋转轴 (如图 4所示).

xd

yd

zd

P( )x ,y ,zd d d

z

x

y

Ο

图 3 量子比特绕𝑌 轴旋转

xd

zd

P( )x ,y ,zd d d

yd

O

z

y

x

图 4 量子比特绕𝑍轴旋转

关于 ∣𝜑𝑑⟩的旋转角度, 采用中心为 0、标准差为

𝜎𝑑(𝑡)的高斯分布随机产生.

𝛿𝑑(𝑡) = 𝜎𝑑(𝑡)× rand𝑛. (17)

其中: rand𝑛为服从𝑁(0, 1)分布的正态随机数,标准

差𝜎𝑑(𝑡)也采用文献 [16]提出的逆不完全伽马函数方

法逐代缩减,具体表示为

𝜎𝑑(𝑡) = 𝜎𝑑(0)(1/𝜆)𝛾(𝜆, 𝑎𝑡). (18)

𝜎𝑑(0)为标准差初值, 𝜆 = 0.1, 𝛾(𝜆, 𝑎𝑡)按式 (5)计算,

𝑎𝑡按式 (6)计算, 𝑡为迭代步数.
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关于𝜎𝑑(0), 文献 [16]中设置为搜索区间长度的

一半. 因为本文采用量子比特在Bloch球面上绕坐

标轴旋转实现搜索, 𝜎𝑑(0)为旋转角度的标准差, 与

[Min𝑑,Max𝑑]没有任何关系,经过反复实验,本文确定

为𝜎𝑑(0) = 0.1 rad.

令候选解的个数为𝐿, 根据 ∣𝑦𝑑∣与 ∣𝑧𝑑∣的大小关
系确定旋转轴,绕𝑌 轴和𝑍轴的旋转操作分别为

∣𝜑𝑑⟩ = 𝑅𝑅𝑅𝑦(𝛿𝑑(𝑡))∣𝜑𝑑⟩, (19)

∣𝜑𝑑⟩ = 𝑅𝑅𝑅𝑧(𝛿𝑑(𝑡))∣𝜑𝑑⟩. (20)

将 ∣𝜇0⟩ = [∣𝜑1⟩, ∣𝜑2⟩, ⋅ ⋅ ⋅ , ∣𝜑𝐷⟩]上的𝐷个量子比

特都旋转后,可生成 1个候选解.该过程重复𝐿次,即

可得到𝐿个候选解.

2.5 当当当前前前解解解更更更新新新

对𝐿个候选解实施测量, 可得到这些解的Bloch

坐标, 对每个候选解的𝑥坐标实施解空间变换, 可得

到𝐿个实际解空间的优化解,分别代入目标函数计算

目标值.

令当代最优解为 𝑋̂𝑋𝑋best = [𝑋̂1, 𝑋̂2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑋̂𝐷], 其

目标值为𝐹best,对应的量子个体为 ∣𝜇0⟩ = [∣𝜑1⟩, ∣𝜑2⟩,
⋅ ⋅ ⋅ , ∣𝜑𝐷⟩]. 若𝐹best > 𝐹best,则置 ∣𝜇0⟩ = ∣𝜇0⟩, 𝑋𝑋𝑋best =

𝑋̂𝑋𝑋best, 𝐹best = 𝐹best.

以更新后的 ∣𝜇0⟩为中心, 以缩减后的𝜎𝑑(𝑡) (𝑑 =

1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐷)为标准差随机产生旋转角度,使 ∣𝜇0⟩绕着
坐标轴旋转, 可产生下一代候选解.循环此过程直到

满足终止条件.

2.6 终终终止止止条条条件件件

终止条件可以设置为精度阈值,即当最优解的目

标值达到某种精度要求后迭代终止;也可以设置为限

定步数, 即当到达限定步数之后, 不论是否满足精度

要求迭代均终止.本文选择限定步数作为终止条件.

2.7 算算算法法法的的的收收收敛敛敛性性性

关于QIVS的收敛性,给出如下结论.

定理 1 当迭代步数足够多时, QIVS的迭代序

列必定收敛.

证证证明明明 令每代候选解个数为𝐿, 第𝑛代涡流中

心的量子比特描述为 ∣𝑢0(𝑛)⟩ = [∣𝜑1⟩, ∣𝜑2⟩, ⋅ ⋅ ⋅ , ∣𝜑𝐷⟩],
旋转角度的方差为𝜎𝑛,则旋转角度可按下式产生:

𝛿𝑖 = 𝜎𝑛 × rand𝑛𝑖, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐿,
其中 rand𝑛𝑖是均值为 0、标准差为 1的正态随机数.

根据QIVS候选解的产生原理,当代第 𝑖个候选解 ∣𝑢𝑖⟩
可由下式产生:

∣𝑢𝑖⟩ = 𝑅(𝛿𝑖)∣𝑢0(𝑛)⟩, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐿.
记上述𝐿个候选解中最优解为 ∣𝑢𝑗⟩, 根据QIVS的候

选解更新原理, 若 ∣𝑢𝑗⟩优于 ∣𝑢0(𝑛)⟩, 则 ∣𝑢0(𝑛 + 1)⟩ =

∣𝑢𝑗⟩,否则 ∣𝑢0(𝑛+ 1)⟩ = ∣𝑢0(𝑛)⟩.

如果 ∣𝑢0(𝑛 + 1)⟩ = ∣𝑢𝑗⟩, 则 ∣𝑢0(𝑛 + 1)⟩ =

𝑅(𝛿𝑗)∣𝑢0(𝑛)⟩ = 𝑅(𝜎𝑛 × rand𝑛𝑗)∣𝑢0(𝑛)⟩. 根据QIVS的

𝜎𝑛缩减原理, lim
𝑛→∞

𝜎𝑛 = 0,所以有 lim
𝑛→∞

∣𝑢0(𝑛 + 1)⟩ =
𝑅(0)∣𝑢0(𝑛)⟩. 由旋转矩阵定义式 (10)和 (11)可知, 转

角为零的旋转矩阵等价于单位矩阵, 即𝑅(0) = 𝐼 , 所

以 lim
𝑛→∞

∣𝑢0(𝑛 + 1)⟩ = ∣𝑢0(𝑛)⟩. 因为旋转矩阵为酉
矩阵, 所以所有量子比特不会脱离Bloch球面. 从

而表明,当𝑛 → ∞时,迭代序列 {∣𝑢0(1)⟩, ∣𝑢0(2)⟩, ⋅ ⋅ ⋅ ,
∣𝑢0(𝑛)⟩}必收敛于Bloch球面上一定点.

若 ∣𝑢0(𝑛+ 1)⟩ = ∣𝑢0(𝑛)⟩,则相当于 ∣𝑢0(𝑛+ 1)⟩ =
𝑅(0)∣𝑢0(𝑛)⟩,同理可证迭代序列收敛. □

2.8 算算算法法法描描描述述述

本文算法沿用了文献 [16]的思想,即通过对选定

的涡流中心施加服从高斯分布且方差逐代减小的随

机增量产生候选解集,然后在候选解集中确定新的涡

流中心,直到满足终止条件.其中,高斯分布函数方差

的减小方式体现了探索与开发之间的合理平衡.然而,

本文算法在实施方式上, 采用量子比特描述个体,采

用方差逐代减小的高斯分布随机产生旋转角度,采用

使量子比特绕着坐标轴旋转的方法建立候选解.本文

算法可简要描述如下.

Inputs: 涡流中心 ∣𝜇0⟩,标准方差𝜎𝑑(0),候选解个

数𝐿,分辨率常数𝜆,限定步数MaxItr,当前步数 𝑡 = 0,

当前最优函数值𝐹best = ∞.

Repeat: 用式 (18)计算𝜎𝑙
𝑑(𝑡), 用式 (17)生成正态

分布的随机转角 𝛿𝑙𝑑(𝑡), 将 ∣𝜑𝑑⟩绕𝑌 轴或𝑍轴旋转

𝛿𝑙𝑑(𝑡)得到 ∣𝜑𝑙
𝑑⟩, 对 ∣𝜑𝑙

𝑑⟩测量得到𝑥𝑙
𝑑(𝑡), 𝑑 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,

𝐷, 𝑙 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐿. 对𝑥𝑙
𝑑(𝑡)实施解空间变换可得候

选解 𝑋̂ 𝑙
𝑑(𝑡). 记当代最优解为 ∣𝜇0(𝑡)⟩, 对应函数值为

𝐹best(𝑡),若𝐹best > 𝐹best(𝑡),则 ∣𝜇0⟩ = ∣𝜇0(𝑡)⟩, 𝐹best =

𝐹best(𝑡). 𝑡 = 𝑡+ 1.

Until: 𝑡 ⩾ MaxItr.

Output: 迄今为止的最优解 ∣𝜇0⟩.
2.9 算算算法法法复复复杂杂杂度度度

假设优化空间为𝐷维,候选解个数为𝐿, 迭代步

数为MaxItr. 由算法描述可知,在 Inputs部分,因为没

有循环, 所以计算复杂度为𝑂(1). 在Repeat部分, 共

有三重循环, 由里到外分别为维数、候选解个数、迭

代步数. 根据式 (6)和 (18), 计算𝜎𝑙
𝑑(𝑡)需要 3次乘法;

根据式 (17),计算 𝛿𝑙𝑑(𝑡)需要 1次乘法;获得 ∣𝜑𝑙
𝑑⟩需要 1

次矩阵乘法 (等价于 4次复数乘法);根据式 (13),投影

测量获得 ∣𝑥𝑙
𝑑⟩需要 6次复数乘法;根据式 (16),解空间

变换获得 𝑋̂ 𝑙
𝑑(𝑡)需要 3次乘法. 余下的最优解更新部

分不涉及乘法,可以忽略.综上,乘法计算次数为 17×
MaxItr×𝐿×𝐷,因为Θ(17×MaxItr×𝐿×𝐷) = 𝐷,所以
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该阶段的计算复杂度为𝑂(𝐷).综上, 整个QIVS的计

算复杂度为𝑇 (𝐷) = 𝑂(max(1, 𝐷)) = 𝑂(𝐷),即QIVS

的计算复杂度是问题维数的多项式函数.

3 对对对比比比实实实验验验

文献 [16]采用 4类共 50个函数考察了VS的性

能. 为了检验本文QIVS的性能, 在每类中选取 4个

作为测试函数, 并与普通涡流搜索VS、粒子群优化

PSO、人工蜂群优化ABC对比. 4种算法均在 64位操

作系统,主频 2.40 GHz,内存 16.0 GB的工作站上运行.

3.1 测测测试试试函函函数数数

1)单峰变量可分离函数.

𝑓1(𝑋𝑋𝑋) =

30∑
𝑖=1

(⌊𝑥𝑖 + 0.5⌋)2, 𝑥𝑖 ∈ [−100, 100];

𝑓2(𝑋𝑋𝑋) =

30∑
𝑖=1

(𝑥𝑖)
2, 𝑥𝑖 ∈ [−100, 100];

𝑓3(𝑋𝑋𝑋) =

30∑
𝑖=1

(𝑖𝑥𝑖)
2, 𝑥𝑖 ∈ [−10, 10];

𝑓4(𝑋𝑋𝑋) =

30∑
𝑖=1

(𝑖𝑥𝑖)
4 + random[0, 1), 𝑥𝑖 ∈ [−1.28, 1.28].

2)单峰变量不可分离函数.

𝑓5(𝑋𝑋𝑋) =

30∑
𝑖=1

∣𝑥𝑖∣+
30∏
𝑖=1

∣𝑥𝑖∣, 𝑥𝑖 ∈ [−10, 10];

𝑓6(𝑋𝑋𝑋) =

30∑
𝑖=1

( 𝑖∑
𝑗=1

𝑥𝑗

)2

, 𝑥𝑖 ∈ [−10, 10];

𝑓7(𝑋𝑋𝑋) =

29∑
𝑖=1

[100(𝑥𝑖+1 − 𝑥2
𝑖 )

2 + (𝑥𝑖 − 1)2],

𝑥𝑖 ∈ [−30, 30];

𝑓8(𝑋𝑋𝑋) = (𝑥1 − 1)2 +

30∑
𝑖=2

𝑖(2𝑥2
𝑖 − 𝑥𝑖−1)

2,

𝑥𝑖 ∈ [−30, 30].

3)多峰变量可分离函数.

𝑓9(𝑋𝑋𝑋) =

30∑
𝑖=1

[𝑥2
𝑖 − 10 cos(2π𝑥𝑖) + 10],

𝑥𝑖 ∈ [−5.12, 5.12];

𝑓10(𝑋𝑋𝑋) =

30∑
𝑖=1

−𝑥𝑖 sin(
√

∣𝑥𝑖∣), 𝑥𝑖 ∈ [−500, 500];

𝑓11(𝑋𝑋𝑋) = −
5∑

𝑖=1

sin(𝑥𝑖)(sin(𝑖𝑥
2
𝑖 /π))

20, 𝑥𝑖 ∈ [0,π];

𝑓12(𝑋𝑋𝑋) = −
10∑
𝑖=1

sin(𝑥𝑖)(sin(𝑖𝑥
2
𝑖 /π))

20, 𝑥𝑖 ∈ [0,π].

4)多峰变量不可分离函数.

𝑓13(𝑋𝑋𝑋) =
1

4000

30∑
𝑖=1

𝑥2
𝑖 −

30∏
𝑖=1

cos
( 𝑥𝑖√

𝑖

)
+ 1,

𝑥𝑖 ∈ [−600, 600].

𝑓14(𝑋𝑋𝑋) = −20 exp
(
− 0.2

√√√⎷ 1

𝑛

30∑
𝑖=1

𝑥2
𝑖

)
−

exp
( 1

𝑛

30∑
𝑖=1

cos(2π𝑥𝑖)
)
+ 20 + e,

𝑥𝑖 ∈ [−32, 32].

𝑓15(𝑋𝑋𝑋) =
π

𝑛

{
10 sin2(π𝑦1) +

29∑
𝑖=1

(𝑦𝑖 − 1)2×

[1 + 10 sin2(π𝑦𝑖+1)] + (𝑦𝑛 − 1)2
}
+

30∑
𝑖=1

𝑢(𝑥𝑖, 10, 100, 4);

𝑢(𝑥𝑖, 𝑎, 𝑘,𝑚) =

⎧⎨⎩
𝑘(𝑥𝑖 − 𝑎)𝑚, 𝑥𝑖 > 𝑎;

0, − 𝑎 ⩽ 𝑥𝑖 ⩽ 𝑎;

𝑘(−𝑥𝑖 − 𝑎)𝑚, 𝑥𝑖 < −𝑎;

𝑥𝑖 ∈ [−50, 50], 𝑦𝑖 =
1

4
(𝑥𝑖 + 1).

𝑓16(𝑋𝑋𝑋) = 0.1
{
sin2(π𝑥1) +

29∑
𝑖=1

(𝑥𝑖 − 1)2×

[1 + sin2(3π𝑥𝑖+1)] + (𝑥𝑛 − 1)2×

[1 + sin2(2π𝑥𝑛)]
}
+

30∑
𝑖=1

𝑢(𝑥𝑖, 5, 100, 4),

𝑥𝑖 ∈ [−50, 50].

单峰函数是指在指定的优化空间只有一个最优

解的函数,而多峰函数是指在指定的优化空间存在大

量局部最优解的函数. 所谓变量可分离函数是指含有

𝑛个变量的函数能够表述为只含 1个变量的𝑛个函数

之和,而变量不可分离函数不能表述为单变量函数之

和的形式. 显然,单峰变量可分离函数最容易优化,而

多峰变量不可分离函数是最难优化的.

3.2 参参参数数数设设设置置置

与VS相比, 尽管QIVS采用了完全不同的编码

和候选解产生机制, 但控制参数并未增加. QIVS与

VS一样, 也只有两个控制参数, 即候选解数和限定

迭代步数.为使对比公平, 两种算法采用相同的候选

解数𝐿 = 50; PSO和ABC的种群规模也取为 50. PSO

的控制参数取 𝑐1 = 𝑐2 = 2.0,惯性因子从 0.9到 0.4随

迭代步数线性减小. ABC的控制参数 limit = 100. 为

降低优化结果的随机性, 对于每个函数, 分别用 4种

算法独立优化 30次, 以 30次优化的平均结果作为对

比指标.

3.3 结结结果果果对对对比比比

以 30次独立优化结果的均值、单步迭代的平均

时间作为对比指标, 4种算法在限定步数为 100时的

优化结果对比如表 1所示.
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表 1 限定步数为 100时 30次优化的平均结果对比

QIVS VS PSO ABC
序号

均值 时间/10−3 均值 时间/10−3 均值 时间/10−3 均值 时间/10−3

𝑓1 15.600 1.666 0 14.000 0.228 8 2 218.0 0.421 0 1 466.0 0.567 8

𝑓2 2.295 5 1.661 4 2.729 6 0.239 2 2 201.0 0.443 9 1 160.0 0.537 4

𝑓3 5.338 5 1.654 9 8.467 7 0.244 4 242.51 0.425 6 177.54 0.554 3

𝑓4 0.072 9 1.689 4 0.130 6 0.639 6 1.098 0 0.727 6 1.093 5 0.713 2

𝑓5 1.711 3 1.671 2 3.502 0 0.150 8 20.036 0.416 4 2.606 4 0.730 1

𝑓6 433.39 1.669 2 3 523.0 0.473 2 22 246 0.604 0 36 719 3.021 7

𝑓7 124.92 1.6569 2 100.0 0.296 4 6.94e+5 0.453 0 63 380 0.689 5

𝑓8 7.343 6 1.659 5 14.270 0.223 6 5 726.0 0.407 3 930.17 0.655 7

𝑓9 22.641 1.667 9 98.018 0.312 0 249.83 0.471 3 85.709 0.682 8

𝑓10 −3 018 1.662 1 −9 637 0.327 6 −8 621 0.544 5 −868 1 0.753 7

𝑓11 −4.191 0.311 4 −4.251 0.254 8 −4.565 0.338 6 -4.685 0.452 9

𝑓12 −8.101 0.585 0 −8.756 0.343 2 −8.022 0.416 4 −9.142 0.540 8

𝑓13 0.880 2 1.665 3 0.971 9 0.306 8 20.689 0.507 9 21.741 0.828 1

𝑓14 2.145 1 1.665 3 2.161 8 0.291 2 10.800 0.503 4 13.428 0.848 4

𝑓15 4.502 7 1.671 2 65.608 0.696 8 69.962 0.846 6 8.192 1 1.703 5

𝑓16 0.632 6 1.670 5 7.354 5 0.592 8 136.54 0.787 1 7.723 6 0.936 3

由表 1可知: 就优化结果而言, 对于 4个单峰可

分离函数, QIVS优于VS的有 3个, 优于 PSO和ABC

的均为 4个; 对于 4个单峰不可分离函数, QIVS均

优于VS、PSO、ABC; 对于 4个多峰不可分离函数,

QIVS也均优于VS、PSO、ABC;对于 4个多峰可分离

函数 (𝑓9 ∼ 𝑓12), QIVS的优化性能不够理想,优于VS

和ABC的只有 1个, 优于 PSO的只有 2个. 就运行时

间而言, 首先将 16个函数的单步迭代平均时间取平

均值,然后将该平均值作为对比指标. QIVS的平均时

间为VS的 5.060 6倍,为 PSO的 3.001 1倍,为ABC的

2.019 4倍. QIVS较长的运行时间源于其涉及了量子

比特的旋转、测量、解空间变换操作.

表 1的结果仅表明,在相同的迭代步数下, QIVS

展现了优于其他算法的性能.为了增强对比结果的客

观性,下面给出 4种算法基于相同运行时间的优化结

果对比. 具体方案为, 首先将 4种算法的迭代步数均

取为 500, 然后再将VS、PSO、ABC的迭代步数分别

设置为 2 500、1 500、1 000. 对比结果如表 2所示.

表 2 相同运行时间下 30次优化的平均结果对比

QIVS VS PSO ABC
序号

500 500 2 500 500 1 500 500 1 000

𝑓1 3.400 0 5.000 0 5.000 0 4.800 0 0.200 0 13.600 0 0.200 0

𝑓2 0.000 0 0.000 0 0.000 0 0.885 3 0.000 1 2.057 8 0.000 0

𝑓3 0.000 0 0.021 5 0.000 1 0.156 2 0.000 0 0.076 5 0.000 0

𝑓4 0.010 4 0.061 0 0.026 0 0.084 1 0.052 7 0.614 4 0.302 4

𝑓5 0.000 1 0.011 1 0.000 1 0.276 0 0.000 5 0.234 1 0.005 4

𝑓6 7.8e-4 13.252 0.070 1 7.3e+3 4.1e+3 2.7e+4 1.7e+4

𝑓7 52.737 117.89 56.445 514.60 101.16 301.84 37.789

𝑓8 0.667 2 1.139 8 0.770 2 8.649 2 2.241 5 7.985 7 1.934 7

𝑓9 30.246 88.352 70.044 74.494 57.059 32.377 5.129 5

𝑓10 −4.7e+3 −9.3e+3 −1.0e+4 −1.0e+4 −1.1e+4 −1.0e+4 −1.1e+4

𝑓11 −4.279 −4.403 −4.586 −4.646 −4.671 −4.687 −4.687

𝑓12 −8.719 −8.326 −7.875 −8.924 −9.131 −9.511 −9.655

𝑓13 0.007 9 0.004 9 0.010 3 0.663 3 0.012 1 0.691 7 0.020 3

𝑓14 0.000 0 1.166 9 0.000 0 1.638 2 0.007 1 5.911 8 0.055 1

𝑓15 0.125 5 10.756 10.717 3.229 0 0.100 0 0.299 4 0.000 0

𝑓16 0.000 0 0.000 0 0.000 0 0.279 7 0.000 0 0.031 6 0.000 1

由表 2可知: 在相同迭代步数时, 对于单峰变量
可分离和不可分离函数 (𝑓1 ∼ 𝑓8), QIVS均优于VS、
PSO、ABC;对于多峰变量不可分离函数 (𝑓13 ∼ 𝑓16),
QIVS均优于 PSO和ABC, 只有 𝑓13劣于VS; 对于多
峰变量可分离函数, QIVS与VS差别不大, 但劣于
PSO和ABC.这些与表 1的结论是一致的.

在相同运行时间时, QIVS也表现出了相同的趋
势. 即对于单峰 (变量可分离和不可分离)和多峰变量

不可分离函数, QIVS明显优于VS、PSO、ABC; 而对
于多峰变量可分离函数, QIVS的性能不够理想,优于
VS、PSO、ABC的函数分别为 2个、1个、0个.

对于实验结果呈现出的QIVS优势,给出如下的
理论分析. QIVS具有较强寻优能力的根本原因在于
它的编码机制和候选解产生机制.第一,对于编码机
制, QIVS采用基于Bloch球面描述的量子比特编码,
采用量子比特的𝑥坐标作为优化解. 对于第 𝑖维最优
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解𝑥𝑖, 在Bloch球面上, 存在一个圆心在 (𝑥𝑖, 0, 0), 且
与𝑋轴垂直的半径为

√
1− 𝑥2

𝑖 的圆周𝐶,该圆周上所
有点的量子比特,其𝑥坐标都等于𝑥𝑖,如图 5所示. 这
样一来, 就把𝑋轴上的一个最优解映射到了圆周𝐶

上的所有量子比特,这相当于极大地拓展了最优解的
个数, 只要搜索到圆周𝐶上的任意一点, 就等价于找
到了该维的全局最优解,因此可以增加逼近最优解的
速度和获得全局最优解的概率.第二, 对于候选解产
生机制, QIVS也采用基于高斯分布的随机数产生候
选解,并采用逆不完全伽马函数缩减搜索半径, 因此
具有VS的优点. 然而QIVS仅是用高斯分布的随机
数生成旋转角度,具体采用使充当涡流中心的量子比
特绕着坐标轴旋转的方法产生候选解.由于采用了根
据量子比特的两个坐标值 𝑦𝑖和 𝑧𝑖自适应选择旋转轴

的方法,可以保证在相同的转角下,使对𝑥𝑖的调整尽

量大,这有助于增强候选解的多样性, 从而在一定程
度上能够克服VS在算法后期易于陷入早熟收敛的缺
陷.综合以上两方面, 量子比特编码和量子比特的绕
轴旋转,有效提高了QIVS算法的搜索能力.

-1

1
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0

y

1

0z

1

-1

图 5 Bloch球面上与𝑥𝑖对应的圆周

4 结结结 论论论

本文提出了一种改进的涡流搜索算法,该算法是

最新提出的涡流算法的量子衍生版本. 算法采用量子

比特对涡流中心编码,采用逆不完全伽马函数调整高

斯分布的方差,采用高斯分布的随机数产生旋转角度,

采用量子比特的绕轴旋转产生候选解. 4类标准函数

极值优化的实验结果表明,所提出的算法对于单峰优

化和多峰变量不可分离的优化问题,具有良好的适应

性, 同时也揭示出量子比特编码和绕轴旋转, 能够切

实提高目前涡流算法的搜索能力.
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