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摘 要: 提出敏感稀疏主元分析 (SSPCA)算法用于监测复杂的化工过程. 根据主元分析与数据矩阵奇异值分解之

间的关系,通过将𝐿2,1范数作为目标函数和惩罚项得到一个获取稀疏主元负载的凸优化问题,并通过一个迭代算法

进行求解. SSPCA算法能同时兼顾大得分主元与小得分主元在监测算法中的作用,提高了其对故障的敏感度.证明

了SSPCA算法的单调性和全局收敛性,对田纳西伊斯曼过程一个算例的监测结果表明了 SSPCA算法的有效性.
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Abstract: The sensitive sparse principal component analysis(SSPCA) algorithm is proposed for monitoring complex

chemical process. By using the relationship between principal component analysis(PCA) and the singular value

decomposition of data matrices, the convex optimization problem is presented by introducing 𝐿2,1norm into the cost function

and the regularization penality for extracting the principal components(PCs) loadings. An iterative algorithm is proposed to

solve the convex optimization problem. Meanwhile, the SSPCA algorithm is capable to take into account both PCs with

large scores and PCs with small scores to promote the sensitivity to the abnormal situations in the process monitoring. A

case study on the Tennessee Eastman process illustrates the effectiveness of the SSPCA algorithm.
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0 引引引 言言言

随着分布式系统在工业过程中的应用, 多元统

计监测 (MSPM)方法得到日益广泛的应用,其中主元

分析 (PCA)作为最常用的方法之一,被大量地研究并

应用于实际过程[1]. 传统 PCA方法所得到的主元几

乎是所有过程变量的线性组合,因此主元所代表的具

体意义很难加以描述, 从而为故障诊断和分离带来

了困难. Jolliffe[2]首次提出了主元稀疏性的问题,并将

最小绝对收缩选择算子 (lasso)引入到传统 PCA中,

提出了 ScoTLASS算法[3]来获取稀疏主元.随后的

十几年出现了许多有关稀疏主元问题的研究成果.

Zou等[4]将传统 PCA转化为一种回归形式的优化问

题, 结合LASSO (或弹性网)惩罚项提出了稀疏主元

分析算法 (SPCA). Shen等[5]通过求解近似秩矩阵问

题和引入惩罚项, 提出了 sPCA-rSVD算法. 基于此,

Witten等[6]提出的迭代方法成为了求解ScoTLASS第

一主元的最佳方法. Qi等[7]将𝐿1范数与𝐿2范数结合

起来得到一种凸范数,利用得到的范数取代传统问题

中常用的范数获取稀疏主元. Qi等[8]通过使用广义弹

性网约束在希尔伯特空间中给出了稀疏主元分析算

法. Wang等[9]通过张量分解算法给出了一种稀疏主

元分析算法,该算法可以在多个方向上得到一组稀疏

负载矢量. 向馗等[10]对主元分析中的稀疏性进行了

总结, 将文献 [6]提出的方法应用到心电信号的𝑇 波
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交替分析中[11]. Allen等[12]提出了稀疏非负广义PCA

算法,并将该算法应用到代谢学核磁共振数据的分析

中.

目前, 大多数流行的稀疏主元算法都忽略了一

个问题,即小得分主元 (小方差或小特征值主元)当作

无用部分被丢弃[13]. 文献 [13]指出,小得分主元对于

算法性能的影响与大得分主元 (大方差或大特征值主

元)同样重要,并通过事例说明了这一点. 这表明,在

过程监测中如果不考虑小得分主元,则会遗漏故障的

重要信息,影响到故障监测算法的灵敏度,从而降低

故障监测算法的性能.针对这个问题,目前仍缺乏相

应的研究成果,同时在复杂化工过程监测领域也缺乏

稀疏主元分析相关算法的应用.

本文针对主元稀疏问题和 Jolliffe所提出的问题,

引入𝐿2,1范数作为目标函数和惩罚项,使原主元稀疏

问题转化为一个凸优化问题,并在一个框架下完成对

稀疏主元问题和 Jolliffe所提出问题的求解,通过一个

有效的迭代算法实现稀疏主元的求解. 最后通过对化

工过程标准算例—–田纳西-伊斯曼过程的监测结果

显示出 SSPCA算法对故障更加敏感性, 检测性能更

好,并且相对贡献的使用为故障诊断提供了有效的依

据.

1 敏敏敏感感感稀稀稀疏疏疏主主主元元元分分分析析析算算算法法法

1.1 𝐿2,1范范范数数数

𝐿2,1范数作为𝐿1范数的旋转不变型在文献 [14]

中首次被提出, 它可以实现在所有数据中提取稀疏

的数据特性, 而且所提取的特性是不同得分数据的

联合特性[15-17],因此𝐿2,1范数已被广泛应于多任务处

理、社交媒体数据分析等领域. 𝐿2,1范数的具体形式

为

∥𝑨∥2,1 =

𝑛∑
𝑖=1

√√√⎷ 𝑚∑
𝑗=1

𝑎2𝑖𝑗 =

𝑛∑
𝑖=1

∥𝑎𝑖∥2, (1)

其中 𝑎𝑖为矩阵𝑨的第 𝑖行, 对于任何旋转矩阵𝑩均

有 ∥𝑨𝑩∥2,1 = ∥𝑨∥2,1成立.由于𝐿2,1范数满足范数

的 3个基本条件, 𝐿2,1范数是有效范数
[15].

1.2 算算算法法法描描描述述述

PCA是一种基本的多元统计方法, 它通过数据

坐标变换实现数据降维和特征提取. 由于简单的形式

和处理大量数据的能力, PCA被应用于图像分析、模

式识别、数据压缩、过程监测等多个领域. PCA的求

解形式主要包括协方差形式和矩阵低秩近似形式,

这两种形式的求解都是借助奇异值分解方法实现

的[14].在这一部分, 根据 PCA与奇异值分解的关系

提出一种新的 SPCA算法.数据矩阵中心归一化后

为𝑿 ∈ 𝑹𝑁×𝑚. 其中: 𝑚为变量数, 𝑁 为每个变量的

采样数. 对𝑿进行奇异值分解可以得到

𝑿 = 𝑼𝑫𝑽 T. (2)

其中

𝑼 = [𝒖1,𝒖2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝒖𝑚] ∈ 𝑹𝑁×𝑚,

𝑽 = [𝒗1,𝒗2 ⋅ ⋅ ⋅ ,𝒗𝑚] ∈ 𝑹𝑚×𝑚,

𝑫 = diag(𝑑1, 𝑑2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑑𝑚) ∈ 𝑹𝑚×𝑚,

𝑑1 ⩾ 𝑑2 ⩾ ⋅ ⋅ ⋅ ⩾ 𝑑𝑚 ⩾ 0.

根据PCA与 SVD的关系得到如下主元优化问

题:

𝑽 = argmin
𝑽

∥𝒀 −𝑿𝑽 ∥2,1 + 𝜆∥𝑽 ∥2,1. (3)

其中: 𝒀 = 𝑼𝑽 为传统 PCA主元, 𝜆 ⩾ 0. 可见,该优

化问题的第 1项比传统 PCA的目标函数对离群值更

具有鲁棒性, 且 ∥𝑽 ∥2,1惩罚项的引入使得优化问题
(3)在求解时, 能够考虑不同得分主元对算法性能的

影响[15],从而避免了 Jolliffe所提到的问题[13]. 但Zuo

等[4]指出, 形如优化问题 (3)所引入的惩罚项是为了

解决当数据矩阵不满秩时的主元选取问题,为了获得

稀疏主元,需要在优化问题 (3)的基础上引入𝐿1范数

作为惩罚项[4]. 𝐿2,1范数作为𝐿1范数的旋转不变形

被用作惩罚项在实际情况中是最为理想的选择[15],因

此为了获得稀疏主元, 在优化问题 (3)中引入𝐿2,1范

数作为惩罚项,得到如下优化问题:

𝑽 =

argmin
𝑽

∥𝒀 −𝑿𝑽 ∥2,1 + 𝜆∥𝑽 ∥2,1 + 𝜆1∥𝑽 ∥2,1 =

argmin
𝑽

∥𝒀 −𝑿𝑽 ∥2,1 + (𝜆+ 𝜆1)∥𝑽 ∥2,1 =

argmin
𝑽

∥𝒀 −𝑿𝑽 ∥2,1 + 𝜂∥𝑽 ∥2,1, (4)

其中 𝜂 ⩾ 0. 优化问题 (3)与 (4)是等价的,当 𝜂足够大

时, 可以获得稀疏的𝑽 , 进而获得稀疏负载矢量, 即

𝐿2,1范数的引入实现了在一个框架下对不同得分主

元联合特性的提取和稀疏主元的求解,进而得到如下

优化问题:

𝑽 = argmin
𝑽

∥𝒀 −𝑿𝑽 ∥2,1 + 𝜁∥𝑽 ∥2,1. (5)

稀疏负载矢量𝑽 表示为

𝑽 = 𝑽 /∥𝑽 ∥2. (6)

令代价函数

𝐽 = ∥𝒀 −𝑿𝑽 ∥2,1 + 𝜁∥𝑽 ∥2,1,
对𝑽 求导并等于零,得到

∂𝐽

∂𝑉
= 0. (7)

进而有

(𝑿T𝑫𝑬𝑿 + 𝜁𝑫𝑽 )𝑽 = 𝑿T𝑫𝑬𝒀 , (8)
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其中𝑫𝑽 和𝑫𝑬为对角线矩阵,分别为

𝑫𝑽 =

⎡⎢⎢⎣
1/2∥𝑽 1∥2

. . .

1/2∥𝑽 𝑚∥2

⎤⎥⎥⎦ , (9)

𝑫𝑬 =

⎡⎢⎢⎣
1/2∥𝑬1∥2

. . .

1/2∥𝑬𝑚∥2

⎤⎥⎥⎦ , (10)

𝑬 = 𝒀 −𝑿𝑽 , 𝑽 𝑖和 𝑬̂𝑖分别为𝑽 和 𝑬̂的第 𝑖行, 𝑖 =

1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚. 得到

𝑽 = (𝑿T𝑫𝑬𝑿 + 𝜁𝑫𝑽 )−1𝑿T𝑫𝑬𝒀 . (11)

下面给出优化问题的迭代算法.每次迭代时, 𝑽

由这一时刻的𝑬、𝑫𝑽和𝑫𝑬进行计算, 由计算出的

𝑽 对𝑬、𝑫𝑽 和𝑫𝑬进行更新, 整个迭代算法重复直

至算法收敛,具体步骤如下.

算法 1

Step 1: 𝑡 = 0, 任选𝑽 ∈ 𝑹𝑚×𝑚, 不失一般性, 选

择𝑽 为单位阵.

Step 2: 对中心化的数据矩阵𝑿进行奇异值分

解,得到𝒀 .

Step 3: 根据𝑬 = 𝒀 −𝑿𝑽 ,计算得到𝑬.

Step 4: 根据式 (8)和 (9)计算𝑫𝑡
𝑬和𝑫𝑡

𝑽 .

Step 5: 计算

𝑽𝑡+1 = (𝑿T𝑫𝑡
𝑬 + 𝜁𝑫𝑡

𝑽 )−1𝑿T𝑫𝑡
𝑬𝒀 .

Step 6: 𝑡 = 𝑡+ 1.

Step 7: 返回 Step 3,直至收敛.

Step 8: 𝑽 = 𝑽 /∥𝑽 ∥2.

Step 9: 利用交叉验证方法得到与稀疏主元相对

应的负载矢量𝑷 .

1.3 算算算法法法分分分析析析

算法 1在每次迭代都会使优化问题的代价函数

值单调递减. 为了证明这一点,首先引入一个引理.

引理 1[14] 如果 𝑣𝑖𝑡∣𝑟𝑖=1是非零矢量, 则有下式成

立: ∑
𝑖

∥𝑣𝑖𝑡+1∥2 −
∑
𝑖

∥𝑣𝑖𝑡+1∥22
2∥𝑣𝑖𝑡∥2

⩽

∑
𝑖

∥𝑣𝑖𝑡∥2 −
∑
𝑖

∥𝑣𝑖𝑡∥22
2∥𝑣𝑖𝑡∥2

. (12)

定理 1 在每次迭代过程中, 算法 1可以使得优

化问题的代价函数单调递减,并最终收敛到全局最优

解.

证证证明明明 容易验证式 (11)是如下优化问题的解:

min
𝑽

Tr[(𝒀 −𝑿𝑽 )
T
𝑫𝑡

𝑬(𝒀 −𝑿𝑽 )]+

𝜁Tr(𝑽 T𝑫𝑡
𝑽 𝑽 ). (13)

在第 𝑡步迭代时,有

𝑽𝑡+1 = argmin
𝑽𝑡

Tr[(𝒀 −𝑿𝑽 𝑡)
T
𝑫𝑡

𝑬(𝒀 −𝑿𝑽 𝑡)]+

𝜁Tr(𝑽 T
𝑡 𝑫𝑡

𝑽 𝑽𝑡). (14)

于是有如下不等式成立:

Tr[(𝒀 −𝑿𝑽𝑡+1)
T
𝑫𝑡

𝑬(𝒀 −𝑿𝑽𝑡+1)]+

𝜁Tr(𝑽 T
𝑡+1𝑫

𝑡
𝑽 𝑽𝑡+1) ⩽

Tr[(𝒀 −𝑿𝑽𝑡)
T
𝑫𝑡

𝑬(𝒀 −𝑿𝑽𝑡)]+

𝜁Tr(𝑽 T
𝑡 𝑫𝑡

𝑽 𝑽𝑡). (15)

为简化表达形式,设𝑬𝑡 = 𝒀 −𝑿𝑽 ,式 (15)可表示为

Tr(𝑬T
𝑡+1𝑫

𝑡
𝑬𝑬𝑡+1) + 𝜁Tr(𝑽 T

𝑡+1𝑫
𝑡
𝑽 𝑽𝑡+1) ⩽

Tr(𝑬T
𝑡 𝑫

𝑡
𝑬𝑬𝑡) + 𝜁Tr(𝑽 T

𝑡 𝑫𝑡
𝑽 𝑽𝑡), (16)

即
𝑁∑
𝑖=1

∥𝑬𝑖
𝑡+1∥22

2∥𝑬𝑖
𝑡∥2

+ 𝜁

𝑚∑
𝑖=1

∥𝑽 𝑖
𝑡+1∥22

2∥𝑽 𝑖
𝑡 ∥2

⩽

𝑁∑
𝑖=1

∥𝑬𝑖
𝑡∥22

2∥𝑬𝑖
𝑡∥2

+ 𝜁

𝑚∑
𝑖=1

∥𝑽 𝑖
𝑡 ∥22

2∥𝑽 𝑖
𝑡 ∥2

. (17)

其中: 𝑬𝑖
𝑡+1和𝑬𝑖

𝑡分别为𝑬𝑡+1和𝑬𝑡的第 𝑖行, 𝑽 𝑖
𝑡+1和

𝑽 𝑖
𝑡 分别为𝑽𝑡+1和𝑽𝑡的第 𝑖行. 根据引理 1,如下不等

式成立:
𝑁∑
𝑖=1

∥𝑬𝑖
𝑡+1∥2 −

𝑁∑
𝑖=1

∥𝑬𝑖
𝑡+1∥22

2∥𝑬𝑖
𝑡∥2

⩽

𝑁∑
𝑖=1

∥𝑬𝑖
𝑡∥2 −

𝑁∑
𝑖=1

∥𝑬𝑖
𝑡∥22

2∥𝑬𝑖
𝑡∥2

,

𝑚∑
𝑖=1

∥𝑽 𝑖
𝑡+1∥2 −

𝑚∑
𝑖=1

∥𝑽 𝑖
𝑡+1∥22

2∥𝑽 𝑖
𝑡 ∥2

⩽

𝑚∑
𝑖=1

∥𝑽 𝑖
𝑡 ∥2 −

𝑚∑
𝑖=1

∥𝑽 𝑖
𝑡 ∥22

2∥𝑽 𝑖
𝑡 ∥2

, (18)

进而得到

∥𝑬𝑡+1∥2,1 + 𝜁∥𝑽𝑡+1∥2,1 ⩽ ∥𝑬𝑡∥2,1 + 𝜁∥𝑽𝑡∥2,1. (19)

算法可以在每步迭代时使得优化问题的代价函数值

单调递减.

上述优化问题可以进一步改写为

min
𝑾

∥𝑾 ∥2,1,

s.t. 𝑨𝑾 = 𝒀 . (20)

其中

𝑨 = [𝑿 𝜁𝑰], 𝑾 = [𝑽 T 𝑮T]T,

𝑮 =
1

𝜁
(𝒀 −𝑿𝑽 ).

这种形式的优化问题常出现在信号处理领域和多

任务特征提取领域, 且已被证明是一个凸优化问

题[15-16],即所给出的优化问题是凸优化问题,由于算

法是单调递减的,算法最终可以收敛到优化问题的全
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局最优解. □

为监测系统性能, 使用如下形式的 SPE和𝑇 2统

计量:

𝑇 2 = 𝒙T𝑷Λ−1
𝑝𝑐 𝑷

T𝒙,

SPE = 𝒙T(𝑰 − 𝑷𝑷T)𝒙. (21)

监测指标的置信限制分别为

𝑇 2
lim =

𝑙(𝑛2 − 1)

𝑛(𝑛− 𝑙)
𝐹𝑙,𝑛−𝑙,𝛽 ,

SPElim = (𝜎/2𝜇)𝜒2
(2𝜇2/𝜎),𝛽 . (22)

其中: 𝑙为隐变量个数, 𝑛为采样数, 𝜎为 SPE的方差,

𝜇为 SPE的均值. 通过以上两个指标可以完成对故

障的检测, 然后使用变量的贡献图对故障进行诊断.

第 𝑖个变量对于SPE和𝑇 2统计量的贡献可以表示为

𝐶SPE
𝑖 = (𝒙T𝑫𝜉𝑖)

2,

𝐶𝑇 2

𝑖 = (𝒀 Λ−1/2𝜉𝑖)
2. (23)

其中: 𝑫 = 𝑰 − 𝑷𝑷T, 𝒀 = 𝑿𝑷 , Λ为𝑿协方差矩阵

的特征值矩阵, 𝜉𝑖为单位矩阵的第 𝑖列. 在给出变量对

统计量的贡献后,依据变量对统计量的贡献上控制限

度形式[18],定义本文的贡献上控制限度为

𝐶UCL = 𝜇+ 2.357 6𝑠, (24)

其中𝜇和 𝑠分别为贡献𝐶的均值和标准差. 使用变量

对统计量的相对贡献𝐶𝑖/𝐶UCL识别故障变量,如果相

对贡献大于 1,则表明该变量对故障显著影响.置信度

水平选择为 99%,根据式 (22)可以计算得到置信限制,

若SPE和𝑇 2统计量的监测曲线超过置信限制, 则认

为有故障发生.

2 结结结果果果与与与讨讨讨论论论

田纳西伊斯曼过程[19]是由伊斯曼化学公司提

供的基于实际化工过程的一个标准算例, 被广泛用

来评估过程控制和监测算法的性能[20].整个过程包

括 53个监测变量, 21个预设故障 (IDV(1)∼ IDV(21)),

正常状态标记为 IDV(0).本文对其中 22个过程变量

(XMEAS(1)∼XMEAS(22))、11个控制变量 (XMV(1)

∼XMV(11))进行监测,并按顺序构成监测矩阵.监测

过程时长 48小时, 采样时间 3 min, 故障在第 8小时

引入, 一直持续到监测结束.对故障 5进行监测, 并

将SSPCA算法的结果与传统 PCA和SPCA[4]进行比

较,其中SPCA使用由 Sjöstrand等人开发的Matlab工

具箱 SpaSM完成计算,结果如图 1所示. 本文使用故

障检测率和故障误报率来量化说明监测结果,当任何

一个统计量的监测曲线超过置信限制时即表明有故

障发生.

由图 1(a)和图 1(b)可见, PCA和SPCA在早期均

能检测出故障, 但在 18小时附近均回到置信限制以

下, 之后只有少量故障报警, 使操作人员认为故障已
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图 1 故障 5的监测图
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图 2 XMV(11)故障前后对比图

经恢复, 但由图 2 XMV(11)故障前后对比图可见, 实

际上故障仍没有消除.由图 1(c)可见, SSPCA也能在

早期及时检测出故障, 𝑇 2监测曲线虽然与PCA和
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SPCA的𝑇 2监测曲线相似, 即在约第 18小时回到置

信限制以下, 但 SSPCA的 SPE监测曲线在第 8小时

超过置信限制后, 仍能保持在置信限制之上. 由表 1

可见, SSPCA的故障检测率 (90.25%)远高于 PCA和

SPCA (37.62%、44.25%), SSPCA对其他故障的检测

率也要远高于 PCA和SPCA, 即 SSPCA对故障的灵

敏度更高. 由表 2可见, SSPCA的故障误报率比 PCA

和SPCA分别低 4.17%和 2.09%.

表 1 故障检测率 %

编号 PCA SPCA SSPCA 编号 PCA SPCA SSPA

1 86.50 83.12 97.50 12 85.37 82.12 100

2 83.37 89.00 99.12 13 85.50 81.62 99.87

3 37.87 51.25 95.12 14 100 100 100

4 35.00 50.00 92.12 15 40.62 50.12 91.62

5 37.62 44.25 90.25 16 65.37 70.50 95.75

6 100 100 100 17 72.50 80.50 95.50

7 100 100 100 18 76.12 75.87 93.37

8 89.50 94.75 100 19 44.62 49.25 90.12

9 47.87 54.37 99.25 20 59.37 61.37 92.75

10 70.75 77.87 93.00 21 54.12 62.87 86.37

11 62.75 72.87 91.00

表 2 故障误报率 %

编号 PCA SPCA SSPCA

0 6.25 4.17 2.08

使用 SSPCA对故障进行监测后, 33个变量对

SPE和𝑇 2统计量的相对贡献如图 3所示.由图 3可

见, 对于𝑇 2统计量有主要贡献的是第 11、19、28、31

变量, 对于 SPE有主要贡献的是第 19、22、31、33变

量. 结合TE过程的运行情况可以判断出,故障 5是由

第 33变量的故障所造成的.主要贡献变量故障前后

的波形对比如图 4所示. 其中第 11、19、22、28、31变

量均能在系统自身的控制策略作用下在大约第 18小

时回到正常状态, 而第 33变量无法靠系统自身能力

补偿, 因此故障依然存在, 即图 2所示的XMV(11)故

障是故障 5的根本所在,这与由图 3所判断的结果相

一致.
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图 3 变量相对贡献图
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图 4 主要贡献变量故障前后波形图

通过分析可以发现,在故障发生的 18小时后,根

据 PCA和SPCA的监测曲线可以认为故障已经消除,

但事实上故障仍然存在,其原因在于PCA和SPCA在

提取 (稀疏)主元时舍弃的小得分主元中包含着故障

的关键信息. 由于𝐿2,1范数的引入使得 SSPCA所获

得的稀疏主元中包含了 PCA和 SPCA所舍弃的关键

信息,从而使得SSPCA的监测更为准确,灵敏度更高.

3 结结结 论论论

本文提出一种新的稀疏主元分析算法—–敏感

稀疏主元分析 (SSPCA)算法, 并证明了算法的单调

性和全局收敛性.利用主元分析与数据矩阵奇异值

分解的关系, 通过将𝐿2,1范数引入作为代价函数和

惩罚项提取稀疏主元, 进而得到一个凸稀疏主元负

载优化问题, 并给出一种迭代算法用来求解该问题.

𝐿2,1 惩罚项的引入建立了 Jolliffe所提出问题与稀疏
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主元求解之间的联系, 从而在获得稀疏主元的同时,

能兼顾不同方差或特征值主元对算法监测性能的作

用, 使 SSPCA进行过程监测和故障诊断时能考虑到

不同得分主元中所包含的信息.最后使用田纳西伊斯

曼过程中的一个案例对 SSPCA算法进行验证, 结果

与PCA 和SPCA检测结果的比较显示出, SSPCA算

法对故障更加敏感,故障检测的准确率得到明显提高.

另外,使用相对贡献能有效识别出对故障起关键作用

的变量, 为下一步的故障分离提供了依据.本文算法

对田纳西伊斯曼过程其他故障的诊断和故障的分离

是下一步的研究方向.
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