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摘 要: 在杂波和漏检的环境下针对扩展目标估计的性能评价问题,提出求扩展目标跟踪估计的后验克拉美罗界

(PCRLB)的方法. 该方法假设单个扩展目标的量测个数服从泊松分布,杂波的个数也服从泊松分布,给出在有漏检和

杂波环境下求 PCRLB的方法—–信息约减因子法 (IRF).算例展示了不同的检测概率和杂波密度对 PCRLB的影响.

仿真结果表明,所提出方法能有效反映扩展目标跟踪所能达到的最优性能,检测概率越高, PCRLB越小;杂波密度越

大, PCRLB越大.
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Abstract: The method of calculating the posterior cramer-rao lower bound(PCRLB) for the extent target is proposed to

address the performance evaluation for estimation of an extended target with clutters and missed detections. Supposing

that the number of measurements from the extend target and false alarms have a Poisson distribution respectively, the

method using information reduction factor is proposed, which can calculate the PCRLB with clutters and missed detections.

Simulation results show that the proposed PCRLB can effectively show the performance limits of the extended target

estimation algorithms. The higher the probability of detection is, the smaller the PCRLB will become. The greater the

PCRLB is the bigger the clutter density will be.
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0 引引引 言言言

对于目标跟踪领域的非线性滤波问题, 由于杂

波、漏检的影响, 大多数滤波算法都是次优的, 为了

衡量滤波算法的性能, 获得估计误差下界是很有必

要的.对于单目标状态估计问题, 在 20世纪 90年代,

Tichavsky等[1]提出采用后验克拉美罗下界 (PCRLB)

来衡量离散时间非线性滤波问题的均方误差 (MSE),

随后PCRLB又被推广到杂波和漏检存在[2]和目标机

动[3]等情况.目前, 误差界的研究成果已经在传感器

管理[4]、弹道目标跟踪及性能预测[5]、无源定位与跟

踪[6]等领域取得了成功的应用.

由于传感器分辨率的不断提高,单个目标的不同

反射点 (飞机的机头、机翼、机尾)可以同时产生多

个观测,该目标称为扩展目标.近年来,扩展目标跟踪

已经成为目标跟踪领域的一个热点问题,很多算法应

运而生[7-9]. 然而, 对PCRLB的研究只停留在对单目

标的研究领域,对扩展目标或者多目标的研究目前还

较少有相关结论.

为解决此问题, 本文假设单个扩展目标的量测

个数服从泊松分布,杂波的个数也服从泊松分布,利

用信息约减因子法 (IRF), 在单目标的研究基础上推

导了在杂波和漏检存在时基于单个扩展目标跟踪

PCRLB,并通过算例展示了杂波和漏检对 PCRLB的
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影响.

1 模模模型型型建建建立立立

假设𝑿为目标状态, 𝒁为测量数据集合, 𝑃 (𝒁;

𝑿̂) 为联合概率密度, 𝑿的无偏估计为 𝑿̂(𝒁),则有

E{𝑿̂(𝒁)} = 𝑿. (1)

PCRLB有如下形式:

E{[𝑿̂(𝒁)−𝑿][𝑿̂(𝒁)−𝑿]T} ⩾ 𝑱−1. (2)

其中

𝑱 = E{[∇𝑿 log(𝑃 (𝒁;𝑿))][∇𝑿 log(𝑃 (𝒁;𝑿))]T}
(3)

为Fisher信息矩阵, 𝑱−1为克拉美罗下界[1](PCRLB).

状态估计向量 {𝑿𝑘}的 Fisher信息子阵 {𝑱𝑘}服
从以下递推公式[1]:

𝑱𝑘+1 =

𝑫33
𝑘 −𝑫21

𝑘 (𝑱𝑘 +𝑫11
𝑘 )−1𝑫12

𝑘 + 𝑱𝑍(𝑘 + 1). (4)

其中

𝑫11
𝑘 =

𝐸𝑿𝑘,𝑿𝑘+1
{−Δ𝑿𝑘

𝑿𝑘
log𝑃 (𝑿𝑘+1∣𝑿𝑘)}, (5)

𝑫12
𝑘 =

𝐸𝑿𝑘,𝑿𝑘+1
{−Δ𝑿𝑘+1

𝑿𝑘
log𝑃 (𝑿𝑘+1∣𝑿𝑘)}, (6)

𝑫21
𝑛 = [𝑫12]

T, (7)

𝑫33
𝑘 =

𝐸𝑿𝑘,𝑿𝑘+1
{−Δ𝑿𝑘+1

𝑿𝑘+1
log𝑃 (𝑿𝑘+1∣𝑿𝑘)}, (8)

𝑱𝑍(𝑘 + 1) =

𝐸𝑿𝑘+1,𝒁𝑘+1
{−Δ𝑿𝑘+1

𝑿𝑘+1
log𝑃 (𝒁𝑘+1∣𝑿𝑘+1)}. (9)

初始信息阵由下式给出:

𝑱0 = 𝐸𝑿0𝑿0{−Δ𝑿0

𝑿0
log𝑃 (𝑿0)}. (10)

对于单个扩展目标,假设在 𝑘时刻传感器获得的

测量数据的个数为𝑚𝑘, 量测值中来自真实目标的测

量个数为𝑚𝑒,那么杂波的个数为𝑚𝑘 −𝑚𝑒.

考虑如下系统:

𝑿𝑘+1 = 𝑓𝑘(𝑿𝑘) +𝒘𝑘, (11)

𝒁𝐷
𝑘 (𝑖) = ℎ𝑘(𝑿𝑘) + 𝒗𝑘. (12)

其中: 𝒘𝑘、𝒗𝑘为独立白噪声,且𝒘𝑘 ∼𝑁(0,Σ𝑘), 𝒗𝑘 ∼
𝑁(0,𝑹𝑘), 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚𝑒.

假设杂波在区域𝐴中服从均匀分布, 区域体积

为𝑉 ,那么杂波的量测模型为

𝒁𝐹𝐴
𝑘 = 𝑢𝑘. (13)

当𝑢𝑘 ∈ 𝐴时, 𝑃 (𝑢𝑘) = 1/𝑉 .

假设来源于真实目标的量测值个数服从均值为

𝛼的泊松分布[10],检测概率为𝑃𝐷,在 𝑘时刻观测个数

的先验分布为

𝑃 (𝑚𝑘) =

(1− 𝑃𝐷)
(𝜆𝑉 )

𝑚𝑘 exp(−𝜆𝑉 )

𝑚𝑘!
+

𝑃𝐷

𝑚𝑘∑
𝑚𝑒=1

( (𝜆𝑉 )
𝑚𝑘−𝑚𝑒 exp(−𝜆𝑉 )

(𝑚𝑘 −𝑚𝑒)!
⋅ (𝛼)

𝑚𝑒 exp(−𝛼)
𝑚𝑒!

)
.

(14)

测量值中存在来源于目标的量测值的概率为

𝜀(𝑚𝑘) =

𝑃𝐷

𝑃 (𝑚𝑘)

𝑚𝑘∑
𝑚𝑒=1

{ (𝜆𝑉 )
𝑚𝑘−𝑚𝑒 exp(−𝜆𝑉 )

(𝑚𝑘 −𝑚𝑒)!
×

(𝛼)
𝑚𝑒 exp(−𝛼)

𝑚𝑒!

}
. (15)

将量测值向量写为𝒁𝑘 = {𝒁𝑘(𝑖) : 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚𝑘},
𝜃 表示𝑚𝑘个量测值中有𝑚𝑒个真实测量的所有组合,

测量值的维数为𝑛,则有

𝑃 (𝒁𝑘∣𝑿𝑘,𝑚𝑘,𝑚𝑒) =

(1− 𝜀(𝑚𝑘))𝑃 ({𝒁𝑘(𝑗)}𝑚𝑘

𝑗=1∣all false;𝑿)+∑
𝜃

𝜀(𝑚𝑘)(𝑚𝑘 −𝑚𝑒)!𝑚𝑒!

𝑚𝑘!
𝑃 ({𝒁𝑘(𝑗)}𝑚𝑘

𝑗=1∣

{𝒁𝑘(𝑖)}𝑚𝑒

𝑖=1from target others clutter;𝑿) =

1− 𝜀(𝑚𝑘)

𝑉 𝑚𝑘
+

(𝑚𝑘 −𝑚𝑒)!𝑚𝑒!𝜀(𝑚𝑘)

𝑚𝑘!𝑉 𝑚𝑘−𝑚𝑒
⋅ 1

(
√∣2𝜋𝑹𝑘∣)𝑚𝑒

×

∑
𝜃

exp
{ 𝑚𝑒∑

𝑖=1

{
− 1

2
[𝒁𝜃

𝑘(𝑖)− ℎ𝑘(𝑿𝑘)]
T
𝑹−1

𝑘 ×

[𝒁𝜃
𝑘(𝑖)− ℎ𝑘(𝑿𝑘)]

}}
. (16)

所以有

∇𝑿𝑘
{ln𝑃 (𝒁𝑘∣𝑿𝑘,𝑚𝑘,𝑚𝑒)} =

𝛽(𝒁𝑘,𝑿𝑘) ⋅𝑯T
𝑘 𝑹

−1
𝑘

∑
𝜃

𝜑(𝒁𝜃
𝑘(𝑖)). (17)

其中𝑯𝑘为观测方程的雅阁比矩阵,且有

𝛽(𝒁𝑘,𝑿𝑘) =

1

𝑃 (𝒁𝑘∣𝑿𝑘,𝑚𝑘,𝑚𝑒)
×

(𝑚𝑘 −𝑚𝑒)!𝑚𝑒!𝜀(𝑚𝑘)

𝑚𝑘!𝑉 𝑚𝑘−𝑚𝑒
⋅ 1

(
√∣2𝜋𝑹𝑘∣)𝑚𝑒

, (18)

𝜑(𝒁𝜃
𝑘(𝑖)) ={ 𝑚𝑒∑

𝑖=1

[𝒁𝜃
𝑘(𝑖)− ℎ𝑘(𝑿𝑘)]

}
×

exp

𝑚𝑒∑
𝑖=1

{
− 1

2
[𝒁𝜃

𝑘(𝑖)− ℎ𝑘(𝑿𝑘)]
T
𝑹−1

𝑘 ×

[𝒁𝜃
𝑘(𝑖)− ℎ𝑘(𝑿𝑘)]

}
. (19)

进而可以得出

𝑱𝑍(𝑘 : 𝑚𝑘 : 𝑚𝑒) =
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𝐸𝑿𝑘

[
𝐸𝒁𝑘

[[
𝛽(𝒁𝑘,𝑿𝑘)𝑯

T
𝑘 𝑹

−1
𝑘

∑
𝜃1

𝜑(𝒁𝜃1
𝑘 (𝑖))

]
×[∑

𝜃2

𝜑(𝒁𝜃2
𝑘 (𝑗))

T
𝑹−1

𝑘 𝑯𝑘𝛽(𝒁𝑘,𝑿𝑘)
]∣∣∣𝑿𝑘

]]
=

𝐸𝑿𝑘
[𝑯T

𝑘 𝑸𝑘(𝑚𝑘,𝑚𝑒)𝑹
−1
𝑘 𝑯𝑘]. (20)

其中

𝑸𝑘(𝑚𝑘,𝑚𝑒) =

𝐸𝒁𝑘

[
𝛽(𝒁𝑘,𝑿𝑘)

2𝑹−1
𝑘 ×∑

𝜃1

∑
𝜃2

𝜑(𝒁𝜃1
𝑘 (𝑖))𝜑(𝒁𝜃2

𝑘 (𝑗))
T∣𝑿𝑘

]
. (21)

当𝑸𝑘(𝑚𝑘,𝑚𝑒)与𝑿𝑘无关时, 即为一个常量信

息约减因子 (IRF). 本文的目的是通过化简𝑸𝑘(𝑚𝑘,

𝑚𝑒)求出𝑱𝑍(𝑘 : 𝑚𝑘 : 𝑚𝑒), 继而求出 Fisher信息子阵

{𝑱𝑘}.
2 IRF的的的计计计算算算

在一定的假设下, 𝑸𝑘(𝑚𝑘,𝑚𝑒)与𝑿𝑘无关, 可以

得到一个常量信息约减因子 (IRF), 在本模块中, 对

𝑸𝑘(𝑚𝑘,𝑚𝑒)进行简化,有

𝑸𝑘(𝑚𝑘,𝑚𝑒) =w
𝒁𝑘(1)∈𝐴

⋅ ⋅ ⋅
w
𝒁𝑘(𝑚𝑘)∈𝐴

𝛽(𝒁𝑘,𝑿𝑘)
2×

𝑹−1
𝑘

∑
𝜃1

∑
𝜃2

𝜑(𝒁𝜃1
𝑘 (𝑖))𝜑(𝒁𝜃2

𝑘 (𝑗))
T×

𝑃 (𝒁𝑘∣𝑿𝑘,𝑚𝑘,𝑚𝑒)d𝒁𝑘(𝑚𝑘) ⋅ ⋅ ⋅ d𝒁𝑘(1) =

(𝑚𝑘 −𝑚𝑒)!
2𝑚𝑒!

2𝜀(𝑚𝑘)
2

𝑚𝑘!2𝑉 2𝑚𝑘−2𝑚𝑒 ∣2𝜋𝑹𝑘∣𝑚𝑒
×∑

𝜃1

∑
𝜃2

w
𝒁𝑘(1)∈𝐴

⋅ ⋅ ⋅
w
𝒁𝑘(𝑚𝑘)∈𝐴

×

𝑹−1
𝑘 𝜑(𝒁𝜃1

𝑘 (𝑖))𝜑(𝒁𝜃2
𝑘 (𝑗))

T

𝑃 (𝒁𝑘∣𝑿𝑘,𝑚𝑘,𝑚𝑒)
×

d𝒁𝑘(𝑚𝑘) ⋅ ⋅ ⋅d𝒁𝑘(1). (22)

令

𝒁𝜃
𝑟 = 𝒁𝜃

𝑘(𝑟)− ℎ𝑘(𝑿𝑘), (23)

𝑸𝑘(𝑚𝑘,𝑚𝑒) =

(𝑚𝑘 −𝑚𝑒)!
2𝑚𝑒!

2𝜀(𝑚𝑘)
2

𝑚𝑘!2𝑉 2𝑚𝑘−2𝑚𝑒 ∣2𝜋𝑹𝑘∣𝑚𝑒
×∑

𝜃1

∑
𝜃2

w
𝒁1∈𝐴′ ⋅ ⋅ ⋅

w
𝒁𝑚𝑘

∈𝐴′ ×

𝑹−1
𝑘 𝜑(𝒁𝜃1

𝑖 )𝜑(𝒁𝜃2
𝑗 )

T
/(1− 𝜀(𝑚𝑘)

𝑉 𝑚𝑘
+

(𝑚𝑘 −𝑚𝑒)!𝑚𝑒!𝜀(𝑚𝑘)

𝑚𝑘!𝑉 𝑚𝑘−𝑚𝑒(
√∣2𝜋𝑹𝑘∣)𝑚𝑒

×

∑
𝜃

exp
{ 𝑚𝑒∑

𝑟=1

{
− 1

2
[𝒁𝜃

𝑟 ]
T
𝑹−1

𝑘 [𝒁𝜃
𝑟 ]
}})
×

d𝒁𝑚𝑘
⋅ ⋅ ⋅d𝒁1. (24)

其中

𝜑(𝒁𝜃1
𝑖 ) =[𝑚𝑒∑

𝑖=1

𝒁𝜃1
𝑖

]
exp

{𝑚𝑒∑
𝑖=1

{
−1

2
[𝒁𝜃1

𝑖 ]
T
𝑹−1

𝑘 [𝒁𝜃1
𝑖 ]

}}
, (25)

𝐴′表示在式 (23)的转换下,与区域𝐴相匹配的区域的

转换.

假设 1 将量测限制到一个确定的门限,如

∣𝒁𝜃
𝑘(𝑖)

𝑗 − ℎ𝑘(𝑿𝑘)
𝑗 ∣ < 𝑔𝜎𝑗 ,

𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚𝑒, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛,

𝜃 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑚𝑘!

𝑚𝑒!(𝑚𝑘 −𝑚𝑒)!
. (26)

其中: 𝑛为数据的维数, 𝒁𝜃
𝑘(𝑖)

𝑗为测量值𝒁𝜃
𝑘(𝑖)的第 𝑗

个成分, ℎ𝑘(𝑿𝑘)
𝑗为ℎ𝑘(𝑿𝑘)的第 𝑗个成分, 𝜎𝑗为测量

向量第 𝑗个成分的误差标准差.

假设 2 测量值是𝑛维的,各维都是相互正交的.

在这种假设下, 𝐴′可以用一个超立方体表示为

𝐴′ = [−𝑔𝜎1,−𝑔𝜎1]× ⋅ ⋅ ⋅ × [−𝑔𝜎𝑛,−𝑔𝜎𝑛]. (27)

该超立方体有以下体积:

𝑉𝑔 = (2𝑔)𝑛
𝑛∏

𝑖=1

𝜎𝑖 = (2𝑔)𝑛
√
∣𝑹𝑘∣. (28)

式 (24)是与𝑋𝑘不相关的, 且当 𝑖 ∕= 𝑗时, 被积函

数是奇对称的,积分区域是对称的,所以有

𝑸𝑘(𝑚𝑘,𝑚𝑒) =

𝑚𝑒
2𝜀𝑔(𝑚𝑘)

2

𝑚𝑘𝑉𝑔
2𝑚𝑘−2𝑚𝑒 ∣2𝜋𝑹𝑘∣𝑚𝑒

×
w −𝑔𝜎𝑛

−𝑔𝜎𝑛

⋅ ⋅ ⋅
w −𝑔𝜎1

−𝑔𝜎1

⋅ ⋅ ⋅
w −𝑔𝜎𝑛

−𝑔𝜎𝑛

⋅ ⋅ ⋅
w −𝑔𝜎1

−𝑔𝜎1

×

𝑹−1
𝑘 𝒁1𝒁

T
1 exp(−𝑚𝑒𝒁

T
1 𝑹

−1
𝑘 𝒁1)

/
(1− 𝜀𝑔(𝑚𝑘)

𝑉 𝑚𝑘
𝑔

+
(𝑚𝑘 −𝑚𝑒)!𝑚𝑒!𝜀𝑔(𝑚𝑘)

𝑚𝑘!𝑉𝑔
𝑚𝑘−𝑚𝑒(

√∣2𝜋𝑹𝑘∣)𝑚𝑒

×

∑
𝜃

exp
{ 𝑚𝑒∑

𝑟=1

{
− 1

2
[𝒁𝜃

𝑟 ]
T𝑹−1

𝑘 [𝒁𝜃
𝑟 ]
}})

d𝒁𝑚𝑘
⋅ ⋅ ⋅ d𝒁1.

(29)

其中 𝜀𝑔(𝑚𝑘)为在𝑚𝑘个观测值中存在真实测量的概

率,有

𝜀𝑔(𝑚𝑘) =

𝑃𝐷

𝑃𝑔(𝑚𝑘)
⋅

𝑚𝑘∑
𝑚𝑒=1

{ (𝜆𝑉𝑔)
𝑚𝑘−𝑚𝑒 ⋅ exp(−𝜆𝑉𝑔)

(𝑚𝑘 −𝑚𝑒)!
×

(𝛼)
𝑚𝑒 ⋅ exp(−𝛼)

𝑚𝑒!

}
; (30)

𝑃𝑔(𝑚𝑘)为观测个数的先验分布,有

𝑃𝑔(𝑚𝑘) =

(1− 𝑃 𝑔
𝐷) ⋅ (𝜆𝑉𝑔)

𝑚𝑘 exp(−𝜆𝑉𝑔)

𝑚𝑘!
+
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𝑃 𝑔
𝐷

𝑚𝑘∑
𝑚𝑒=1

( (𝜆𝑉𝑔)
𝑚𝑘−𝑚𝑒 exp(−𝜆𝑉𝑔)

(𝑚𝑘 −𝑚𝑒)!
×

(𝛼)
𝑚𝑒 exp(−𝛼)

𝑚𝑒!

)
, (31)

𝑃 𝑔
𝐷为在区域𝐴′中的检测概率, 当 𝑔取一个较大值

时[2],认为

𝑃 𝑔
𝐷 ≈ 𝑃𝐷. (32)

假设𝑹𝑘是一个对角矩阵,有

𝑹𝑘 = diag(𝜎2
1 𝜎2

2 ⋅ ⋅ ⋅ 𝜎2
𝑛). (33)

𝒁𝜃
𝑟 表示为

𝒁𝜃
𝑟 = (𝑍𝜃

𝑟 [1] ⋅ ⋅ ⋅ 𝑍𝜃
𝑟 [𝑛])

T. (34)

那么有

[𝑄𝑘(𝑚𝑘,𝑚𝑒)]𝑎𝑏 =

𝑚𝑒
2𝜀𝑔(𝑚𝑘)

2

𝑚𝑘𝑉𝑔
2𝑚𝑘−2𝑚𝑒 ∣2𝜋𝑹𝑘∣𝑚𝑒

×
w −𝑔𝜎𝑛

−𝑔𝜎𝑛

⋅ ⋅ ⋅
w −𝑔𝜎1

−𝑔𝜎1

⋅ ⋅ ⋅
w −𝑔𝜎𝑛

−𝑔𝜎𝑛

⋅ ⋅ ⋅
w −𝑔𝜎1

−𝑔𝜎1

×

𝜎−2
𝑎 𝑍1[𝑎]𝑍1[𝑏] exp

{
−𝑚𝑒

𝑛∑
𝑖=1

𝑍1[𝑖]
2
𝜎−2
𝑖

}/
(1− 𝜀𝑔(𝑚𝑘)

𝑉𝑔
𝑚𝑘

+
(𝑚𝑘 −𝑚𝑒)!𝑚𝑒!𝜀𝑔(𝑚𝑘)

𝑚𝑘!𝑉𝑔
𝑚𝑘−𝑚𝑒(

√∣2𝜋𝑹𝑘∣)𝑚𝑒
×

∑
𝜃

exp
{ 𝑚𝑒∑

𝑟=1

{
− 1

2

𝑛∑
𝑖=1

𝑍𝜃
𝑟 [𝑖]

2𝜎−2
𝑖

}})
d𝒁𝑚𝑘

⋅ ⋅ ⋅d𝒁1,

(35)

其中 [𝑄𝑘(𝑚𝑘,𝑚𝑒)]𝑎𝑏为𝑸𝑘(𝑚𝑘,𝑚𝑒)矩阵中第 𝑎行第 𝑏

列的元素.当 𝑎 ∕= 𝑏时,式 (35)中的被积函数是奇对称

的,积分区域是对称的,所以有

[𝑄𝑘(𝑚𝑘,𝑚𝑒)]𝑎𝑏 = 0, 𝑎 = 𝑏. (36)

作如下变换:

𝑍𝑗 [𝑖] =
𝑍𝑗 [𝑖]

𝜎𝑖
,

𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚𝑘, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛, (37)

则式 (35)可以化简为

[𝑄𝑘(𝑚𝑘,𝑚𝑒)]𝑎𝑎 =

𝑚𝑒
2𝜀𝑔(𝑚𝑘)

2∣𝑹𝑘∣0.5𝑚𝑘−𝑚𝑒

𝑚𝑘𝑉𝑔
2𝑚𝑘−2𝑚𝑒(2𝜋)

𝑛𝑚𝑒
×

w −𝑔

−𝑔
⋅ ⋅ ⋅

w −𝑔

−𝑔
⋅ ⋅ ⋅

w −𝑔

−𝑔
⋅ ⋅ ⋅

w −𝑔

−𝑔
×

𝑍1[𝑎]
2
exp

{
−𝑚𝑒

𝑛∑
𝑖=1

𝑍1[𝑖]
2
}/

(1− 𝜀𝑔(𝑚𝑘)

𝑉𝑔
𝑚𝑘

+
(𝑚𝑘 −𝑚𝑒)!𝑚𝑒!𝜀𝑔(𝑚𝑘)

𝑚𝑘!𝑉𝑔
𝑚𝑘−𝑚𝑒

√∣2𝜋𝑹𝑘∣𝑚𝑒
×

∑
𝜃

exp
{ 𝑚𝑒∑

𝑟=1

{
− 1

2

𝑛∑
𝑖=1

𝑍𝜃
𝑟 [𝑖]

2
}})

d𝒁𝑚𝑘
⋅ ⋅ ⋅ d𝒁1,

(38)

其中 𝑎 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛. 令

𝑞𝑘(𝑚𝑘,𝑚𝑒) = [𝑄(𝑚𝑘,𝑚𝑒)]𝑎𝑎,

𝑎 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛. (39)

有

𝑸𝑘(𝑚𝑘,𝑚𝑒) = 𝑞𝑘(𝑚𝑘,𝑚𝑒)× 𝑰𝑛. (40)

其中: 𝑰𝑛为𝑛× 𝑛的单位矩阵; 𝑞𝑘(𝑚𝑘,𝑚𝑒)与𝑿𝑘不相

关,有

𝑱𝑍(𝑘 : 𝑚𝑘 : 𝑚𝑒) =

𝑞𝑘(𝑚𝑘,𝑚𝑒)𝐸𝑿𝑘
[(𝑯𝑘)

T
𝑹−1

𝑘 𝑯𝑘], (41)

𝑞𝑘(𝑚𝑘,𝑚𝑒)可以通过如下蒙特卡洛的方法计算
[11]:

𝑞𝑘(𝑚𝑘,𝑚𝑒) ≈
(2𝑔)

𝑛𝑚𝑘𝑚𝑒
2𝜀𝑔(𝑚𝑘)

2∣𝑹𝑘∣0.5𝑚𝑘−𝑚𝑒

𝑚𝑘𝑉𝑔
2𝑚𝑘−2𝑚𝑒(2𝜋)

𝑛𝑚𝑒
⋅ 1

𝑁𝑠
×

𝑁𝑠∑
𝑙=1

𝑈1,1[𝑙]
2
exp

{
−𝑚𝑒

𝑛∑
𝑗=1

𝑈1,𝑗 [𝑙]
2
}/

(1− 𝜀𝑔(𝑚𝑘)

𝑉𝑔
𝑚𝑘

+
(𝑚𝑘 −𝑚𝑒)!𝑚𝑒!𝜀𝑔(𝑚𝑘)

𝑚𝑘!𝑉𝑔
𝑚𝑘−𝑚𝑒(

√∣2𝜋𝑹𝑘∣)𝑚𝑒

×

∑
𝜃

exp
{ 𝑚𝑒∑

𝑟=1

{
− 1

2

𝑛∑
𝑗=1

𝑈𝜃
𝑟,𝑗 [𝑙]

2
}})

, (42)

𝑈𝑖,𝑗 [𝑙] (𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚𝑘, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛, 𝑙 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑁𝑠) 是一个独立同分布的随机变量,且服从 [−𝑔, 𝑔]的
均匀分布.例如, 𝑈𝑖,𝑗 [𝑙] ∼ 𝑈 [−𝑔, 𝑔],有

𝑱𝑍(𝑘) = 𝐸𝑚𝑘,𝑚𝑒 [𝑱𝑍(𝑘 : 𝑚𝑘 : 𝑚𝑒)] =

{𝐸𝑚𝑘,𝑚𝑒 [𝑞𝑘(𝑚𝑘,𝑚𝑒)]} ⋅ 𝐸𝑿𝑘
(𝑯T

𝑘 𝑹
−1
𝑘 𝑯𝑘) ={ ∞∑

𝑚𝑘=1

𝑃 (𝑚𝑘)

𝑚𝑘∑
𝑚𝑒=1

𝑃 (𝑚𝑒∣𝑚𝑘)𝑞𝑘(𝑚𝑘,𝑚𝑒)
}
×

𝐸𝑿𝑘
(𝑯T

𝑘 𝑹
−1
𝑘 𝑯𝑘). (43)

其中

𝑃 (𝑚𝑒∣𝑚𝑘) =
𝑃 (𝑚𝑘∣𝑚𝑒)𝑃 (𝑚𝑒)

𝑃 (𝑚𝑘)
=

(𝜆𝑉 )
𝑚𝑘−𝑚𝑒 exp(−𝜆𝑉 )

(𝑚𝑘 −𝑚𝑒)!
⋅ (𝛼)

𝑚𝑒 exp(−𝛼)
𝑚𝑒!

𝑃 (𝑚𝑘)
. (44)

令

𝛿𝑘 =

∞∑
𝑚𝑘=1

𝑃 (𝑚𝑘)

𝑚𝑘∑
𝑚𝑒=1

𝑃 (𝑚𝑒∣𝑚𝑘)𝑞𝑘(𝑚𝑘,𝑚𝑒), (45)

式 (43)可以化简为

𝑱𝑍(𝑘) = 𝛿𝑘 ⋅ 𝐸𝑿𝑘
(𝑯T

𝑘 𝑹
−1
𝑘 𝑯𝑘). (46)

𝛿𝑘即为全局 IRF.

3 算算算例例例分分分析析析

假设目标在一个二维平面作匀速直线运动,目标

状态可以表示为𝑿𝑘 = (𝑥𝑘, 𝑥̇𝑘, 𝑦𝑘, 𝑦̇𝑘)
T, 目标状态演
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化方程为

𝑿𝑘+1 = 𝑭𝑘𝑿𝑘 +𝒘𝑘, (47)

其中𝒘𝑘 ∼ 𝑁(0,Σ𝑘), 𝑭𝑘和Σ𝑘为

𝑭𝑘 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
1 𝑡 0 0

0 1 0 0

0 0 1 𝑡

0 0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ , (48)

Σ𝑘 = 𝑞 ×

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑡3

3

𝑡2

2
0 0

𝑡2

2
𝑡 0 0

0 0
𝑡3

3

𝑡2

2

0 0
𝑡2

2
𝑡

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, (49)

𝑞为功率谱密度, 𝑡为采样间隔.测量方程为

𝒁𝑘 =

⎡⎣
√

(𝑥𝑘 − 𝑥0)
2
+ (𝑦𝑘 − 𝑦0)

2

arctan
( 𝑦𝑘 − 𝑦0
𝑥𝑘 − 𝑥0

) ⎤⎦+ 𝒗𝑘. (50)

其中: (𝑥0, 𝑦0)
T为观测站位置,测量误差 𝒗𝑘为一个零

均值的高斯随机变量, 𝒗𝑘 ∼ 𝑁(0,𝑹𝑘),且有

𝑹𝑘 = diag(𝜎2
1 𝜎2

2). (51)

从模型上看,线性方程是线性的,观测方程是非

线性的,需要求其雅阁比矩阵,显然有

𝑯𝑘 =⎡⎢⎢⎢⎣
𝑥𝑘 − 𝑥0√

(𝑥𝑘 − 𝑥0)
2
+ (𝑦𝑘 − 𝑦0)

2
0

−(𝑦𝑘 − 𝑦0)

(𝑥𝑘 − 𝑥0)
2
+ (𝑦𝑘 − 𝑦0)

2 0

→

←

𝑦𝑘 − 𝑦0√
(𝑥𝑘 − 𝑥0)

2
+ (𝑦𝑘 − 𝑦0)

2
0

𝑥𝑘 − 𝑥0

(𝑥𝑘 − 𝑥0)
2
+ (𝑦𝑘 − 𝑦0)

2 0

⎤⎥⎥⎦ . (52)

本例中假设

𝑷0 = diag(10 0.01 10 0.01),

𝑔 = 2.5, 𝛼 = 3, 𝑉𝑔 = 4𝑔2𝜎1𝜎2,

𝑞 = 1× 10−8, 𝑁𝑠 = 1× 104, 𝜎1 = 2.5,

𝜎2 = 1.9, 𝑥0 = 0, 𝑦0 = 0.

表 1给出了当杂波密度𝜆 = 0.005时, 不同检测

概率𝑃𝐷得出的 IRF值.

表 1 不同检测概率对应的不同 IRF值

检测概率 𝑃𝐷 0.2 0.4 0.6 0.8

IRF 𝛿𝑘 0.542 1 0.711 0 0.819 5 0.907 5

由表 1可见: 当检测概率较低时, 测量值是杂波

的可能性较大, IRF较小; 随着检测概率的增加, IRF

也随之增加.

图 1为杂波密度𝜆 = 0.005时,不同𝑃𝐷下测量值

中存在真实目标量测的概率 𝜀𝑔(𝑚𝑘)随测量个数𝑚𝑘

的变化曲线; 图 2为检测概率𝑃𝐷 = 0.8时, 不同的

杂波密度𝜆下测量值中存在真实目标量测的概率

𝜀𝑔(𝑚𝑘)随测量个数𝑚𝑘的变化曲线.
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0.6

0.8

1.0

ε
g

k
( m
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图 1 不同𝑃𝐷下 𝜀𝑔(𝑚𝑘)随𝑚𝑘的变化曲线

0 5 10 150 5 10 15
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λ=0.005
λ=0.01

图 2 不同𝜆下 𝜀𝑔(𝑚𝑘)随𝑚𝑘的变化曲线

由图 1可见, 测量值中存在真实目标量测的概

率 𝜀𝑔(𝑚𝑘)随测量个数𝑚𝑘的增加而增加,在相同的测

量个数下,检测概率𝑃𝐷越大,测量值中存在真实目标

量测的概率 𝜀𝑔(𝑚𝑘)越大. 当𝜆 = 0.005, 𝑃𝐷 = 0.2时,

如果某一采样时刻得到测量数据的个数𝑚𝑘 ⩾ 12,则

𝜀𝑔(𝑚𝑘) ≈ 1,认为这些数据中一定会存在真实目标的

量测. 当𝜆 = 0.005, 𝑃𝐷 = 0.8时, 如果某一采样时刻

得到测量数据的个数𝑚𝑘 ⩾ 10,则 𝜀𝑔(𝑚𝑘) ≈ 1,检测概

率𝑃𝐷越大, 𝜀𝑔(𝑚𝑘)的收敛速率越快. 对于扩展目标,

传感器更容易采集到来自真实目标的数据, 𝜀𝑔(𝑚𝑘)

更容易接近 1.

由图 2可见, 杂波密度𝜆越大, 在相同的测量个

数𝑚𝑘下,测量值中存在真实目标量测的概率 𝜀𝑔(𝑚𝑘)

越小.当𝜆 = 0.005, 𝑃𝐷 = 0.8时, 如果某一采样时

刻得到测量数据的个数𝑚𝑘 ⩾ 9, 则 𝜀𝑔(𝑚𝑘) ≈ 1.当

𝜆 = 0.01, 𝑃𝐷 = 0.8时,如果某一采样时刻得到测量数

据的个数𝑚𝑘 ⩾ 13, 则 𝜀𝑔(𝑚𝑘) ≈ 1. 一般认为这些数

据中一定会存在真实目标的量测,所以杂波密度𝜆越

大, 𝜀𝑔(𝑚𝑘) 的收敛速率越慢.

图 3为杂波密度𝜆 = 0.005时,不同检测概率𝑃𝐷

下 PCRLB随采样个数的变化曲线; 图 4为检测概

率𝑃𝐷 = 0.8时, 不同的杂波密度𝜆下 PCRLB随采样

个数的变化曲线.



1406 控 制 与 决 策 第 31 卷

0 10 20 30 40 50

k

4

6

8

10

p
o

si
ti

o
n

-P
C

R
L

B

P
D
=0.2

P
D
=0.4

P
D
=0.6

P
D
=0.8

图 3 不同𝑃𝐷下PCRLB随采样个数的变化曲线
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图 4 不同𝜆下PCRLB随采样个数的变化曲线

由图 3可见, 当检测概率一定时, PCRLB随采

样个数的增加逐渐收敛, 且不同的检测概率𝑃𝐷 =

0.2, 0.4, 0.6, 0.8对 PCRLB大小均有影响,但对误差界

的收敛速度的影响差异不大.在同一个采样时刻,检

测概率𝑃𝐷越大, PCRLB越低. 由图 4可见,不同的杂

波密度𝜆对PCRLB的大小也是有影响的. 在同一个

采样时刻,杂波密度𝜆越大, PCRLB越大,但对误差界

收敛速度的影响差异不大.

4 结结结 论论论

本文在以往对点目标研究的基础上研究了单个

扩展目标估计的 PCRLB,在漏检和杂波的环境中,推

导出计算扩展目标PCRLB的公式. 假设单个扩展目

标的量测个数服从泊松分布,杂波的个数也服从泊松

分布, 给出了扩展目标跟踪的克拉美罗界的递推形

式, 并推导出在有漏检和杂波环境下求解 PCRLB的

方法—– IRF.但是,本算法只适用于单个传感器跟踪

单个扩展目标的场景,今后的工作是结合多个传感器

跟踪多个扩展目标的场景, 进一步研究本算法, 使本

算法有更为广阔的应用空间.
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