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基于流形鉴别信息的特征选择及其结构化稀疏表示
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摘 要: 针对启发式特征选择策略忽略了特征间相关信息导致子最优的问题, 提出一种基于流形鉴别信息的特征选

择 (MDFS)算法. 该算法根据近邻信息和标签信息刻画高维数据类内和类间流形结构, 以最小化流形散度差为准则

构建目标函数, 并增加结构化稀疏正则项降低特征间冗余. 通过统一框架下的特征权重迭代优化获得最优特征子集.

在ORL库、COIL20库、Isolet1库上的聚类实验表明, MDFS算法选取的特征子集相比传统算法具有更高的识别准确

率和归一化互信息, 验证了所提出算法的有效性.
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Abstract: The traditional heuristic feature selection methods usually neglect the correlations between features, and thus

lead to suboptimal feature subset. Therefore, a method of manifold discriminant feature selection(MDFS) is proposed. The

method captures the manifold structure of the dataset by incorporating both neighbor and label information, and then the

objective function can be formulated by minimizing the difference between intra and inter scatters. Besides, the structured

sparse regularization term is further added to reduce the redundant information. Finally, a new iterative algorithm is presented

for optimization. The experimental results on three popular datasets, i.e., ORL, COIL20, and Isolet1 dataset, show that,

compared with existing related methods, the proposed method achieves better clustering performances in terms of accuracy

and normalized mutual information. Thus the effectiveness of the proposed method can be verified.
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0 引引引 言言言

近年来, 随着大数据技术的日益发展, 数据降维

方法在计算机视觉、模式识别、生物基因技术等方面

起着越来越重要的作用[1]. 数据降维方法可以分为两

类: 特征抽取和特征选择. 特征抽取通过某些准则寻

找高维数据的低维子空间进行投影降维, 而特征选择

在不改变原始特征数据的基础上对特征进行筛选, 去

除冗余数据, 保留对于分类或识别具有重要意义的特

征. 因为特征选择在数据降维的同时没有改变特征的

物理意义, 所以基于特征选择的降维方法已被广泛应

用于各个领域[2-5].

根据特征选择方法是否依赖于最终采用的学习

分类器, 可以分为两种类型: 封装式 (Wrapper)和过滤

式 (Filter)[6]. Guyon等[7]将支持向量机分类器应用于

基因特征选择; Michalak等[8]提出了一种基于相关性

的封装式特征选择方法, 这类封装式的特征选择算法

需要依赖特定的分类器, 其计算复杂, 算法适应性较

差. 基于方差 (VAR)的特征评判准则由于其计算简单

受到广泛使用, 但是没有考虑样本之间的依赖关系,

因而所选取的特征不具有良好的表示能力. He等[9]

提出了拉普拉斯排序 (LS)算法, 该算法通过构建样本

拉普拉斯近邻图, 以特征局部保持能力为准则对样
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本特征权重进行排序, 采用启发式策略逐个选取最优

特征构成特征子集, 但是这种方式没有考虑到特征

之间的相关性, 得到的特征子集并不能保证子集最

优. Nie等[10]提出了一种基于迹比准则 (TRC)的特征

选择方法, 通过构建类内和类间散度, 以迭代方式更

新特征权重, 可以一次性获得最优特征子集, 但是该

方法没有对特征权重进行有效约束, 所选取的特征存

在大量冗余信息. Cai等[11]提出了一种多聚类特征选

择 (MCFS)算法, 在谱回归 (SR)的基础上对特征权重

加以𝐿1 范数约束, 使得特征呈现有效的稀疏化特性,

提高了特征局部保持能力, 有效减少了特征冗余信息,

但是该算法在实现时需要对多个特征向量进行谱回

归, 容易丢失有效鉴别信息, 并且最后对多个特征权

重向量融合的方法不能保证全局最优.

为了有效利用样本标签以及保持样本间邻域结

构关系, 本文提出了一种基于流形鉴别信息的特征选

择算法, 根据样本近邻信息和标签信息刻画类内和类

间流形结构, 以最小化流形散度差为准则, 使得选取

的特征具有良好的鉴别能力和流形结构保持能力, 同

时对样本特征权重矩阵采用𝐿2,1 范数[12-13]进行结构

化稀疏约束, 进一步减少数据间的冗余信息以提高特

征表示能力. 本文引入中间辅助变量采用梯度下降算

法对目标函数进行迭代优化, 针对样本个数和样本维

数的大小关系, 采用直接计算或谱嵌入[11]两种模式进

行求解.

1 相相相关关关工工工作作作

1.1 范范范数数数正正正则则则化化化

Cai等[11]在谱回归的基础上增加𝐿1 范数正则化,

使得选取的特征权重向量趋于 0, 仅保留个别非 0元

素作为最终选取的特征, 有效地减少了特征间冗余信

息, 并在降维的同时形成了特征向量良好的稀疏表示.

对于任意向量𝒗 ∈ 𝑹𝑑, 其𝐿𝑝 范数定义如下:

∥𝒗∥𝑝 =
( 𝑑∑

𝑖=1

∣𝑣𝑖∣𝑝
) 1

𝑝

. (1)

𝐿𝑝 范数约束属于向量约束, 而常规的特征选择方法

往往将特征权重定义为投影矩阵形式, 通过寻找最优

鉴别子空间对矩阵进行权重更新, 这需要对矩阵进

行范数正则化. 通过谱回归可以规避这一问题, 但是

需要对多个回归向量进行特征融合, 其融合算法的优

劣会影响最终特征选择的结果. Nie等[13]采用了𝐿2,1

范数对矩阵进行约束, 并给出了有效的收敛性证明.

对于任意矩阵𝑴 ∈ 𝑹𝑑×𝑛, 𝑚𝑖 表示𝑴 的第 𝑖行, 𝑚𝑗

表示𝑴 的第 𝑗列. 矩阵𝑴 的𝐿2,1 范数定义如下:

∥𝑴∥2,1 =

𝑑∑
𝑖=1

√√√⎷ 𝑛∑
𝑗=1

𝑚2
𝑖𝑗 =

𝑑∑
𝑗=1

∥𝑚𝑖∥2. (2)

从式 (2)的定义可以看出, 𝐿2,1 范数对每列数据

进行𝐿2 范数的平方约束, 对于每行数据进行𝐿1 范数

约束, 形成了行数据之间的竞争, 使得行数据趋于 0,

仅保留个别非 0行数据, 从而实现对于矩阵的结构化

稀疏约束.

1.2 拉拉拉普普普拉拉拉斯斯斯特特特征征征排排排序序序 (LS)

He等[9]提出了拉普拉斯特征排序 (LS)算法, 以

保持高维样本局部近邻关系为衡量特征权重的准则,

采用无监督方式逐个选取最优特征组成特征子集. 定

义第 𝑟个特征的特征权重为 𝑙𝑟, 𝑓𝑟,𝑖 表示第 𝑖个样本的

第 𝑟个特征, 其中 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛. 对于第 𝑟个特征, 定

义其特征向量 𝑓𝑟 = [𝑓𝑟,1, 𝑓𝑟,2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑓𝑟,𝑛]T, 算法步骤如

下.

Step 1: 构建𝑛个样本节点的近邻图𝐺. 如果样本

𝑥𝑖 属于样本𝑥𝑗 的近邻或者样本𝑥𝑗 属于样本𝑥𝑖 的近

邻, 则连接节点 𝑖和 𝑗, 连接边权重设置为

𝑺𝑖,𝑗 = e−
∥𝑥𝑖−𝑥𝑗∥2

𝑡 .

Step 2: 定义全 1向量1 = [1, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 1]T 和对角矩

阵𝑫, 对角线元素为𝑫𝑖𝑖 =

𝑛∑
𝑗=1

𝑆𝑖𝑗 , 即𝑫 = diag(𝑺1),

对应的拉普拉斯矩阵为𝑳 = 𝑫 − 𝑺. 对原始特征进行

平均值移除, 可以得到

𝑓𝑟 = 𝑓𝑟 − 𝑓T
𝑟 𝑫1

1T𝑫1
1. (3)

Step 3: 计算第 𝑟个特征的特征权重为

𝑙𝑟 =
𝑓T
𝑟 𝑳𝑓𝑟

𝑓T
𝑟 𝑫𝑓𝑟

. (4)

最后LS算法采用启发式策略逐个选取权重最大

的特征作为特征子集. LS算法有效利用了高维样本

流形结构信息, 算法复杂度低, 计算简单, 但是仍存在

两个不足: 1) 在流形结构内没有有效利用样本标签

信息, 所选取的特征并不一定具有最佳的分类鉴别能

力; 2) 由于样本特征之间存在相关性, 采用启发式策

略逐个选取最优特征不能保证选取的特征子集具有

最优的分类性能.

2 基基基于于于流流流形形形鉴鉴鉴别别别的的的特特特征征征选选选择择择算算算法法法 (MDFS)
2.1 MDFS算算算法法法原原原理理理

为了有效利用高维流形中的样本标签信息, 本文

提出一种基于流形鉴别的特征选择算法, 通过构建样

本类内和类间近邻图, 以流形散度差为根本准则, 在

低维空间内寻找类内最小、类间最大的鉴别投影矩

阵, 同时对投影矩阵进行𝐿2,1 范数约束, 使得特征之

间相互竞争, 消除特征冗余, 一次性获得最优特征子

集. 针对样本维数和样本个数的大小关系, 在统一的

迭代优化框架下提出两种解决方案, 以避免大规模矩

阵特征值分解的计算难度. MDFS算法主要包含两部
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分: 融合流形鉴别信息的目标函数构建和目标函数求

解算法.

2.2 融融融合合合流流流形形形鉴鉴鉴别别别信信信息息息的的的目目目标标标函函函数数数构构构建建建

假设样本集𝑿 = [𝑥1, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑛] ∈ 𝑹𝑑×𝑛, 𝑑表

示样本维度, 𝑛表示样本个数; 投影矩阵也即特征权重

矩阵为𝑾 ∈ 𝑹𝑑×𝑟; 样本集𝑿投影后对应的低维流

形样本集为𝒀 = [𝑦T1 , 𝑦
T
2 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑦T𝑛 ] ∈ 𝑹𝑛×𝑟, 其中 𝑟表

示投影后的维数, 通常 𝑟 < 𝑑. LS算法构造了样本近

邻图作为高维流形信息, 为了能够融合样本标签信息,

这里分别构造样本类内和类间近邻图. 定义类内近邻

矩阵为

𝑺𝑤
𝑖𝑗 =

⎧⎨⎩e−
∥𝑥𝑖−𝑥𝑗∥2

𝑡 , 𝑥𝑖 和𝑥𝑗 属于同类且𝑥𝑖 ∈ 𝑁𝑘(𝑗);

0, else.

(5)

其中𝑥𝑖 ∈ 𝑁𝑘(𝑗)表示样本𝑥𝑖 为样本𝑥𝑗 的 𝑘近邻或者

样本𝑥𝑗 为样本𝑥𝑖 的 𝑘近邻, 对应的类内对角矩阵为

𝑫𝑤, 类内拉普拉斯矩阵为𝑳𝑤. 同理, 定义类间近邻矩

阵为

𝑺𝑏
𝑖𝑗 =⎧⎨⎩e−

∥𝑥𝑖−𝑥𝑗∥2
𝑡 , 𝑥𝑖 和𝑥𝑗 不属于同类且𝑥𝑖 ∈ 𝑁𝑘(𝑗);

0, else.

(6)

对应的类间对角矩阵为𝑫𝑏, 类间拉普拉斯矩阵为𝑳𝑏.

为使投影后的样本类内散度最小, 类间散度最大, 定

义流形鉴别散度差为

𝐽𝑀𝐷 =

1

2

𝑛∑
𝑖,𝑗=1

∥𝑦𝑖 − 𝑦𝑗∥2𝑺𝑤
𝑖𝑗 −

1

2

𝑛∑
𝑖,𝑗=1

∥𝑦𝑖 − 𝑦𝑗∥2𝑺𝑏
𝑖𝑗 =

1

2

𝑛∑
𝑖,𝑗=1

∥𝑾T𝑥𝑖 −𝑾T𝑥𝑗∥2𝑺𝑤
𝑖𝑗−

1

2

𝑛∑
𝑖,𝑗=1

∥𝑾T𝑥𝑖 −𝑾T𝑥𝑗∥2𝑺𝑏
𝑖𝑗 =

Tr{𝑾T𝑿(𝑫𝑤 − 𝑺𝑤)𝑿T𝑾 }−
Tr{𝑾T𝑿(𝑫𝑏 − 𝑺𝑏)𝑿T𝑾 } =

Tr{𝑾T𝑿𝑳𝑤𝑿T𝑾 } − Tr{𝑾T𝑿𝑳𝑏𝑿T𝑾 }. (7)

为了避免尺度化因素影响, 对特征权重矩阵增加

正交约束, 即𝑾T𝑾 = 𝑰 . 从而融合流形鉴别散度差

的目标函数为

min
𝑾T𝑾=𝑰

Tr{𝑾T𝑿𝑳𝑤𝑾T𝑾 }−Tr{𝑾T𝑿𝑳𝑏𝑿T𝑾 }.
(8)

为了突出特征选择结果、减少特征冗余信息, 对

特征权重矩阵𝑾 增加𝐿2,1 范数约束. 因此, MDFS算

法最终的目标函数为

min
𝑾T𝑾=𝑰

Tr{𝑾T𝑿𝑳𝑤𝑿T𝑾 } −

Tr{𝑾T𝑿𝑳𝑏𝑿T𝑾 }+ 𝜀∥𝑾 ∥2,1, (9)

其中 𝜀表示稀疏约束参数.

2.3 MDFS目目目标标标函函函数数数求求求解解解

由于𝐿2,1 范数约束的影响, MDFS算法目标函数

(9)并非平滑可导, 目标函数极值无法直接获得. 本

文采用Nie等[12]提出的一种引入中间变量迭代求解

𝐿2,1范数约束的方法. 式 (9)对应的拉格朗日函数为

𝐽(𝑾 ) =

Tr{𝑾T𝑿𝑳𝑤𝑿T𝑾 } − Tr{𝑿T𝑿𝑳𝑏𝑿T𝑾 }+
𝜀∥𝑾 ∥2,1 − ΛTr{𝑾T𝑾 − 𝑰}. (10)

将式 (10)对𝑾 求导, 并将导数置为 0, 可以得到

∂𝐽(𝑾 )

∂𝑾
= 2𝑿𝑳𝑤𝑿T𝑾 − 2𝑿𝑳𝑏𝑿T𝑾+

2𝜀𝑼𝑾 − 2Λ𝑾 = 0, (11)

其中中间变量矩阵𝑼 为对角矩阵, 对角线元素

𝑢𝑖𝑖 = 1/2∥𝑤𝑖∥2. (12)

式 (12)可以简化为

(𝑿𝑳𝑤𝑿T −𝑿𝑳𝑏𝒙T + 𝜀𝑼)𝑾 = Λ𝑾 . (13)

从式 (13)可以发现, 当样本维度较小, 也即当 𝑑 < 𝑛

时, 如果矩阵𝑼 已知, 则对矩阵 (𝑿𝑳𝑤𝑿T −𝑿𝑳𝑏𝑿T

+ 𝜀𝑼)进行特征值分解可以获得𝑾 , 而当𝑾 已知时

又可以根据式 (12)求得𝑼 . 因此本文采用这种迭代求

取方式进行特征权重优化.

当样本维度较高, 𝑑 > 𝑛时, 会产生高维小样本问

题, 对式 (13)中的矩阵进行特征值分解较为复杂且耗

时. 因此, 本文对目标函数进行相应变换, 通过谱回归

逆向求解. 如果排除𝐿2,1 范数约束项, 则式 (9)的求解

方式等价于求解广义特征方程

𝑿𝑳𝑤𝑿T𝑾 = Λ𝑿𝑳𝑏𝑿T𝑾 (14)

的特征值. 该方程可以通过经典的谱回归理论[11]进行

变换求解.

定理 1 假设矩阵𝒀 ∈ 𝑹𝑛×𝑟 的每一列为特征方

程𝑾 𝑦 = 𝜆𝑫𝑦对应的特征向量. 如果存在矩阵𝑺 ∈
𝑹𝑑×𝑟 使得𝑿T𝑺 = 𝒀 , 则矩阵𝑺的每一列为特征方

程𝑿𝑾𝑿T𝑠 = 𝜆𝑿𝑫𝑿T𝑠的相同特征值𝜆对应的特

征向量.

证证证明明明 根据定义有

𝑿𝑾𝑿T𝑠 = 𝑿𝑾 𝑦 = 𝑿𝜆𝑫𝑦 = 𝜆𝑿𝑫𝑿T𝑠.

定理成立. □

根据定理 1, 可以将式 (10)的特征方程求解任务

拆分成两步进行:

1) 首先计算特征方程

𝑳𝑤𝒀 = Λ𝑳𝑏𝒀 (15)

的特征向量, 得到低维投影样本𝒀 ;

2) 找到𝑾 , 使得 ∥𝑾T𝑿 − 𝒀 ∥22 尽量小.



第 7 期 钱 彬等: 基于流形鉴别信息的特征选择及其结构化稀疏表示 1275

当得到低维投影样本𝒀 后, 可以再增加特征权

重矩阵的𝐿2,1 范数实现结构化稀疏约束, 因此MDFS

的目标函数 (9)可以转换为

min ∥𝑾T𝑿 − 𝒀 ∥22 + 𝜀∥𝑾 ∥2,1. (16)

其求解过程与式 (11)类似, 对𝑾 进行求导并置为 0

后得到

𝑾 = (𝑿𝑿T + 𝜀𝑼)−1𝑿𝒀 T. (17)

从式 (13)可看出, 依然可以通过迭代方式求解𝑼 和

𝑾 , 使得目标函数逐步下降.

总结本文提出的MDFS算法具体实现如下.

输入: 样本集𝑿 = [𝑥1, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑛] ∈ 𝑹𝑑×𝑛, 稀疏

化参数 𝜀;

输出: 排序过后的特征权重向量 𝑓 ∈ 𝑹𝑑.

Step 1: 迭代次数 𝑡初始化为 0, 中间变量𝑼 初始

值设为单位矩阵, 即𝑼0 = 𝑰 ∈ 𝑹𝑑×𝑑.

Step 2: 根据式 (5)和 (6)构造类内和类间近邻矩

阵𝑺𝑤、𝑺𝑏, 并计算其对应的拉普拉斯矩阵𝑳𝑤、𝑳𝑏. 如

果 𝑑 > 𝑛, 则根据式 (15)计算低维投影样本𝒀 .

Step 3: 如果 𝑑 > 𝑛, 则计算特征方程

(𝑿𝑳𝑤𝑿T −𝑿𝑳𝑏𝑿T + 𝜀𝑼𝑡)𝑾 = Λ𝑾

对应的特征向量, 得到𝑾𝑡+1; 如果 𝑑 ⩽ 𝑛, 则按照式

(17)𝑾𝑡+1 = (𝑿𝑿T + 𝜀𝑼)−1𝑿𝒀 T 计算得到𝑾𝑡+1.

Step 4: 根据当前𝑾𝑡+1 和式 (12)计算𝑼𝑡+1, 令 𝑡

= 𝑡+ 1. 重复执行Step 3和Step 4直至收敛.

Step 5: 根据 ∥𝑤𝑖
𝑡∥2 的大小对特征权重向量 𝑓 进

行排序.

2.4 MDFS算算算法法法收收收敛敛敛性性性证证证明明明

上一节求解了MDFS算法目标函数的更新规则,

本节将证明MDFS算法在更新规则下收敛. 为了证明

MDFS收敛, 从目标函数 (9)考虑. 由于𝑳𝑤 和𝑳𝑏 为对

称矩阵, 可以得到

Tr{𝑾T𝑿𝑳𝑤𝑿T𝑾 } − Tr{𝑾T𝑿𝑳𝑏𝑿T𝑾 } =

Tr{𝑾T𝑿(𝑳𝑤 −𝑳𝑏)𝑿T𝑾 } ⩾ 0.

因此, 可以看出目标函数 (9)拥有一个松弛下界 0, 接

下来需要证明MDFS在更新规则下非递增即可证明

算法收敛.

定理 2 目标函数 (9)在更新规则 (12)和 (13)下

是非增函数.

证证证明明明 根据定义有: 由线性鉴别分析理论和式

(13)可以得到

𝑾𝑡 = arg min
𝑾T𝑾=𝑰

Tr{𝑾T
𝑡−1(𝑿𝑳𝑤𝑿T−

𝑿𝑳𝑏𝑿T + 𝜀𝑼𝑡)𝑾𝑡−1}. (18)

从而有

Tr{𝑿T
𝑡 (𝑿𝑳𝑤𝑿T −𝑿𝑳𝑏𝑿T + 𝜀𝑼𝑡)𝑾𝑡} ⩽

Tr{𝑾T
𝑡−1(𝑿𝑳𝑤𝑿T −𝑿𝑳𝑏𝑿T + 𝜀𝑼𝑡)𝑾𝑡−1} ⇒

Tr{𝑾T
𝑡 (𝑿𝑳𝑤𝑿T −𝑿𝑳𝑏𝑿T)𝑾𝑡}+

𝜀

𝑑∑
𝑖=1

∥𝑤𝑖
𝑡∥22

2∥𝑤𝑖
𝑡−1∥2

⩽

Tr{𝑾T
𝑡−1(𝑿𝑳𝑤𝑿T −𝑿𝑳𝑏𝑿T)𝑾𝑡−1}+

𝜀

𝑑∑
𝑖=1

∥𝑤𝑖
𝑡−1∥22

2∥𝑤𝑖
𝑡−1∥2

⇒

Tr{𝑾T
𝑡 (𝑿𝑳𝑤𝑿T −𝑿𝑳𝑏𝑿T)𝑾𝑡}+ 𝜀

𝑑∑
𝑖=1

∥𝑤𝑖
𝑡∥2−

𝜀
{ 𝑑∑

𝑖=1

∥𝑤𝑖
𝑡∥2 −

𝑑∑
𝑖=1

∥𝑤𝑖
𝑡∥22

2∥𝑤𝑖
𝑡−1∥2

}
⩽

Tr{𝑾T
𝑡−1(𝑿𝑳𝑤𝑿T −𝑿𝑳𝑏𝑿T)𝑾𝑡−1}+

𝜀

𝑑∑
𝑖=1

∥𝑤𝑖
𝑡−1∥2 − 𝜀

{ 𝑑∑
𝑖=1

∥𝑤𝑖
𝑡∥2 −

𝑑∑
𝑖=1

∥𝑤𝑖
𝑡−1∥22

2∥𝑤𝑖
𝑡−1∥2

}
.

根据文献 [12], 如下式成立:
𝑑∑

𝑖=1

∥𝑤𝑖
𝑡∥2 −

𝑑∑
𝑖=1

∥𝑤𝑖
𝑡∥22

2∥𝑤𝑖
𝑡−1∥2

⩽

𝑑∑
𝑖=1

∥𝑤𝑖
𝑡−1∥2 −

𝑑∑
𝑖=1

∥𝑤𝑖
𝑡−1∥22

2∥𝑤𝑖
𝑡−1∥2

, (19)

且根据式 (2)有
𝑑∑

𝑖=1

∥𝑤𝑖
𝑡∥2 = ∥𝑊∥2,1, (20)

即矩阵𝑾 的𝐿2,1 范数为各行向量𝐿2 范数之和, 则可

以得到

Tr{𝑾T
𝑡 𝑿𝑳𝑤𝑿T𝑾𝑡}−

Tr{𝑾T
𝑡 𝑿𝑳𝑏𝑿T𝑾𝑡}+ 𝜀∥𝑾𝑡∥2,1 ⩽

Tr{𝑾T
𝑡−1𝑿𝑳𝑤𝑿T𝑾𝑡−1}−

Tr{𝑾T
𝑡−1𝑿𝑳𝑏𝑿T𝑾𝑡−1}+ 𝜀∥𝑾𝑡−1∥2,1. (21)

定理成立. □

定理 3 目标函数 (16)在更新规则 (12)和 (17)

下是非增函数.

证证证明明明 当𝑼𝑡 已知时, 易知𝑾𝑡 为

min ∥𝑾T𝑿 − 𝒀 ∥22 + 𝜀Tr{𝑾T𝑼𝑡𝑾 } (22)

的最优解, 即
𝑾𝑡 = argmin ∥𝑾T

𝑡−1𝑿 − 𝒀 ∥22 + 𝜀Tr{𝑾T
𝑡−1𝑼𝑡𝑾𝑡−1}.

(23)

从而有

∥𝑾T
𝑡 𝑿 − 𝒀 ∥22 + 𝜀Tr{𝑾T

𝑡 𝑼𝑡𝑾𝑡−1} ⩽
∥𝑾T

𝑡−1𝑿 − 𝒀 ∥22 + 𝜀Tr{𝑾T
𝑡−1𝑼𝑡𝑾𝑡−1} ⇒

∥𝑾T
𝑡 𝑿 − 𝒀 ∥22 + 𝜀

𝑑∑
𝑖=1

∥𝑤𝑖
𝑡∥22

2∥𝑤𝑖
𝑡−1∥2

⩽

∥𝑾T
𝑡−1𝑿 − 𝒀 ∥22 + 𝜀

𝑑∑
𝑖=1

∥𝑤𝑡
𝑡−1∥22

2∥𝑤𝑖
𝑡−1∥2

⇒

∥𝑾T
𝑡 𝑿 − 𝒀 ∥22 + 𝜀

𝑑∑
𝑖=1

∥𝑤𝑖
𝑡∥2−
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𝜀
{ 𝑑∑

𝑖=1

∥𝑤𝑖
𝑡∥2 −

𝑑∑
𝑖=1

∥𝑤𝑖
𝑡∥22

2∥𝑤𝑖
𝑡−1∥2

}
⩽

∥𝑾T
𝑡−1𝑿 − 𝒀 ∥22 + 𝜀

𝑑∑
𝑖=1

∥𝑤𝑖
𝑡−1∥2−

𝜀
{ 𝑑∑

𝑖=1

∥𝑤𝑖
𝑡−1∥2 −

𝑑∑
𝑖=1

∥𝑤𝑖
𝑡−1∥22

2∥𝑤𝑖
𝑡−1∥2

}
.

同理, 由式 (2)和 (9)可以得到

∥𝑾T
𝑡 𝑿 − 𝒀 ∥22 + 𝜀∥𝑾𝑡∥2,1 ⩽

∥𝑾T
𝑡−1𝑿 − 𝒀 ∥22 + 𝜀∥𝑾𝑡−1∥2,1. (24)

定理成立. □

由定理 1和定理 2可知, MDFS算法的目标函数

在更新规则下是非增的, 又因为目标函数拥有松弛下

界 0, 因此MDFS算法收敛.

3 实实实验验验结结结果果果与与与分分分析析析

特征选择是模式识别领域的重要研究内容之

一, 为了有效验证本文所提方法的有效性和普适性,

需要采用模式识别领域的常用数据库进行验证, 而

图像和语音一直是模式识别领域的重点研究对象,

因此采用 3个公开的权威数据库进行算法分析来进

行综合验证. 本节重点评估MDFS算法在ORL库、

COIL20库、Isolet1库上的实验效果, 并与VAR算法、

LS算法、TRC算法、MCFS算法在相同数据库上的结

果进行比较, 统一使用𝐾均值聚类算法对所选择的特

征进行准确率 (AC)和归一化互信息 (NMI)评价[11].

3.1 数数数据据据集集集介介介绍绍绍

本文在人脸库ORL、图像库COIL20和语音库

Isolet1上进行实验.

1) ORL: 由 40个人的人脸图像组成, 每人 10幅,

每幅图像光照、面部表情 (睁眼或闭眼, 笑或不笑)、面

部细节 (戴眼镜或不戴眼镜)不相同. 将 400幅图像归

一化为 32 × 32, 样本个数小于特征维数, 如图 1(a)所

示;

2) COIL20: 由 20个真实物体组成, 每个物体包

含 72幅不同角度拍摄的图像, 图像大小 32× 32, 样本

个数大于特征维数, 如图 1(b)所示;

3) Isolet1: 30人对 26个英文字母各读两遍, 每次

获取 617维的语音特征作为字母样本, 样本个数大于

特征维数.

ORL库、COIL20库和 Isolet1库的具体数据描述

如表 1所示.

表 1 数据描述

数据集 样本数 属性数 类别数

ORL 400 1 024 40

COIL20 1 440 1 024 20

Isolet1 1 560 617 26

(a) ORL!" #$%&'

(b) COIL20!" %&'

图 1 数据集示例

3.2 实实实验验验结结结果果果

把数据集提供的类别标签和使用聚类算法得到

的类别标签比较后进行算法评估. 图 2∼图 4分别描

述了 5种算法在ORL库、COIL20库、Isolet1库上聚

类的准确率和归一化互信息. 为了验证本文算法在数

据降维上的有效性, 与采用所有特征 (All Features)同

时进行实验对比. 横坐标表示所选特征数, 取前 100个

特征组成最优特征子集对算法进行验证.
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图 2 在ORL库上聚类的AC和NMI



第 7 期 钱 彬等: 基于流形鉴别信息的特征选择及其结构化稀疏表示 1277

(a) !"#

0.4

0.6

0.8

10 40 70 100

a
c
c
u

ra
c
y

number of features

(b) $%&'()

0.5

0.7

0.9

10 40 70 100

n
o
rm

al
iz

ed
m

u
tu

al
in

fo
rm

at
io

n

number of features

VAR
LS

TRC
MCFS

All Features
MDFS

VAR
LS

TRC
MCFS

All Features
MDFS

图 3 在COIL20库上聚类的AC和NMI
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图 4 在 Isolet1库上聚类的AC和NMI

从图 2∼图 4可以看出, MDFS算法的平均AC

和NMI高于其他几种算法. 即使采用前 100个特征,

通过本文提出的MDFS算法也可以达到与采用All

Features的相似或更优越的效果. 表 2和表 3详细列出

了各算法在数据库上的最高AC和NMI的大小.

表 2 聚类实验AC对比 %

数据库 VAR LS TRC MCFS All Features MDFS

ORL 43.2 35.5 53.7 58.1 57.2 60.1

COIL20 57.4 55.6 69.9 68.5 66.3 74.2

Isolet1 52.1 55.9 62.9 62.8 60.1 67.1

表 3 聚类实验NMI对比 %

数据库 VAR LS TRC MCFS All Features MDFS

ORL 65.3 57.7 73.6 75.4 74.3 77.3
COIL20 67.8 67.3 75.8 77.3 76.0 80.1
Isolet1 71.1 69.0 73.7 72.3 76.0 77.1

由表 2和表 3可以看出, 在 3个数据库上, 本文算

法的最高识别率AC和最高归一化信息NMI也超过

其他几种算法. 另外, 在 3个数据库上可以看出, 采用

了类别标签信息的TRC算法和采用了稀疏局部保持

的MCFS算法整体性能优于VAR和LS算法.

3.3 参参参数数数选选选择择择

MDFS模型中需要确定结构化稀疏参数 𝜀, 为了

获得最优 𝜀参数, 并且考察其对聚类结果的影响, 本文

通过区间搜索方式在ORL、COIL20、Isolet1库上进行

参数实验评估. 图 5表示, 随着 𝜀增加, MDFS算法在

各数据库上最优AC的变化曲线, 同时以All Features

作为基准, 验证 𝜀增加时MDFS算法的降维有效性. 从

实验结果可以看出: 当 𝜀取值较小时, 对应的AC较

小, 无法达到All Features的实验结果; 当 𝜀取值在 100

∼ 600之间时, 在 3个数据库上的实验结果较为理想;

而当 𝜀取值较大时, AC呈现下降趋势.
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图 5 稀疏化参数评估
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3.4 结结结果果果分分分析析析

由 3.2节和 3.3节的实验结果可以得到如下结论:

1) 采用聚类算法进行性能评估时, 本文提出的

MDFS算法优于其他几种特征选择算法. 随着特征数

的增加, 各算法聚类性能并不总是增加, 说明特征之

间存在冗余. 在前 100个特征内, 本文算法可以达到

与采用所有特征 (All Features)相似或更超越的实验

结果, 验证了算法降维的有效性.

2) LS算法虽然考虑了样本几何流形结构, 但是

由于其选择特征的方式为启发式逐个选取的策略,

不能保证特征子集最优, 因此其算法有效性不高.

MCFS和TRC算法在 3个数据库上的聚类性能较高,

原因在于MCFS算法在保持样本局部流形结构的基

础上加入了𝐿1 范数约束, 采用特征融合方式选取特

征子集; TRC算法利用了样本标签信息进行特征子集

选择. 而本文提出的MDFS算法融合了两种算法的优

点, 通过样本标签构造类内和类间流形, 同时采用结

构化稀疏约束降低了样本特征冗余, 提高了特征鉴别

能力.

3) 当稀疏化参数 𝜀较小时, 在目标函数中结构化

稀疏项所占比重较少, 无法有效降低特征间冗余信息,

聚类效果较差; 而当 𝜀过大时, 流形散度差所占比重

降低, 也即样本标签信息无法得到有效利用, 同样会

使得聚类性能降低. 本文通过区间搜索方式选择稀疏

正则项参数, 使得标签信息和特征冗余信息达到最优

平衡.

4 结结结 论论论

本文提出的MDFS算法通过标签信息刻画数据

类内和类间流形结构, 以流形散度差为准则构造目标

函数, 增强了特征鉴别能力, 同时对特征权重矩阵加

以𝐿2,1 范数约束, 形成特征竞争, 以减少特征冗余信

息. 文中给出了MDFS模型的迭代求解算法、收敛性

证明以及参数选择分析, 并在ORL库、COIL20库和

Isolet1库上进行实验. 从实验结果可知, MDFS算法

的准确率和归一化互信息明显优于VAR、LS、TRC、

MCFS算法,说明了MDFS算法的有效性. 但是, MDFS

模型中稀疏化参数 𝜀需要通过区间搜索得到最优值,

因此如何自适应地选择参数是今后研究的重点方向

之一.
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