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摘 要: 考虑一类不受控离散事件驱动不确定约束线性切换系统,提出具有任意切换特性的约束优化控制策略.引

入有限时域性能函数,定义约束最优控制问题.为降低控制器的在线计算量,通过参数化方法压缩最优控制问题决策

变量的维数. 应用公共Lyapunov函数和控制Lyapunov函数理论建立的闭环切换系统,具有对不确定扰动和不受控

切换信号的渐近稳定性和逆最优性. 最后通过算例仿真验证了结果的有效性.
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Abstract: The optimization control scheme with the arbitrary switching feature is proposed for a class of switched linear

uncertain systems driven by uncontrollable discrete-events. By using a finite horizon cost function, a constrained optimal

control problem is defined. In order to reduce the computational load of controllers, the parameterization method is used to

compress the decision variables of the optimization problem. By using the theory of common Lyapunov function and the

control Lyapunov function, the closed-loop switched system is shown to be asymptotically stable and inversely optimal with

respect to the uncertainty and the uncontrollable switching signal. An example is used to the effectiveness of the results

obtained.
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0 引引引 言言言

切换系统能有效地描述复杂过程的动态特性,是

当前控制理论与应用研究的热点课题[1-4]. 在实际中,

切换系统通常受到不确定扰动影响,如建模误差、参

数摄动等. 这些不确定扰动可能会恶化在标称系统下

设计的控制器性能,以及闭环系统的稳定性[5-6]. 目前

国内外相关学者开展了不确定切换系统的鲁棒控制

研究,取得了一系列研究成果[5-12].

现有这些鲁棒性成果主要考虑受控切换的不确

定系统,但在实际中也存在一大类由外部输入信号触

发切换的不确定系统,其切换信号通常由外部不受控

事件生成,具有自主任意切换特性[1-2],可用于描述电

网储能功率均衡过程、发动机动力系统等[13-15]. 针对

这类切换信号作用下的不确定切换系统,文献 [16]等

利用公共Lyapunov函数和线性矩阵不等式技术设计

了状态反馈保性能控制器;而文献 [17]考虑不确定参

数范数有界离散切换广义系统,给出了保证有限时间

稳定的状态反馈控制器设计方法.

另一方面,由于执行装置存在物理极限,控制系

统通常受到各种状态和控制的约束. 这些约束条件将

限制系统的运行区域和控制器的执行范围[18],降低了

控制器的性能.相比非切换系统的约束控制研究,目

前切换 (不确定)系统的约束控制更多集中于执行器

的饱和控制研究, 如文献 [19]利用多Lyapunov函数

方法设计了切换系统的抗饱和切换控制器; 而文献

[20]考虑了一类执行器饱和约束的受限切换离散系

统的鲁棒镇定控制问题,给出了一种状态反馈控制器

设计方法.
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本文考虑一类具有状态和输入约束的不受控离

散事件驱动不确定约束线性切换系统, 设计具有鲁

棒稳定性保证的切换优化控制器. 在文献 [12]的成

果基础上, 引入有限时域性能函数, 定义约束最优控

制问题.为降低控制器的在线计算量, 通过参数化方

法压缩最优控制问题决策变量的维数, 进而实现不

确定约束线性切换系统的切换优化控制. 应用公共

Lyapunov函数[1-2]和控制Lyapunov函数理论[21-22]建

立的闭环切换系统, 具有对不确定扰动和不受控切

换信号的渐近稳定性、逆最优性和扇形裕度 (0.5, ∞).

最后通过DC-DC切换控制的仿真验证了理论结果的

有效性和实用性.

1 系系系统统统描描描述述述

考虑连续时间不确定线性切换系统

𝑥̇(𝑡) = 𝐴𝜎(𝑡)𝑥(𝑡) +𝐵𝜎(𝑡)𝑢(𝑡) +𝐺𝜎(𝑡)𝑤(𝑡). (1)

其中: 系统状态𝑥(𝑡) ∈ 𝑅𝑛; 控制输入𝑢(𝑡) ∈ 𝑅𝑚; 不

确定输入𝑤(𝑡) ∈ 𝑅𝑟; 分段常数切换信号𝜎 : 𝑅+ →
𝑀,𝑀 = {1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑙}为有界指标集, 𝑙 ⩾ 1为已知整

数; 矩阵𝐴𝑝、𝐵𝑝和𝐺𝑝 (𝑝 ∈ 𝑀 )为恰当维数的常数矩

阵. 假设系统 (𝐴𝑝, 𝐵𝑝) (𝑝 ∈ 𝑀 )能控而且状态可测,进

一步,假设在有限时间段内切换次数有限,且系统在

切换瞬间无状态跳变.

考虑切换系统 (1)的状态和控制约束

𝑥(𝑡) ∈ 𝑋, 𝑢(𝑡) ∈ 𝑈, ∀𝑡 ⩾ 0, (2)

其中𝑋 ⊂ 𝑅𝑛和𝑈 ⊂ 𝑅𝑚是内含原点的紧凸集. 对切

换系统 (1),假设不确定扰动𝑤(𝑡)满足

𝑤(𝑡) ∈ 𝑊 = {𝑤 ∈ 𝑅𝑟 : ∥𝑤∥ ⩽ 𝑛(𝑥)}, 𝑡 ⩾ 0, (3)

其中𝑛(𝑥) ⩾ 0是关于𝑥的连续函数. 显然, 函数𝑛(𝑥)

刻画了切换系统 (1)的扰动上界. 如果扰动𝑤(𝑡)满足

条件 (3),则称𝑤(𝑡)为容许扰动.

考虑切换系统 (1),定义如下有限时域目标函数:

𝐽(𝑥(𝑡𝑘), 𝑢(𝑡𝑘; 𝑡𝑁 )) =
w 𝑡𝑘+𝑡𝑁

𝑡𝑘
𝐿(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡))d𝑡. (4)

其中: 预测时域 𝑡𝑁为采样周期 𝛿的整数倍, 即 𝑡𝑁 =

𝑁𝛿;性能函数𝐿(𝑥, 𝑢)是关于 (𝑥, 𝑢)的正定函数; 𝑢(𝑡𝑘;

𝑡𝑁 )是在区间 [𝑡𝑘, 𝑡𝑘 + 𝑡𝑁 )上的控制输入. 本文目标是

通过极小化目标函数 (4),设计系统 (1)的一个状态反

馈控制律𝑢(𝑡) = 𝜋(𝑥(𝑡)),使闭环切换系统在不受控离

散事件驱动下对容许扰动 (3)是渐近稳定的.

定定定义义义 1 考虑不确定切换系统 (1)和 (3),如果存

在一个对称正定矩阵𝑃 > 0满足

𝑥T𝑃𝐵𝑝 = 0 ⇒
{

𝑥T𝑃𝐴𝑝𝑥+ 𝑛(𝑥)∥𝑥T𝑃𝐺𝑝∥ < 0,

∀𝑥 ∕= 0, ∀𝑝 ∈ 𝑀,

(5)

则函数𝑉 (𝑥) = 𝑥T𝑃𝑥称为该系统的公共鲁棒控制

Lyapunov函数 (CRCLF)[12].

定定定义义义 2 考虑系统 (1)和 (3)的鲁棒镇定控制律

𝑢=𝜋(𝑥),如果对任意连续扇形函数𝜙(𝑠)=diag{𝜙1(𝑠),

⋅ ⋅ ⋅ , 𝜙𝑚(𝑠)},即 ∀𝑠 ∕= 0, 𝑎𝑠2 < 𝑠𝜙𝑖(𝑠) < 𝑏𝑠2, 0 < 𝑎 <

𝑏, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚,闭环系统 𝑥̇ = 𝐴𝜎𝑥 + 𝐵𝜎𝜙(𝜋(𝑥)) +

𝐺𝜎𝑤对容许扰动𝑤仍然全局渐近稳定, 则控制律

𝜋(𝑥)对𝑤具有鲁棒扇形裕度 (𝑎, 𝑏)[12].

注注注 1 CRCLF和鲁棒扇形裕度分别是CLF和

扇形裕度概念[21]在不确定切换系统中的推广. 如果

已知系统 (1)和 (3)的CRCLF, 则存在如下切换控制

律[12]:

𝜋(𝑥) = 𝑢𝜎(𝑥, 𝜃) = −𝜅𝜎(𝑥, 𝜃)𝛽
T
𝜎 . (6)

其中: 可调参数 𝜃 = (𝜃1, 𝜃2) ∈ 𝐷 = (0, 𝐷1] × (0, 𝐷2],

𝐷1和𝐷2为有限正数;增益

𝜅𝜎(𝑥, 𝜃) =

⎧⎨⎩
𝛼𝜎 + 𝜃1

√
𝛼2
𝜎 + 𝜃2∥𝛽𝜎∥4

∥𝛽𝜎∥2 , 𝛽𝜎 ∕= 0;

0, 𝛽𝜎 = 0;

𝛼𝜎 = 2𝑥T𝑃𝐴𝜎𝑥+𝑛(𝑥)∥𝛾𝜎(𝑥)∥, 𝛽𝜎 = 2𝑥T𝑃𝐵𝜎和 𝛾𝜎 =

2𝑥T𝑃𝐺𝜎.由文献 [12]可知,闭环切换系统 (1)和 (6)在

不考虑约束 (2)时对容许扰动 (3)是渐近稳定的,并且

调整参数 𝜃可影响闭环切换系统趋于平衡点的速率,

但没有给出调整 𝜃的方法及对应闭环系统性能 (如稳

定性)的分析.

2 切切切换换换优优优化化化控控控制制制器器器设设设计计计

考虑系统 (1)∼ (3),令𝑥(𝑡∣𝑡𝑘)和𝑢(𝑡∣𝑡𝑘)分别是时
段 [𝑡𝑘, 𝑡𝑘 + 𝑡𝑁 )内的预测状态变量和控制输入, 且

𝑥(𝑡𝑘∣𝑡𝑘) = 𝑥(𝑡𝑘); 𝜃(𝑡𝑘; 𝑡𝑁 )是该时段内的分段右连续

函数. 由于连续函数在时间轴上是无穷维的,对 𝜃(𝑡𝑘;

𝑡𝑁 )做固化处理,有

𝜃(𝑡∣𝑡𝑘) = 𝜃(𝑡𝑘), ∀𝑡 ∈ [𝑡𝑘, 𝑡𝑘 + 𝑡𝑁 ), (7)

其中 𝜃(𝑡𝑘) ∈ 𝐷为未来时段内的优化变量. 此时,

𝜃(𝑡𝑘; 𝑡𝑁 )与预测时域和控制输入的维数无关, 从而

方便求解计算.因为在预测过程中系统的模态可能变

化但未来的模态不能检测,预测信息无法确定. 因此,

考虑到在线优化的计算量和滚动优化原理,假设在一

次预测过程中系统的模态不发生改变,即

𝑢(𝑡∣𝑡𝑘) = 𝑢𝜎(𝑡𝑘)(𝑥(𝑡∣𝑡𝑘), 𝜃(𝑡𝑘)), ∀𝑡 ∈ [𝑡𝑘, 𝑡𝑘 + 𝑡𝑁 ).

(8)

此时,目标函数 (4)简写为

𝐽(𝑥(𝑡𝑘), 𝜃(𝑡𝑘)) =
w 𝑡𝑘+𝑡𝑁

𝑡𝑘
𝐿(𝑥(𝑡∣𝑡𝑘), 𝑢(𝑡∣𝑡𝑘))d𝑡. (9)

考虑不确定切换系统 (1)的标称模型

𝑥(𝑡) = 𝐴𝜎(𝑡)𝑥(𝑡) +𝐵𝜎(𝑡)𝑢(𝑡), 𝑥(0) = 𝑥0, (10)

以及目标函数 (9),定义如下有限时域最优控制问题:

min
𝜃(𝑡𝑘)∈𝐷

𝐽(𝑥(𝑡𝑘), 𝜃(𝑡𝑘));
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s.t. 𝑥̇(𝑡∣𝑡𝑘) = 𝐴𝜎(𝑡𝑘)𝑥(𝑡∣𝑡𝑘) +𝐵𝜎(𝑡𝑘)𝑢(𝑡∣𝑡𝑘),
𝑢(𝑡∣𝑡𝑘) = −𝜅𝜎(𝑡𝑘)(𝑥(𝑡∣𝑡𝑘), 𝜃(𝑡𝑘))𝛽T

𝜎(𝑡𝑘)
(𝑥(𝑡∣𝑡𝑘)),

𝑥(𝑡∣𝑡𝑘) ∈ 𝑋, 𝑢(𝑡∣𝑡𝑘) ∈ 𝑈, 𝑥(𝑡𝑘∣𝑡𝑘) = 𝑥(𝑡𝑘),

∀𝑡 ∈ [𝑡𝑘, 𝑡𝑘 + 𝑡𝑁 ), 𝑘 = 0, 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ . (11)

其中𝑥(𝑡𝑘)为当前采样时刻 𝑡𝑘的测量状态.

在优化问题 (11)中, 预测状态𝑥(𝑡∣𝑡𝑘)由标称模
型 (10)预测得到, 没有考虑扰动对预测状态的影响.

因此, 基于标称模型的预测状态满足约束并不等于

实际系统的状态仍然满足约束; 同理, 基于状态反馈

的预测控制量也不一定满足实际系统的约束.如果优

化问题 (11)优化可行,则应用序列二次规划算法、遗

传算法等非线性数值算法求解 𝜃(𝑡𝑘). 令 𝜃(𝑡𝑘)
∗为优

化问题 (11)的一个最优解, 则根据滚动时域控制原

理[23-24],定义采样时刻 𝑡𝑘的切换优化控制律

𝑢(𝑡)∗ = 𝑢𝜎(𝑡𝑘)(𝑥(𝑡), 𝜃(𝑡𝑘)
∗), ∀𝑡 ∈ [𝑡𝑘, 𝑡𝑘+1). (12)

下面先给出切换优化控制律 (12)的设计算法,再

证明其优化可行性和鲁棒性能.

切换控制律滚动优化设计算法如下:

1)给定𝐷、𝐿(𝑥, 𝑢)和 𝑡𝑁 ,令 𝑘 = 0及 𝑡0 = 0;

2)测量 𝑡𝑘时刻系统状态量𝑥(𝑡𝑘);

3)在线检测起作用模态,令𝜎(𝑡𝑘) = 𝑝, 𝑝 ∈ 𝑀 ,求

解优化问题 (11),得最优解 𝜃(𝑡𝑘)
∗;

4)计算当前时刻控制量 (12),并输入系统 (1);

5)令 𝑘 := 𝑘 + 1,返回 2).

注注注 2 基于上述算法设计的控制律 (12)具有如

下特点: 𝜃(𝑡𝑘)
∗是𝑥(𝑡𝑘)的函数; 调整𝐿(𝑥, 𝑢)和 𝑡𝑁可

实现参数 𝜃的最优整定;优化问题 (11)的决策变量维

数与被控系统的维数无关.

定定定义义义 3 如果变量 𝜃(𝑡𝑘)满足优化问题 (11)的所

有约束,则称 𝜃(𝑡𝑘)为该优化问题的一个可行解,同时

称优化问题 (11)在时刻 𝑡𝑘是优化可行的或可行的.

定定定义义义 4 考虑系统 (1)及集合𝑆 ⊆ 𝑅𝑛和控制律

𝑢(𝑡) ∈ 𝑈 , 如果闭环系统的解𝑥(𝑡;𝑥0, 𝑢(𝑠), 𝑤(𝑠)) ∈
𝑆, ∀𝑡 ⩾ 0, 𝑤(𝑠) ∈ 𝑊, 0 ⩽ 𝑠 ⩽ 𝑡,则𝑆称为该闭环系统

的鲁棒不变集.

定定定 理理理 1 令 系 统 (1)∼ (3)的CRCLF𝑉 (𝑥) =

𝑥T𝑃𝑥, 则存在鲁棒不变集𝑆 ⊆ 𝑋 , 对任意初始状态

𝑥(𝑡𝑘) ∈ 𝑆,优化问题 (11)在时刻 𝑡𝑘是优化可行的.

证证证明明明 定义函数𝑉 (𝑥)的水平集𝑆(𝑐)={𝑥 ∈ 𝑅𝑛 :

𝑉 (𝑥) ⩽ 𝑐, 𝑐 > 0} ⊆ 𝑋 , 使其满足𝑢(𝑥, 𝜃) ∈ 𝑈,∀𝑥 ∈
𝑆(𝑐), 𝜃 ∈ 𝐷. 因为𝑋和𝑈分别是包含原点为内点的紧

凸集, 且除原点外控制律𝑢(𝑥, 𝜃)是连续的, 所以至少

存在一个 𝑐 > 0使𝑆(𝑐)存在.

令𝑆 = 𝑆(𝑐)和 𝜃𝑘 = 𝜃(𝑡𝑘). 考虑状态𝑥(𝑡𝑘) ∈ 𝑆,

存在参数 𝜃𝑘 ∈ 𝐷使切换控制律𝑢(𝑥(𝑡), 𝜃𝑘) ∈ 𝑈 . 考虑

容许扰动 (3),当 𝛽𝜎(𝑡)(𝑥) = 0时,有

𝑉̇ (𝑥(𝑡)) ⩽ 𝛼𝜎(𝑡)(𝑥(𝑡)) < 0, ∀𝑡 ∈ [𝑡𝑘, 𝑡𝑘+1); (13)

当 𝛽𝜎(𝑡)(𝑥) ∕= 0时,对 ∀𝑡 ∈ [𝑡𝑘, 𝑡𝑘+1),有

𝑉̇ (𝑥(𝑡)) ⩽ −𝜃1,𝑘

√
𝛼2
𝜎(𝑡)(𝑥(𝑡)) + 𝜃2,𝑘∥𝛽𝜎(𝑡)(𝑥(𝑡))∥4.

(14)

因为𝑆是𝑉 (𝑥)的水平集,由系统 (1)和控制律𝑢(𝑥(𝑡),

𝜃𝑘)生成的闭环状态𝑥(𝑡;𝑥(𝑡𝑘), 𝑢(𝑥(𝑡), 𝜃𝑘)) ∈ 𝑆 ⊆ 𝑋 .

由定义 4可得, 𝑆是闭环切换系统的一个鲁棒不变集.

重复利用上述过程并结合𝑆对容许扰动𝑤的鲁棒不

变性可得, 存在可行参数 𝜃𝑘保证优化问题 (11)在时

刻 𝑡𝑘是优化可行的. 2
定定定理理理 2 假设𝑉 (𝑥) = 𝑥T𝑃𝑥是不确定切换约束

系统 (1)∼ (3)的CRCLF,则如下结论成立:

1)闭环切换系统 (1)和 (12)在鲁棒不变集𝑆内是

鲁棒渐近稳定的;当𝑋 = 𝑅𝑛和𝑈 = 𝑅𝑚时,闭环切换

系统全局鲁棒渐近稳定.

2) 当𝑋 = 𝑅𝑛和𝑈 = 𝑅𝑚时, 如果对于所有 𝑡 ∈
[𝑡𝑘, 𝑡𝑘+1), 𝑘 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ ,如下不等式成立:

𝜃∗1,𝑘
√

𝛼2
𝜎(𝑡)(𝑥(𝑡)) + 𝜃∗2,𝑘∥𝛽𝜎(𝑡)(𝑥(𝑡))∥4 ⩾ 𝛼𝜎(𝑡)(𝑥(𝑡)),

(15)

则控制律 (12)可极小化如下性能:

𝐽(𝑥, 𝑢) =
w ∞
0

[
𝐿𝜎(𝑡)(𝑥(𝑡)) +

𝑢(𝑡)T𝑢(𝑡)

2𝜅𝜎(𝑡)(𝑥(𝑡), 𝜃∗)

]
d𝑡.

(16)

其中𝜎(𝑡) = 𝑝𝑘 ∈ 𝑀 , 𝐿𝜎(𝑥) = 0.5𝜅𝜎(𝑥, 𝜃
∗)∥𝛽𝜎(𝑥)∥2 −

𝛼𝜎(𝑥(𝑡)).

3) 当𝑋 = 𝑅𝑛和𝑈 = 𝑅𝑚时, 切换优化控制律

(12)具有鲁棒扇形裕度 (0.5,∞).

证证证明明明 1) 考虑任意采样时刻 𝑡𝑘, 令切换系统起

作用模态为 𝑝𝑘 ∈ 𝑀 . 任取初始状态𝑥(𝑡𝑘) ∈ 𝑆,求解优

化问题 (11)的最优解 𝜃∗𝑘, 得切换优化控制律 (12). 考

虑一个采样时段 [𝑡𝑘, 𝑡𝑘+1),则由𝑆对容许扰动𝑤的鲁

棒不变集性质可得, 闭环切换系统 (1)与 (12)的状态

𝑥(𝑡𝑘+1) ∈ 𝑆; 同时对𝑉 (𝑥)沿闭环切换系统的状态轨

迹求时间导数,整理可得不等式 (13)或 (14),其中 𝑡 ∈
[𝑡𝑘, 𝑡𝑘+1), 𝜎(𝑡)=𝑝𝑘 ∈ 𝑀 . 由于𝑉 (𝑥)为切换系统 (1)的

CRCLF,根据定义 1可得 𝑉̇ (𝑥(𝑡)) < 0, ∀𝑡 ∈ [𝑡𝑘, 𝑡𝑘+1),

从而有𝑉 (𝑥(𝑡𝑘+1)) < 𝑉 (𝑥(𝑡𝑘)), 即点列𝑉 (𝑥(𝑡𝑘))对所

有容许扰动𝑤是严格单调递减序列. 又因函数𝑉 (𝑥)

是正定函数,所以当采样时刻 𝑡𝑘 → ∞时,有𝑉 (𝑥(𝑡𝑘))

→ 0, 从而𝑥(𝑡𝑘) → 0, 即控制律 (12)对所有容许扰动

𝑤渐近镇定切换系统 (1).进一步, 𝑉 (𝑥)是径向无穷的,

故无约束时闭环切换系统全局鲁棒渐近稳定.

2) 先验证性能函数 (16)在切换优化控制律 (12)
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和任意容许扰动𝑤作用下的非负性.考虑任一采样时

段 [𝑡𝑘, 𝑡𝑘+1)对应的起作用模态𝜎(𝑡) = 𝑝𝑘, 求解优化

问题 (11)的最优解 𝜃∗𝑘.

由CCLF性质可知,当𝛽𝜎(𝑡)(𝑥(𝑡)) = 0时,有

𝐿𝜎(𝑡)(𝑥(𝑡)) = −𝑎𝜎(𝑡)(𝑥(𝑡)) > 0;

当𝛽𝜎(𝑡)(𝑥(𝑡)) ∕= 0时,有

𝐿𝜎(𝑡)(𝑥(𝑡)) =

1

2
[𝜃∗1,𝑘

√
𝛼2
𝜎(𝑡)(𝑥(𝑡)) + 𝜃∗2,𝑘∥𝛽𝜎(𝑡)(𝑥(𝑡))∥4 − 𝛼𝜎(𝑡)(𝑥(𝑡))].

考虑到不等式 (15), 有𝐿𝜎(𝑡)(𝑥(𝑡)) ⩾ 0, 𝑡 ∈ [𝑡𝑘,

𝑡𝑘+1)对起作用模态 𝑝𝑘成立. 由于时段 [𝑡𝑘, 𝑡𝑘+1)的任

意性, 𝐿𝜎(𝑡)(𝑥(𝑡)) ⩾ 0的所有时刻成立.

令 𝑣𝜎(𝑡)(𝑡) = 𝑢(𝑡)− 𝑢𝜎(𝑡)(𝑥(𝑡), 𝜃
∗
𝑘), 𝑡 ∈ [𝑡𝑘, 𝑡𝑘+1).

将 𝑣𝜎(𝑡)(𝑡)代入 (16),并求积分得

𝐽𝑘(𝑥, 𝑢) =w 𝑡𝑘+1

𝑡𝑘

{
0.5𝜅𝜎(𝑡)(𝑥(𝑡), 𝜃

∗
𝑘)∥𝛽𝜎(𝑡)(𝑥(𝑡))∥2−

𝛼𝜎(𝑡)(𝑥(𝑡)) +
∥𝑣𝜎(𝑡)(𝑡) + 𝑢𝜎(𝑡)(𝑥(𝑡), 𝜃

∗
𝑘)∥2

2𝜅𝜎(𝑡)(𝑥(𝑡), 𝜃
∗
𝑘)

}
d𝑡 =

w 𝑡𝑘+1

𝑡𝑘

{
− 𝛽𝜎(𝑡)(𝑥(𝑡))𝑢(𝑡)− 𝛼𝜎(𝑡)(𝑥(𝑡))+

∥𝑣𝜎(𝑡)(𝑡)∥2
2𝜅𝜎(𝑡)(𝑥(𝑡), 𝜃

∗
𝑘)

}
d𝑡 =

w 𝑡𝑘+1

𝑡𝑘

{
− 𝑉̇ (𝑥(𝑡))− 𝑛(𝑥(𝑡))∥𝛾𝜎(𝑡)(𝑥(𝑡))∥+

𝛾𝜎(𝑡)(𝑥(𝑡))𝑤(𝑡) +
∥𝑣𝜎(𝑡)(𝑡)∥2

2𝜅𝜎(𝑡)(𝑥(𝑡), 𝜃
∗
𝑘)

}
d𝑡.

因为容许扰动𝑤满足条件 (3),所以

𝐽𝑘(𝑥, 𝑢) ⩽w 𝑡𝑘+1

𝑡𝑘

{
− 𝑉̇ (𝑥(𝑡)) +

∥𝑣𝜎(𝑡)(𝑡)∥2
2𝜅𝜎(𝑡)(𝑥(𝑡), 𝜃

∗
𝑘)

}
d𝑡 =

𝑉 (𝑥(𝑡𝑘))− 𝑉 (𝑥(𝑡𝑘+1)) +
w 𝑡𝑘+1

𝑡𝑘

∥𝑣𝜎(𝑡)(𝑡)∥2
2𝜅𝜎(𝑡)(𝑥(𝑡), 𝜃

∗
𝑘)

d𝑡.

性能函数 (16)等于

𝐽(𝑥, 𝑢) =

∞∑
𝑘=0

𝐽𝑘(𝑥, 𝑢) =

𝑉 (𝑥(0))− lim
𝑘→∞

𝑉 (𝑥(𝑡𝑘)) +
w ∞
0

𝑣(𝑡)T𝑣(𝑡)

2𝜅𝜎(𝑡)(𝑥(𝑡), 𝜃∗)
d𝑡.

(17)

又因为闭环切换系统 (1)和 (12)在任意切换序列下

对扰动 (3)鲁棒渐近稳定, 所以式 (17)等于 𝐽(𝑥, 𝑢) =

𝑉 (𝑥(0))+
w ∞
0

𝑣(𝑡)T𝑣(𝑡)

2𝜅𝜎(𝑡)(𝑥(𝑡), 𝜃∗)
d𝑡. 显然,当 𝑣𝜎(𝑡)(𝑡)= 0,

即𝑢(𝑡)=𝑢𝜎(𝑡)(𝑥(𝑡), 𝜃
∗)时,性能函数 𝐽(𝑥, 𝑢)取极小值,

即切换优化控制律 (12)对性能函数 (16)具有最优性.

3)考虑连续函数𝜙𝑖 (𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚)满足 𝑠𝜙𝑖(𝑠)

> 0.5𝑠2,∀0 ∕= 𝑠 ∈ 𝑅,验证不确定闭环切换系统

𝑥̇ = 𝐴𝜎(𝑡)𝑥+𝐵𝜎(𝑡)𝜙(𝑢𝜎(𝑡)(𝑥(𝑡), 𝜃
∗)) +𝐺𝜎(𝑡)𝑤 (18)

的全局渐近稳定性, 其中𝜙(𝑠) = diag{𝜙1(𝑠), ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝜙𝑚(𝑠)}, 𝑤 ∈ 𝑊 .

考虑任一采样时段 [𝑡𝑘, 𝑡𝑘+1)的起作用模态𝜎(𝑡)

= 𝑝𝑘, 𝑡 ∈ [𝑡𝑘, 𝑡𝑘+1), 求解优化问题 (11)的最优解 𝜃∗𝑘.

由CCLF性质可知,当 𝛽𝜎(𝑡)(𝑥(𝑡)) = 0时, 𝑉 (𝑥)沿闭环

系统 (18)轨迹的时间导数满足

𝑉̇ (𝑥(𝑡)) ⩽ 𝛼𝜎(𝑡)(𝑥(𝑡)) < 0; (19)

当 𝛽𝜎(𝑡)(𝑥(𝑡)) ∕= 0时,有

𝑉̇ (𝑥(𝑡)) =

𝑥T(𝐴T
𝜎𝑃+𝑃𝐴𝜎)𝑥+𝑥T𝑃𝐵𝜙𝜑(𝑢𝜎(𝑥, 𝜃

∗
𝑘))+𝑥T𝑃𝐺𝜎𝑤⩽

𝛼𝜎(𝑡)(𝑥(𝑡)) + 𝛽𝜎(𝑡)(𝑥(𝑡))𝜙(𝑢𝜎(𝑡)(𝑥(𝑡), 𝜃
∗
𝑘)) =

− 𝐿𝜎(𝑡)(𝑥(𝑡))− 0.5𝛽𝜎(𝑡)(𝑥(𝑡))𝑢𝜎(𝑡)(𝑥(𝑡), 𝜃
∗
𝑘)+

𝛽𝜎(𝑡)(𝑥(𝑡))𝜙(𝑢𝜎(𝑡)(𝑥(𝑡), 𝜃
∗
𝑘)).

因为 𝛽𝜎(𝑡)(𝑥(𝑡)) ∕= 0 ⇒ 𝐿𝜎(𝑡)(𝑥(𝑡)) ⩾ 0,可得

𝑉̇ (𝑥(𝑡)) ⩽

𝛽𝜎(𝑡)(𝑥(𝑡))[𝜙(𝑢𝜎(𝑡)(𝑥(𝑡), 𝜃
∗
𝑘))− 0.5𝑢𝜎(𝑡)(𝑥(𝑡), 𝜃

∗
𝑘)] =

− 1

𝜅𝜎(𝑡)(𝑥(𝑡), 𝜃
∗
𝑘)

{ 𝑚∑
𝑖=1

𝑢𝑖,𝜎(𝑡)(𝑥(𝑡), 𝜃
∗
𝑘)⋅

[𝜙𝑖(𝑢𝑖,𝜎(𝑡)(𝑥(𝑡), 𝜃
∗
𝑘))− 0.5𝑢𝑖,𝜎(𝑡)(𝑥(𝑡), 𝜃

∗
𝑘)]

}
< 0.

再结合不等式 (19),可得点列𝑉 (𝑥(𝑡𝑘))是严格单调递

减序列. 应用第 1部分证明结果,可得闭环切换系统

(18)是全局渐近稳定的,即切换优化控制律 (12)具有

鲁棒扇形裕度 (0.5,∞). 2
3 实实实例例例仿仿仿真真真

考虑一DC-DC升压功率变换器[12,25], 其中电感

𝐿 = 1H,电容𝐶 = 200𝜇F和电阻𝑅 = 50Ω. 采用不确

定切换模型描述该电路的非线性和不确定特性,有

𝑥̇(𝑡) = 𝐴𝜎(𝑡)𝑥(𝑡) +𝐵𝜎(𝑡)𝑢(𝑡) +𝐺𝜎(𝑡)𝑤(𝑡). (20)

其中: 𝑥1为电感电流 (A), 𝑥2为负载电压 (V), 𝑢为变换

器电动势 (V), 𝑤为由线性化与外界扰动合成的不确

定扰动,以及Λ = {1, 2}和

𝐴1 =

[
0 0

0 −0.090

]
, 𝐴2 =

[
−0.114 −0.996

4.526 −0.204

]
,

𝐵1 = 𝐵2 = [1 0]T, 𝐺1 = 𝐺2 = [0 1]T.

令不确定扰动的上界函数为𝑛(𝑥) = 𝑥2
1 + 0.1. 本

例的控制目标是在不确定扰动作用下, 系统的状态

能渐近稳定至参考状态𝑥𝑟 = [0.2 10]′和参考输入

𝑢𝑟 = 6V.

取采样周期 𝛿 = 0.05ms, 即切换频率为 20 kHz,

切换信号𝜎(𝑡)由一组随机序列给定[12]. 根据文献 [12]

的定理 1求解该切换系统的CRCLF,得𝑉 (𝑥)=𝑥T𝑃𝑥,

其中
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𝑃 =

[
0.642 4 0.170 5

0.170 5 0.115 2

]
.

实验从初始零状态开始,分两组来验证本文结果的有

效性,其中第 1组验证了切换优化控制律 (12)对不确

定扰动𝑤的渐近稳定性;第 2组验证了该切换控制律

对控制器增益摄动的鲁棒扇形裕度 (0.5,∞).

实实实验验验 1 考虑不确定扰动𝑤(𝑡) = 𝑛(𝑥(𝑡)) sin 𝑡,变

换器约束𝑋 = [−1, 2] × [−5, 15], 𝑈 = [−5, 12],

𝑡𝑁 = 10𝛿, 𝐿(𝑥, 𝑢) = (𝑥−𝑥𝑟)
T𝑄(𝑥−𝑥𝑟)+𝑅(𝑢−𝑢𝑟)

2,

其中𝑄 = diag{1, 1}和𝑅 = 10. 根据离线试差法分析,

选取 𝜃1取值区间为 [0.1, 2.0], 同时固定 𝜃2 = 1, 即𝐷

= [0.1, 2.0] × [1.0, 1.0]. 运行切换控制律滚动优化设

计算法, 仿真结果如图 1和图 2所示, 其中实线对应

切换优化控制律,虚线对应 𝜃 = (2.0, 10.0)的切换鲁棒

控制律.
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图 1 变换器状态轨迹和控制输入曲线 1

0 100 200 300

t/10 s
-5

0.5

1.5

2.5

θ
1

图 2 控制器参数 𝜃1的在线优化结果 1

由图 1可知, 当固定 𝜃 = (2.0, 10.0)时控制律将

产生较大幅值的状态量和控制输入量,违反了变换器

约束. 对此,采用直接截断法处理控制约束,即控制量

一旦超过控制约束极限,便取值为该极限值.尽管截

断法可以直接使控制量满足控制约束,但闭环系统的

状态量仍然可能违反系统的状态约束,如图 1上子图

虚线所示的状态变量𝑥1的响应曲线.相反,运行切换

优化控制律 (12), 结果表明: 在任意切换序列和容许

扰动作用下,不仅可以将变换器的状态渐近稳定至参

考状态𝑥𝑟 = [0.2 10]T, 而且所得控制量和闭环状态

量都满足系统约束. 产生该结果的原因是控制器在运

行过程中,根据当前及未来一段时间的状态和控制量

信息, 对控制器参数 𝜃进行“自适应”调整, 参数 𝜃1的

在线优化计算结果如图 2所示.

实实实验验验 2 为验证切换优化控制律对控制器增益

摄动的鲁棒稳定性,考虑增益摄动

𝑑(𝑡) = 0.5 + 𝜉∣ cos 𝑡∣, 𝜉 > 0. (21)

实际控制律为𝑢(𝑡) = 𝑑(𝑡)𝜋(𝑥(𝑡)).仍在实验 1的仿真

环境下,实验结果如图 3和图 4所示. 其中: 图 3为变

换器状态轨迹和控制输入曲线;图 4为对应的控制器

参数 𝜃1的优化结果.可以看出,尽管实际控制器存在

控制增益摄动 (21)和容许扰动𝑤的作用,但变换器仍

然以较快的速率渐近稳定至参考状态𝑥𝑟 = [0.2 10]T.
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图 3 变换器状态轨迹和控制输入曲线 2
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图 4 控制器参数 𝜃1的在线优化结果 2

4 结结结 论论论

本文考虑一类不受控离散事件驱动不确定线性

切换系统的鲁棒优化约束控制问题,提出了具有任意

切换特性的约束优化控制算法. 在理论上证明了闭

环切换系统对状态限界的不确定扰动具有渐近稳定

性、逆最优性和鲁棒扇形裕度 (0.5, ∞).仿真结果验证

了理论结果的正确性和实用性.
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