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摘 要: 针对Markov系统矩阵参数未知的实际情况,提出一种基于状态反馈控制与自适应控制相结合的控制方

法.基于线性矩阵不等式技术给出相应控制器参数的求解条件.与现有大多数自适应控制方法相比,所提方法不仅使

估计误差几乎处处有界,而且原系统的系统状态几乎处处渐近稳定,具有较好的收敛特性.在所得结果的基础上,进

一步讨论了转移速率部分未知时的相关控制问题.数值算例验证了所提出的设计方法的有效性.
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Abstract: For the stabilization problem of Markovian jump systems, whose system matrices are unknown, a kind of

controller containing state feedback control and adaptive control simultaneously is proposed. Based on the linear inequality

matrix technique, the corresponding parameters needed in the designed controller can be solved easily. Compared with some

existing adaptive methods, not only the estimated errors are bounded almost surely, but also the states of the resulting closed-

loop system are asymptotically stable almost surely. In this sense, the adaptive control method has a better convergence

performance in terms of system states asymptotically stable in probability. Furthermore, more extension on the transition rate

matrix being partially unknown is considered. A numerical example is given to illustrate the effectiveness of the proposed

method.
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0 引引引 言言言

在航空控制、目标跟踪、机器人学、制造系统等

实际动力学系统中, 由于故障、环境突变、非线性系

统工作点的改变等原因, 系统常会发生结构上的突

变.这些系统的状态受马尔科夫过程支配, 简称为

Markov跳变系统.在过去的几十年里, Markov跳变系

统中的许多问题都得到了很好的研究,比如稳定性和

稳定[1-9]、𝐻∞控制和滤波[10-13]、最优跟踪与控制问

题[14-16]、滑模控制[17]、自适应控制[18-19,21].

上述文献中的一个重要前提是系统的系统矩阵

是已知的.然而,在实际控制问题中,尤其是在不稳定

或干扰的情况下, 系统矩阵有时是很难获得的, 此时

基于系统矩阵的方法将不再适用, 需要重新考虑.通

过查阅现有相关文献可知,现有的控制器设计方法大

都针对系统矩阵可利用的情形.因此, 就理论研究意

义和实际应用方面而言,研究系统矩阵未知情况下的

控制问题具有重要意义.

首先,为了解决上述情况,提出一种基于状态反

馈和自适应控制相结合的新型控制方法,在此控制器

作用下, 相应闭环系统的状态将几乎处处渐近稳定;

然后,对转移速率部分未知时的相关控制问题进行阐

述,相应控制器的参数均可通过求解线性矩阵不等式

(LMI)得到;最后,通过仿真算例验证了所提出的设计

方法的正确性.与现有方法相比,本文方法具有以下
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优势和特点: 1)所提方法适用于系统矩阵未知的一般

情况; 2)所及基于状态反馈和自适应控制的方法不仅

使得自适应辅助系统几乎处处有界,而且系统状态向

量𝑥(𝑡)可以几乎处处渐近稳定.

注注注 1 𝑹𝑚×𝑛为所有𝑚 × 𝑛维实数矩阵的集合;
∅为空集; ℰ{⋅}为随机变量的期望算子; ∣𝑥∣和 ∥𝐴∥分
别为向量 ∣𝑥∣的 2 -范数和矩阵 ∥𝐴∥的𝐹 -范数; 𝑢

⋁
𝑣

为实数𝑢和 𝑣中的最大值; 𝑢
⋀

𝑣为𝑢和 𝑣中的最小值;
𝜆min(𝑄)和𝜆max(𝑄)分别为矩阵𝑄的最小和最大特征

值; 𝑪(𝑹𝑛;𝑹+)为从集合𝑹𝑛到集合𝑹+的所有非负

函数集合; 𝑪2,1(𝑹𝑛×𝑹+×𝑺;𝑹+)为在𝑹𝑛×𝑹+×𝑺

上的所有非负函数𝑉 (𝑥, 𝑡, 𝜂𝑡)的集合,其中𝑉 (𝑥, 𝑡, 𝜂𝑡)

对状态向量𝑥(𝑡)二阶可导,对于时间 𝑡一阶可导; ℒ𝑉
为𝑉 (𝑥, 𝑡, 𝜂𝑡)从𝑹𝑛 ×𝑹+ × 𝑺到𝑹𝑛的弱无穷小算子;
𝑳(𝑹+;𝑹+)为连续函数族 𝛾 : 𝑹𝑛→𝑹+,使

w ∞
0

𝛾(𝑡)d𝑡

< ∞, 如果该函数是连续的, 严格单调递增并且 𝛾(0)

= 0,则称函数 𝛾 : 𝑹𝑛 → 𝑹+属于𝐾类函数,如果 𝛾(⋅)
∈ 𝐾且当 𝑡 → ∞时, 𝛾(𝑡) → ∞, 则称函数 𝛾 : 𝑹𝑛 →
𝑹+属于𝐾∞.

1 问问问题题题描描描述述述

在完备概率空间 (Ω ,ℱ ,ℱ𝑡,𝑷 )上考虑Markov系
统,即

𝑥̇(𝑡) = 𝐴(𝜂𝑡)𝑥(𝑡) + 𝑢(𝑡). (1)

其中: 𝑥(𝑡) ∈ 𝑹𝑛为状态向量, 𝑢(𝑡)为控制输入.系统
模态信号 {𝜂𝑡, 𝑡 ⩾ 0}是一个在有限集合𝑺 = {1, 2,
⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁}里取值的右连续Markov链,其转移速率为

𝑷 {𝜂𝑡+Δ = 𝑗∣𝜂𝑡 = 𝑖} =

{
𝜋𝑖𝑗Δ+ 𝑜(Δ), 𝑗 ∕= 𝑖;

1 + 𝜋𝑖𝑖Δ+ 𝑜(Δ), 𝑗 = 𝑖.

(2)

其中: Δ > 0, limℎ → 0+(𝑜(Δ)/Δ) = 0;对于 𝑖, 𝑗 ∈ 𝑺,

𝑖 ∕= 𝑗,有𝜋𝑖𝑗 ⩾ 0, 𝜋𝑖𝑖 = −
𝑁∑

𝑗=1,𝑗 ∕=𝑖

𝜋𝑖𝑗 .与现有大多数文

献不同,本文中系统矩阵𝐴(𝜂𝑡) ∈ 𝑹𝑛×𝑛完全未知,并
满足

∥𝐴(𝜂𝑡)∥ ⩽ 𝛼∗(𝜂𝑡), (3)

其中𝛼∗(𝜂𝑡)仍然未知.令𝛼∗ = max
𝑖∈𝑺

{𝛼𝑖},可知𝛼∗同样

未知.

可以看出, 系统 (1)中矩阵𝐴(𝜂𝑡)完全未知使得

状态反馈控制无法直接作用于系统 (1).针对系统矩
阵完全未知的一般条件,本文提出一种控制方法使相
应闭环系统渐近稳定.首先,定义如下非线性系统:

𝑥̇(𝑡) = 𝐴(𝜂𝑡)𝑥(𝑡) + 𝑓(𝑥(𝑡), 𝑡, 𝜂𝑡). (4)

其中: 非线性函数 𝑓(𝑥(𝑡), 𝑡, 𝜂𝑡)满足局部Lipschitz条
件,即 ∀(𝑡, 𝑖) ∈ 𝑹+ ×𝑺, 𝑥, 𝑥̄ ∈ 𝑹𝑛,对于任意 𝑘 > 0,当
∣𝑥∣⋁ ∣𝑥̄∣ ⩽ 𝑘时,存在𝐶𝑘 > 0,使得

∣𝑓(𝑥, 𝑡, 𝑖)− 𝑓(𝑥̄, 𝑡, 𝑖)∣ ⩽ 𝐶𝑘∣𝑥− 𝑥̄∣, (5)

并且 𝑓(0, 𝑡, 𝑖) = 0.

定定定义义义 1 如果系统 (4)的解𝑥(𝑡;𝑥0, 𝜂0)满足

sup
𝑡⩾𝑡0

∣𝑥(𝑡;𝑥0, 𝜂0)∣ < ∞, a.s.

其中𝑥0 = 𝑥(𝑡0) ∈ 𝑹𝑛和 𝜂0 = 𝜂(𝑡0) ∈ 𝑺为初始条件

和初始模态,则称系统 (4)是几乎处处有界的.

定定定义义义 2 如果系统的解𝑥(𝑡;𝑥0, 𝜂0)对于所有初

始条件𝑥0 = 𝑥(𝑡0) ∈ 𝑹𝑛和初始模态 𝜂0 = 𝜂(𝑡0) ∈
𝑺满足

𝑷 { lim
𝑡→∞

∣𝑥(𝑡;𝑥0, 𝜂0)∣ = 0} = 1,

则称系统 (4)是几乎处处渐近稳定的.

引理 1[21] 如果存在函数𝑉 ∈ 𝑪2,1(𝑹𝑛 ×𝑹+ ×
𝑺;𝑹+), 𝛾1, 𝛾2 ∈ 𝒦∞, 𝛾3 ∈ 𝒦, 𝜌 ∈ 𝑳(𝑹+;𝑹+)及正数

𝜀 > 0满足

𝛾1(∣𝑥∣) ⩽ 𝑉 (𝑥, 𝑡, 𝑖) ⩽ 𝛾2(∣𝑥∣),
∀ (𝑥, 𝑡, 𝑖) ∈ (𝑹𝑛 ×𝑹+ × 𝑺), (6)

ℒ𝑉 (𝑥, 𝑡, 𝑖) ⩽ −𝛾3(∣𝑥∣) + 𝜌(𝑡)𝜀, (7)

则称系统 (4)是几乎处处渐近稳定的, 即对于任意的
初始条件𝑥0 ∈ 𝑹𝑛和初始模态 𝜂0 ∈ 𝑺, 系统 (4)在区
间 [0,∞)存在唯一解且几乎处处渐近稳定.

2 主主主要要要内内内容容容

考虑到系统 (1)的系统矩阵𝐴(𝜂𝑡)完全未知, 本
文提出一种基于状态反馈与自适应控制相结合的新

方法, 进而使得相应闭环系统渐近稳定.拟设计的控
制器𝑢(𝑡)的形式如下:

𝑢(𝑡) = 𝐵(𝜂𝑡)𝐾(𝜂𝑡)𝑥(𝑡) + 𝑔(𝑥(𝑡), 𝑡, 𝜂𝑡). (8)

其中: 𝐵(𝜂𝑡) ∈ 𝑹𝑛×𝑚为系统给定控制矩阵, 𝐾(𝜂𝑡)为

待求的控制增益, 𝑔(𝑥(𝑡), 𝑡, 𝜂𝑡)为待确定的非线性函
数.由控制器 (8)的表达式可以看出,本文控制器是由
线性和非线性两部分组成.其中: 线性状态反馈控制
器𝐵(𝜂𝑡)𝐾(𝜂𝑡)𝑥(𝑡)的作用是使系统状态𝑥(𝑡)渐近稳

定,即系统状态“1”概率渐近收敛到 0;与此同时,非线
性函数 𝑔(𝑥(𝑡), 𝑡, 𝜂𝑡)用来处理未知系统矩阵, 即估计
未知系统矩阵𝐴(𝜂𝑡)的未知范数𝛼∗(𝜂𝑡).本文的关键
与难点在于如何构造非线性函数 𝑔(𝑥(𝑡), 𝑡, 𝜂𝑡)并给出

所设计的控制器 (8)的LMI求解条件,同时相应闭环
系统的系统状态𝑥(𝑡;𝑥0, 𝜂0)渐近稳定.这里, 非线性
函数 𝑔(𝑥(𝑡), 𝑡, 𝜂𝑡)的作用将通过自适应控制的方法予

以实现.基于上述事实,所构造的控制器 (8)又称状态
反馈与自适应控制相结合的控制器.在本文中, 控制
器 (8)中的非线性函数 𝑔(𝑥(𝑡), 𝑡, 𝜂𝑡)形式如下:

𝑔(𝑥(𝑡), 𝑡, 𝑖) = −𝑃−1
𝑖 𝑥(𝑡)𝜇2𝛼2(𝑡)∣𝑥(𝑡)∣2
𝜇𝛼(𝑡)∣𝑥(𝑡)∣2 + 𝜌(𝑡)

, ∀𝜂𝑡 = 𝑖 ∈ 𝑺.

(9)

其中: 𝜇 = max
𝑖∈𝑺

{∥𝑃𝑖∥}, 𝜌(𝑡) ∈ 𝑳(𝑹+;𝑹+)是一个任意

给定的函数.式 (9)中的正定矩阵𝑃𝑖为待设计的对称

正定矩阵,可由如下条件求出:
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𝑃𝑖𝐵𝑖𝐾𝑖 + (𝐵𝑖𝐾𝑖)
T𝑃𝑖 +

𝑁∑
𝑗=1

𝜋𝑖𝑗𝑃𝑗 < 0, ∀𝑖 ∈ 𝑺. (10)

等价于存在𝑋𝑖 > 0和𝑌𝑖,满足[
Ω𝑖1 Ω𝑖2

∗ Ω𝑖3

]
< 0. (11)

其中

Ω𝑖1 = 𝐵𝑖𝑌𝑖 + 𝑌 T
𝑖 𝐵T

𝑖 + 𝜋𝑖𝑖𝑋𝑖,

Ω𝑖2 = [
√
𝜋𝑖1𝑋𝑖 ⋅ ⋅ ⋅√𝜋𝑖(𝑖−1)𝑋𝑖

√
𝜋𝑖(𝑖+1)𝑋𝑖 ⋅ ⋅ ⋅√𝜋𝑖𝑁𝑋𝑖],

Ω𝑖3 = −diag{𝑋1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑋𝑖−1, 𝑋𝑖+1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑋𝑁},
𝑋𝑖 = 𝑃−1

𝑖 , 𝑌𝑖 = 𝐾𝑖𝑋𝑖.

函数𝛼(𝑡) ∈ 𝑹+是未知参数𝛼∗ ∈ 𝑹+的估计值,
可由如下更新律进行更新:

𝛼̇(𝑡) = −𝛾𝜌(𝑡)𝛼(𝑡) + 2𝛾𝜇∣𝑥(𝑡)∣2. (12)

令 𝛼̃(𝑡) = 𝛼(𝑡)− 𝛼∗,系统 (12)可写为
˙̃𝛼(𝑡) = −𝛾𝜌(𝑡)𝛼̃(𝑡) + 2𝛾𝜇∣𝑥(𝑡)∣2 − 𝛾𝜌(𝑡)𝛼∗, (13)

初始条件 𝛼̃0 ∈ 𝑹+有界.

注注注 2 虽然所构造的控制器 (8)由线性和非线
性两部分组成,但这两部分所需要的相关参数均可通
过求解LMI条件得到.具体过程如下: 对于线性控制
器𝐵(𝜂𝑡)𝐾(𝜂𝑡)𝑥(𝑡)中的待求参数𝐾(𝜂𝑡)而言, 可通过
求解LMI条件 (11)得到; 另一方面, 由表达式 (9)可
知, 非线性函数 𝑔(𝑥(𝑡), 𝑡, 𝜂𝑡)由𝑋(𝜂𝑡) = 𝑃−1(𝜂𝑡)、𝜇、

𝑥(𝑡)、∣𝑥(𝑡)∣、𝛼(𝑡)以及 𝜌(𝑡)组成, ∣𝑥(𝑡)∣可由系统状态
变量𝑥(𝑡)直接得出, 𝜌(𝑡) ∈ 𝑳(𝑹+;𝑹+)为任意给定函

数,函数𝛼(𝑡) ∈ 𝑹+将由更新律 (12)给出,矩阵𝑋(𝜂𝑡)

可通过求解LMI (11)得到, 从而进一步得到𝑃−1(𝜂𝑡)

和𝜇 = max
𝑖∈𝑺

{∥𝑃𝑖∥}.因此,基于上述事实,称控制器 (8)

的相关参数可以通过求解LMIs得到.

定定定理理理 1 通过选取适当的设计参数 𝛾和 𝜌(𝑡),由
式 (1)、(8)和 (13)形成的自适应闭环辅助系统在区间
[0,∞)上有唯一解 (𝑥, 𝛼̃)(𝑡;𝑥0, 𝜂0, 𝛼0), 且几乎处处有
界.特别地, 𝑥(𝑡)几乎处处渐近稳定.

证证证明明明 对于由式 (1)、(8)和 (13)形成的自适应闭
环辅助系统,选取如下Lyapunov函数:

𝑉 ((𝑥, 𝛼̃)(𝑡), 𝑡, 𝜂𝑡 = 𝑖) =

𝑥T(𝑡)𝑃𝑖𝑥(𝑡) +
1

2
𝛼̃T(𝑡)𝛾−1𝛼̃(𝑡). (14)

其中: 𝑃𝑖 > 0, ∀𝑖 ∈ 𝑺是式 (10)的解; 𝛾 > 0是任意给

定的常数.对于任意的 𝑖 ∈ 𝑺,有

ℒ𝑉 ((𝑥, 𝛼̃)(𝑡), 𝑡, 𝜂𝑡) =

2𝑥T(𝑡)𝑃𝑖𝑥̇(𝑡) + 𝑥T(𝑡)

𝑁∑
𝑗=1

𝜋𝑖𝑗𝑃𝑗𝑥(𝑡) + 𝛼̃T(𝑡)𝛾−1 ˙̃𝛼(𝑡) =

𝑥T(𝑡)
(
𝑃𝑖𝐵𝑖𝐾𝑖 +𝐾T

𝑖 𝐵
T
𝑖 𝑃𝑖 +

𝑁∑
𝑗=1

𝜋𝑖𝑗𝑃𝑗

)
𝑥(𝑡)+

2𝑥T(𝑡)𝑃𝑖(𝐴𝑖𝑥(𝑡) + 𝑔(𝑥(𝑡), 𝑡, 𝑖)) + 𝛼̃T(𝑡)𝛾−1 ˙̃𝛼(𝑡) ⩽

− 𝜉∣𝑥(𝑡)∣2 + 2𝜇𝛼∗∣𝑥(𝑡)∣2 + 2𝑥T(𝑡)𝑃𝑖𝑔(𝑥, 𝑡)+

𝛼̃T(𝑡)𝛾−1(−𝛾𝜌(𝑡)𝛼̃(𝑡) + 2𝛾𝜇∣𝑥(𝑡)∣2 − 𝛾𝜌(𝑡)𝛼∗) =

− 𝜉∣𝑥(𝑡)∣2 + 2𝜇𝛼(𝑡)∣𝑥(𝑡)∣2 + 2𝑥T(𝑡)𝑃𝑖𝑔(𝑥, 𝑡)+

𝛼̃T(𝑡)(−𝜌(𝑡)𝛼̃(𝑡)− 𝜌(𝑡)𝛼∗). (15)

其中

𝜉 = min
𝑖∈𝑺

𝜆min(−𝑃𝑖),

𝑃𝑖 = 𝑃𝑖𝐵𝑖𝐾𝑖 +𝐾T
𝑖 𝐵

T
𝑖 𝑃𝑖 +

𝑁∑
𝑗=1

𝜋𝑖𝑗𝑃𝑗 .

考虑到

0 ⩽ 𝑎𝑏

𝑎+ 𝑏
⩽ 𝑎, ∀ 𝑎 > 0, 𝑏 ⩾ 0, (16)

并将式 (9)代入 (15),可得

ℒ𝑉 (𝑥(𝑡), 𝑡, 𝑖) ⩽

− 𝜉∣𝑥(𝑡)∣2 + 2𝜇𝛼(𝑡)∣𝑥(𝑡)∣2 − 2𝜇2𝛼2(𝑡)∣𝑥(𝑡)∣4
𝜇𝛼(𝑡)∣𝑥(𝑡)∣2 + 𝜌(𝑡)

+

𝛼̃T(𝑡)(−𝜌(𝑡)𝛼̃(𝑡)− 𝜌(𝑡)𝛼∗) =

− 𝜉∣𝑥(𝑡)∣2 + 2𝜇𝛼(𝑡)𝜌(𝑡)∣𝑥(𝑡)∣2
𝜇𝛼(𝑡)∣𝑥(𝑡)∣2 + 𝜌(𝑡)

+

𝛼̃T(𝑡)(−𝜌(𝑡)𝛼̃(𝑡)− 𝜌(𝑡)𝛼∗) ⩽
− 𝜉∣𝑥(𝑡)∣2 + 2𝜌(𝑡) + 𝛼̃T(𝑡)(−𝜌(𝑡)𝛼̃(𝑡)− 𝜌(𝑡)𝛼∗) ⩽
− 𝜉∣𝑥(𝑡)∣2 + 𝜌(𝑡)𝜖, (17)

其中 𝜖 = 2 +
1

4
∣𝛼∗∣2.由引理 1可知, 由式 (1)、(8)和

(13)描述的自适应闭环辅助系统在区间 [0,∞)上有唯

一解 (𝑥, 𝛼̃)(𝑡;𝑥0, 𝜂0, 𝛼0),且几乎处处有界, 𝑥(𝑡)几乎处
处渐近稳定.值得说明的是,由式 (1)、(8)和 (13)形成
的闭环系统含有非线性项,例如 𝑔(𝑥(𝑡), 𝑡, 𝜂𝑡).而引理
1成立的前提条件是非线性项 𝑓(𝑥(𝑡), 𝑡, 𝜂𝑡)满足局部

Lipschitz条件 (5),即

𝑓((𝑥, 𝛼̃), 𝑡, 𝜂𝑡) =

[
𝑔(𝑥(𝑡), 𝑡, 𝜂𝑡)

2𝛾𝜇∣𝑥(𝑡)∣2

]
(18)

满足局部Lipschitz条件.对于任意 (𝑡, 𝑖) ∈ 𝑹+× 𝑺和

(𝑥1, 𝛼̃1), (𝑥2, 𝛼̃2) ∈ 𝑹𝑛×𝑹+且 ∣(𝑥1, 𝛼̃1)∣
⋁ ∣(𝑥2, 𝛼̃2)∣ ⩽

𝑘,有

∣𝑓(𝑥1, 𝛼̃1, 𝑡, 𝑖)− 𝑓((𝑥2, 𝛼̃2), 𝑡, 𝑖)∣ ⩽
𝐶𝑘∣(𝑥1, 𝛼̃1)− (𝑥2, 𝛼̃2)∣, (19)

从而相应的自适应辅助系统存在唯一解 (𝑥, 𝛼̃)(𝑡).
当 ∣(𝑥1, 𝛼̃1)∣

⋁ ∣(𝑥2, 𝛼̃2)∣ ⩽ 𝑘时,非线性项 𝑔(𝑥(𝑡), 𝑡, 𝜂𝑡)

满足

∣𝑔((𝑥1, 𝛼̃1))− 𝑔((𝑥2, 𝛼̃2))∣ ⩽
𝑎1𝑘∣𝛼̃2

1𝑥1∣𝑥1∣2 − 𝛼̃2
2𝑥2∣𝑥2∣2∣ =

𝑎1𝑘∣𝛼̃2
1𝑥1∣𝑥1∣2 − 𝛼̃2

2𝑥1∣𝑥1∣2 − 𝛼̃2
2𝑥2∣𝑥2∣2 + 𝛼̃2

2𝑥1∣𝑥1∣2∣ ⩽
𝑎2𝑘∣𝛼̃1 − 𝛼̃2∣+ 𝑎3𝑘∣𝑥1 − 𝑥2∣ ⩽
𝐶1

𝑘 ∣(𝑥1, 𝛼̃1)− (𝑥2, 𝛼̃2)∣, (20)

其中 𝑎1𝑘、𝑎
2
𝑘、𝑎

3
𝑘、𝐶

1
𝑘为正常数.同理可知, 2𝛾𝜇∣𝑥(𝑡)∣2
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也满足局部Lipschitz条件 (5). 2
注注注 3 当系统 (1)的系统矩阵完全未知时,本文

提出一种基于状态反馈与自适应控制相结合的控制

方法, 给出其相应参数的LMI求解条件.由定理 1可
知, 所设计的控制器 (8)不仅保证相应闭环自适应辅
助系统的解存在且唯一, 而且自适应辅助系统几乎
处处有界.特别地,系统 (1)的状态向量𝑥(𝑡)几乎处处

渐近稳定.基于本文方法, 可以进一步考虑其他相关
控制问题,例如系统矩阵含有未知不确定性时的分析
与控制问题; Markov系统的转移速率满足一般条件
时的控制问题,比如转移速率矩阵含有不确定性或部
分未知,非线性系统的非线性项满足Lipschitz条件但
Lipschitz系数未知,以及时滞系统中时滞未知时的相
关控制问题等.

注注注 4 与现有相关方法相比, 本文方法具有以
下特点和优势: 1)与现有文献中系统矩阵已知不同,
例如文献 [2-4,7,11,13], 本文方法适用于系统矩阵未
知的一般情况; 2) 与仅能保证闭环系统几乎处处有
界的自适应控制方法 [17-20]不同, 本文所提出的基
于状态反馈与自适应控制相结合的方法不仅使自适

应辅助系统几乎处处有界,而且原系统状态向量𝑥(𝑡)

可以几乎处处渐近稳定.从这个角度而言, 本文控制
器具有较好的收敛特性.

当系统矩阵𝐴(𝜂𝑡)完全未知时, 提出一种基于

状态反馈控制与自适应控制相结合的新的控制器

(8).需要指出的是,本文方法同样可以应用到其他参

数未知的情况,例如状态转移速率矩阵Π 含有不确定

性但不确定性上界未知的一般情况,具体描述如下:

Π =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝜋11 ? 𝜋13 ?

? ? ? 𝜋24

𝜋31 ? ? 𝜋34

? ? 𝜋43 𝜋44

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ ,

其中‘?’为转移速率矩阵Π 中的未知元素.对于任意

𝑖 ∈ 𝑺,定义集合𝑺𝑖 = 𝑺𝑖
𝑘 + 𝑺𝑖

𝑘̄
满足如下条件:

𝑺𝑖
𝑘 = {𝑗 : 𝜋𝑖𝑗 is known},

𝑺𝑖
𝑘̄ = {𝑗 : 𝜋𝑖𝑗 is unknown}. (21)

进一步等价于

𝑺𝑖
𝑘 = {𝑘𝑖1, 𝑘𝑖2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑘𝑖𝑚}, 𝑺𝑖

𝑘̄ = {𝑘𝑖1, 𝑘𝑖2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑘𝑖𝑁−𝑚}.
其中: 𝑘𝑖𝑗 ∈ 𝒁+为转移速率矩阵Π 第 𝑖行中第 𝑗个已

知元素的列坐标,第 (𝑁 − 𝑗)个未知元素的列坐标为

𝑘𝑖𝑁−𝑗 ∈ 𝒁+.当 𝜏 = min
𝑖∈𝑺𝑖

𝑘̄

{𝜋𝑖𝑖}已知时,文献 [6, 8-9]给

出了系统在转移速率部分未知时的相关条件;但当 𝜏

未知时,上述文献的方法需要重新考虑.在本文中,假
设Π 中未知元素的上界𝜋∗ = max

𝑖∈𝑺,𝑗∈𝑺𝑖
𝑘̄
,𝑗 ∕=𝑖

{𝜋𝑖𝑗}仍然
未知.在系统矩阵𝐴(𝜂𝑡)和转移速率部分未知的一般

条件下,相应系统的控制器设计如下:

𝑢(𝑡) =

𝐵(𝜂𝑡)𝐾(𝜂𝑡)𝑥(𝑡) + 𝑔1(𝑥(𝑡), 𝑡, 𝜂𝑡) + 𝑔2(𝑥(𝑡), 𝑡, 𝜂𝑡); (22)

𝑔1(𝑥(𝑡), 𝑡, 𝑖) =

− 𝑃−1
𝑖 𝑥(𝑡)𝜇2

1𝛼
2(𝑡)∣𝑥(𝑡)∣2

𝜇1𝛼(𝑡)∣𝑥(𝑡)∣2 + 𝜌(𝑡)
, ∀𝜂𝑡 = 𝑖 ∈ 𝑺; (23)

𝑔2(𝑥(𝑡), 𝑡, 𝑖) =

− 1

2
× 𝑃−1

𝑖 𝑥(𝑡)𝜇2
2𝜋

2(𝑡)∣𝑥(𝑡)∣2
𝜇2𝜋(𝑡)∣𝑥(𝑡)∣2 + 𝜌(𝑡)

, ∀𝜂𝑡 = 𝑖 ∈ 𝑺. (24)

其中

𝜇1 = max
𝑖∈𝑺

{∥𝑃𝑖∥}, 𝑃𝑖 = 𝑋−1
𝑖 ;

𝜇2 = max
𝑖∈𝑺

{∥∥∥ ∑
𝑗∈𝑺𝑖

𝑘̄
,𝑗 ∕=𝑖

𝑋−1
𝑖 𝑊𝑖𝑋

−1
𝑖

∥∥∥};
𝜌(𝑡) ∈ 𝑳(𝑹+;𝑹+)为一个任意给定的函数.未知参
数𝛼∗ ∈ 𝑹+仍由式 (12)进行估计.函数𝜋(𝑡) ∈ 𝑹+是

𝜋∗ ∈ 𝑹+的估计值,由如下更新律更新:

𝜋̇(𝑡) = −𝛾2𝜌(𝑡)𝜋(𝑡) + 𝛾2𝜇2∣𝑥(𝑡)∣2, (25)

其中 𝛾2是任意给定正数.令 𝜋̃(𝑡) = 𝜋(𝑡) − 𝜋∗,式 (25)
等价为

˙̃𝜋(𝑡) = −𝛾2𝜌(𝑡)𝜋̃(𝑡) + 𝛾2𝜇2∣𝑥(𝑡)∣2 − 𝛾2𝜌(𝑡)𝜋
∗, (26)

初始条件 𝜋̃0 ∈ 𝑹+有界.上述控制器中的相关参数
𝑋𝑖、𝑊𝑖将由如下定理中LMIs求解得出.

定定定理理理 2 当系统转移速率满足一般条件 (22)时,
通过选取适当的设计参数 𝛾1、𝛾2和 𝜌(𝑡), 式 (1)、(22)、
(13)和 (26)形成的自适应闭环辅助系统在区间 [0,∞)

上有唯一解 (𝑥, 𝛼̃, 𝜋̃, )(𝑡;𝑥0, 𝜂0, 𝛼0, 𝜋0), 且几乎处处有
界,特别地, 𝑥(𝑡)几乎处处渐近稳定.如果存在矩阵𝑋𝑖

> 0、𝑊𝑖 > 0和𝑌𝑖,使得如下LMIs成立:[
Ω̄𝑖1 Ω̄𝑖2

∗ Ω̄𝑖3

]
< 0; (27)[

−𝑋𝑖 −𝑊𝑖 𝑋𝑖

∗ −𝑋𝑗

]
⩽ 0, 𝑖 ∈ 𝑺, 𝑗 ∈ 𝑺𝑖

𝑘, 𝑗 ∕= 𝑖.

(28)

其中

Ω̄𝑖1 = 𝐵𝑖𝑌𝑖 + 𝑌 T
𝑖 𝐵T

𝑖 −
∑

𝑗∈𝑺𝑖
𝑘, 𝑗 ∕=𝑖

𝜋𝑖𝑗𝑋𝑖,

Ω̄𝑖2 = [
√

𝜋𝑖𝑘𝑖
1
𝑋𝑖 ⋅ ⋅ ⋅√𝜋𝑖𝑘𝑖

𝑟−1
𝑋𝑖

√
𝜋𝑖𝑘𝑖

𝑟+1
𝑋𝑖

⋅ ⋅ ⋅√𝜋𝑖𝑘𝑖
𝑚
𝑋𝑖],

Ω̄𝑖3 = −diag{𝑋𝑘𝑖
1
, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑋𝑘𝑖

𝑟−1
, 𝑋𝑘𝑖

𝑟+1
, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑋𝑘𝑖

𝑚
}.

则控制器 (22)中状态反馈控制器的控制增益为

𝐾𝑖 = 𝑌𝑖𝑋
−1
𝑖 . (29)

证证证明明明 对于由式 (1)、(22)、(13)和 (26)形成的自
适应闭环辅助系统,选取如下李雅普诺夫函数:

𝑉 ((𝑥, 𝛼̃, 𝜋̃)(𝑡), 𝑡, 𝜂𝑡) =

𝑥T(𝑡)𝑃 (𝜂𝑡)𝑥(𝑡) +
1

2
𝛼̃T(𝑡)𝛾−1

1 𝛼̃(𝑡)+
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1

2
𝜋̃T(𝑡)𝛾−1

2 𝜋̃(𝑡), (30)

其中 𝛾1、𝛾2为任给的正常数.对于任意的 𝑖 ∈ 𝑺,有

ℒ𝑉 ((𝑥, 𝛼̃, 𝜋̃)(𝑡), 𝑡, 𝜂𝑡) =

2𝑥T(𝑡)𝑃𝑖𝑥̇(𝑡) + 𝑥T(𝑡)

𝑁∑
𝑗=1

𝜋𝑖𝑗𝑃𝑗𝑥(𝑡)+

𝛼̃T(𝑡)𝛾−1
1

˙̃𝛼(𝑡) + 𝜋̃T(𝑡)𝛾−1
2

˙̃𝜋(𝑡) =

𝑥T(𝑡)
[
𝑃𝑖𝐵𝑖𝐾𝑖 +𝐾T

𝑖 𝐵
T
𝑖 𝑃𝑖 +

∑
𝑗∈𝑺𝑖

𝑘,𝑗 ∕=𝑖

𝜋𝑖𝑗(𝑃𝑗−

𝑃𝑖)
]
𝑥(𝑡) + 2𝑥T(𝑡)𝑃𝑖(𝐴𝑖𝑥(𝑡) + 𝑔1(𝑥(𝑡), 𝑡, 𝑖)+

𝑔2(𝑥(𝑡), 𝑡, 𝑖)) + 𝛼̃T(𝑡)𝛾−1
1

˙̃𝛼(𝑡) + 𝜋̃T(𝑡)𝛾−1
2

˙̃𝜋(𝑡)+

𝑥T(𝑡)
∑

𝑗∈𝑺𝑖
𝑘̄
,𝑗 ∕=𝑖

𝜋𝑖𝑗(𝑃𝑗 − 𝑃𝑖)𝑥(𝑡) =

𝑥T(𝑡)
[
𝑃𝑖𝐵𝑖𝐾𝑖 +𝐾T

𝑖 𝐵
T
𝑖 𝑃𝑖 +

∑
𝑗∈𝑺𝑖

𝑘,𝑗 ∕=𝑖

𝜋𝑖𝑗(𝑃𝑗−

𝑃𝑖)
]
𝑥(𝑡) + 2𝑥T(𝑡)𝑃𝑖(𝐴𝑖𝑥(𝑡) + 𝑔1(𝑥(𝑡), 𝑡, 𝑖)+

𝑔2(𝑥(𝑡), 𝑡, 𝑖)) + 𝑥T(𝑡)
∑

𝑗∈𝑺𝑖
𝑘̄
,𝑗 ∕=𝑖

𝜋𝑖𝑗𝑋
−1
𝑖 𝑊𝑖𝑋

−1
𝑖 𝑥(𝑡)+

𝛼̃T(𝑡)𝛾−1
1

˙̃𝛼(𝑡) + 𝑥T(𝑡)
∑

𝑗∈𝑺𝑖
𝑘̄
,𝑗 ∕=𝑖

𝜋𝑖𝑗(𝑃𝑗 − 𝑃𝑖−

𝑋−1
𝑖 𝑊𝑖𝑋

−1
𝑖 )𝑥(𝑡) + 𝜋̃T(𝑡)𝛾−1

2
˙̃𝜋(𝑡) ⩽

− 𝜉∣𝑥(𝑡)∣2 + 2𝜇1𝛼
∗∣𝑥(𝑡)∣2 + 2𝑥T(𝑡)𝑃𝑖𝑔1(𝑥, 𝑡)+

𝛼̃T(𝑡)𝛾−1
1 (−𝛾1𝜌(𝑡)𝛼̃(𝑡) + 2𝛾1𝜇1∣𝑥(𝑡)∣2−

𝛾1𝜌(𝑡)𝛼
∗) + 2𝑥T(𝑡)𝑃𝑖𝑔2(𝑥, 𝑡) + 𝜋∗𝜇2∣𝑥(𝑡)∣2+

𝜋̃T(𝑡)𝛾−1
2 (−𝛾2𝜌(𝑡)𝜋̃(𝑡) + 𝛾2𝜇2∣𝑥(𝑡)∣2 − 𝛾2𝜌(𝑡)𝜋

∗) =

− 𝜉∣𝑥(𝑡)∣2 + 2𝜇1𝛼(𝑡)∣𝑥(𝑡)∣2 + 2𝑥T(𝑡)𝑃𝑖𝑔1(𝑥, 𝑡)+

𝛼̃T(𝑡)(−𝜌(𝑡)𝛼̃(𝑡)− 𝜌(𝑡)𝛼∗) + 2𝑥T(𝑡)𝑃𝑖𝑔2(𝑥, 𝑡)(𝑡)+

𝜋∗𝜇2∣𝑥(𝑡)∣2 + 𝜋̃T(𝑡)(−𝜌(𝑡)𝜋̃(𝑡)− 𝜌(𝑡)𝜋∗) =

− 𝜉∣𝑥(𝑡)∣2 + 2𝜇1𝛼(𝑡)∣𝑥(𝑡)∣2 + 2𝑥T(𝑡)𝑃𝑖𝑔1(𝑥, 𝑡)+

𝛼̃T(𝑡)(−𝜌(𝑡)𝛼̃(𝑡)− 𝜌(𝑡)𝛼∗) + 2𝑥T(𝑡)𝑃𝑖𝑔2(𝑥, 𝑡)(𝑡)+

𝜋∗𝜇2∣𝑥(𝑡)∣2 + 𝜋̃T(𝑡)(−𝜌(𝑡)𝜋̃(𝑡)− 𝜌(𝑡)𝜋∗) =

− 𝜉∣𝑥(𝑡)∣2 + 2𝜇1𝛼(𝑡)𝜌(𝑡)∣𝑥(𝑡)∣2
𝜇1𝛼(𝑡)∣𝑥(𝑡)∣2 + 𝜌(𝑡)

+

𝛼̃T(𝑡)(−𝜌(𝑡)𝛼̃(𝑡)− 𝜌(𝑡)𝛼∗) +
𝜇2𝜋(𝑡)∣𝑥(𝑡)∣2

𝜇2𝜋(𝑡)∣𝑥(𝑡)∣2 + 𝜌(𝑡)
+

𝜋̃T(𝑡)(−𝜌(𝑡)𝜋̃(𝑡)− 𝜌(𝑡)𝜋∗) ⩽
− 𝜉∣𝑥(𝑡)∣2 + 𝜌(𝑡)(−𝛼̃2(𝑡)− 𝛼∗𝛼̃(𝑡) + 2)+

𝜌(𝑡)(−𝜋̃2(𝑡)− 𝜋∗𝜋̃(𝑡) + 1) ⩽
− 𝜉∣𝑥(𝑡)∣2 + 𝜌(𝑡)(𝜖1 + 𝜖2). (31)

其中

𝜉 = min
𝑖∈𝑺

𝜆min

(
− (𝑃𝑖𝐵𝑖𝐾𝑖 +𝐾T

𝑖 𝐵
T
𝑖 𝑃𝑖)−∑

𝑗∈𝑺𝑖
𝑘,𝑗 ∕=𝑖

𝜋𝑖𝑗(𝑃𝑗 − 𝑃𝑖)
)
,

𝜖1 =
8 + 𝜋∗2

4
𝜖2 =

4 + 𝜋∗2

4
.

而满足式 (31)需要下列条件同时成立:

𝑃𝑖𝐵𝑖𝐾𝑖 +𝐾T
𝑖 𝐵

T
𝑖 𝑃𝑖 +

∑
𝑗∈𝑺𝑖

𝑘,𝑗 ∕=𝑖

𝜋𝑖𝑗(𝑃𝑗 − 𝑃𝑖) < 0;

(32)

𝑃𝑗 − 𝑃𝑖 −𝑋−1
𝑖 𝑊𝑖𝑋

−1
𝑖 < 0,∀𝑗 ∕= 𝑖, 𝑗 ∈ 𝑺𝑖

𝑘̄. (33)

令𝑋𝑖 = 𝑃−1
𝑖 , 𝑌𝑖 = 𝐾𝑖𝑋𝑖,式 (32)和 (33)等价于

𝐵𝑖𝑌𝑖 + 𝑌 T
𝑖 𝐵T

𝑖 −
∑

𝑗∈𝑺𝑖
𝑘,𝑗 ∕=𝑖

𝜋𝑖𝑗𝑋𝑖+

∑
𝑗∈𝑺𝑖

𝑘,𝑗 ∕=𝑖

𝜋𝑖𝑗𝑋𝑖𝑋
−1
𝑗 𝑋𝑖 < 0; (34)

𝑋𝑖𝑋
−1
𝑗 𝑋𝑖 −𝑋𝑖 −𝑊𝑖 < 0, ∀𝑗 ∕= 𝑖, 𝑗 ∈ 𝑺𝑖

𝑘̄. (35)

由 Schur补引理可知, 式 (27)和 (28)在 (29)条件
下等价于 (34)和 (35).接下来与定理 1的证明过程类
似,在此省略. 2

注注注 5 在系统 (1)的系统矩阵𝐴(𝜂𝑡)未知及转移

速率矩阵Π 部分未知的条件下,定理 2给出了一种新
的控制方法.与文献 [6, 8-9]需要假设未知元素上界
已知的方法不同,定理 2给出的方法中未知元素的上
界仍然未知.就这个意义而言, 定理 2的方法是上述
文献方法的有益扩展和补充.

3 仿仿仿真真真算算算例例例

考虑形如系统 (1)的Markov系统,其系统参数描
述如下:

𝐴1 =

[
−1.3 −0.3

0.5 0.7

]
, 𝐴2 =

[
−1 0.4

1 0.5

]
,

𝐴3 =

[
0.2 0.6

−0.3 −0.7

]
.

这里虽然给出了系统矩阵𝐴(𝜂𝑡), 但在系统相关
控制器设计时没有用到其具体值.首先假设系统转移
速率矩阵已知,具体如下:

Π̃ =

⎡⎢⎣ −1.5 0.6 0.9

0.7 −1.2 0.5

0.3 0.5 −0.8

⎤⎥⎦ .

基于本文方法,设计控制器 (8),相应的控制器矩
阵𝐵(𝜂𝑡)取值如下:

𝐵1 =

[
−1 0.5

−0.2 0

]
, 𝐵2 =

[
−0.5 −0.2

0.8 1

]
,

𝐵3 =

[
−1 0

1 −1

]
.

由定理 1可得

𝑋1 =

[
7.420 9 −0.000 0

−0.000 0 7.420 9

]
,

𝑋2 =

[
8.348 5 −0.000 0

−0.000 0 8.348 5

]
,
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𝑋3 =

[
7.420 9 −0.000 0

−0.000 0 7.420 9

]
;

𝑌1 =

[
9.871 4 61.222 2

−4.746 0 26.393 0

]
,

𝑌2 =

[
31.284 9 22.331 4

−19.772 8 −29.553 0

]
,

𝑌3 =

[
9.647 1 29.633 7

−19.986 6 39.280 9

]
.

其中: 𝑋𝑖 = 𝑃−1
𝑖 (𝑖 = 1, 2, 3), 且可得𝜇 = 0.134 8.由

此,控制器 (8)的状态反馈控制增益计算如下:

𝐾1 =

[
1.330 2 8.250 0

−0.639 6 17.032 1

]
,

𝐾2 =

[
3.747 4 2.674 9

−2.368 4 −3.539 9

]
,

𝐾3 =

[
1.300 0 3.993 3

−2.693 3 5.293 3

]
.

令 𝜌(𝑡) = e−𝑡, 𝛾 = 0.5,可得相应的控制器 (8).假

设初始条件𝑥0 = [1,−0.5]T, 𝛼0 = 0.2,相应的自适应

辅助系统的状态响应如图 1和图 2所示.可以看出,参

数估计𝛼(𝑡)是有界的,系统状态𝑥(𝑡)渐近稳定.
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图 1 𝛼(𝑡)估计值的响应
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图 2 闭环系统状态变量𝑥(𝑡)的响应

另一方面, 当系统的转移速率矩阵部分未知时,

不失一般性,假设其形式如下:

Π =

⎡⎢⎣ ? 0.6 ?

0.7 −1.2 0.5

? ? −0.8

⎤⎥⎦ ,

由定理 2可得

𝑋1 =

[
4.990 2 0

0 4.990 2

]
,

𝑋2 =

[
4.230 4 −0.000 0

−0.000 0 4.230 4

]
,

𝑋3 =

[
4.283 2 −0.000 0

−0.000 0 4.283 2

]
;

𝑊1 =

[
9.758 6 0

0 9.758 6

]
,

𝑊2 =

[
11.422 0 0

0 11.422 0

]
,

𝑊3 =

[
9.280 4 0.000 0

0.000 0 9.280 4

]
;

𝑌1 =

[
−394.297 2 22.209 4

−797.478 1 −113.300 1

]
,

𝑌2 =

[
−78.862 3 504.098 7

233.047 7 −410.457 4

]
,

𝑌3 = 1.0 e+003 ×
[

0.007 4 3.325 0

−3.317 6 3.332 4

]
.

其中: 𝑋𝑖 = 𝑃−1
𝑖 (𝑖 = 1, 2, 3), 并且可得𝜇1 = 0.236 4,

𝜇2 = 1.527 2.从而,控制器 (8)中的状态反馈增益计算
如下:

𝐾1 =

[
−79.014 6 4.450 6

−159.809 4 −22.704 6

]
,

𝐾2 =

[
−18.642 0 119.162 1

55.089 3 −97.026 6

]
,

𝐾3 =

[
1.733 3 776.281 6

−774.548 2 778.014 9

]
.

在相同的参数条件下,可以构造控制器 (8),其相
应的系统响应如图 3和图 4所示.
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图 3 𝜋(𝑡)估计值的响应
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图 4 Π 部分未知时闭环系统状态变量𝑥(𝑡)的响应

图 3为状态转移速率矩阵中未知元素未知上界
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的估计𝜋(𝑡)的响应, 图 4为状态变量𝑥(𝑡)的响应.上
述仿真实验验证了所提出方法的有效性.

4 结结结 论论论

本文研究了一类Markov跳变系统在系统矩阵未

知条件下的控制问题,建立了一种基于状态反馈控制

与自适应控制相结合的新型控制方法,给出了控制器

参数的LMI求解条件.可以看出,尽管系统矩阵未知,

所设计的控制器仍能使相应闭环系统稳定.与现有大

多数自适应控制方法不同,本文给出的自适应方法具

有较好的收敛特性.基于所提方法, 可进一步将所得

结果推广到转移速率部分未知时的情况.最后通过仿

真算例验证了本文设计方法的有效性.
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