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摘 要: 研究在外界扰动影响下的通信拓扑为多图的一阶多智能体系统的协同一致性控制鲁棒性问题.采用闭环系

统的𝐻2范数来度量系统的鲁棒性;借助代数图论、控制论和矩阵论,建立通信拓扑在有无自环时多智能体系统鲁棒

性、系统𝐻2范数、系统通信拓扑之间的直接联系,并进行严格的证明;给出通信拓扑为完备图、星图、路图、环图时

多智能体系统之间的收敛速度、鲁棒性分析与比较. 仿真实例表明了所提出方法的有效性.
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Abstract: This paper investigates the robustness problem for consensus and cooperative control of the first order multi-

agent systems with multi-graph communication affected by external disturbance. Robustness is quantified as the 𝐻2 norm

of the closed-loop system. The direct relationship among robustness of consensus, system 𝐻2 norm, system communication

topology for the oriented multi-agent systems are constructed when there exists self-loops or not in the communication

topology in this note, which is based on the graph theory, the control theory and the matrix theory, and the rigorous proof

is given in details. When the communication topology is complete graph, star graph, path graph and cycle graph, the

convergence speed and robustness are analyzed and compared among them. Simulation examples are given to illustrate the

effectiveness of the proposed methed.
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0 引引引 言言言

近年来,针对多智能体互联系统一致性和协同控

制理论的相关研究受到了国内外学者的广泛关注[1-2].

智能电网中网络的负载均衡,智能交通系统中无人车

辆的自主驾驶, 无人机的编队飞行, 卫星系统中航天

器与飞行器的姿态调整与同步等,都蕴含着多智能体

互联系统的一致性和协同控制问题[3-4].

一致性和分布式协同控制问题的相关研究主要

与通信拓扑结构和系统模型特征密切相关,其中文献

[5-7]主要针对网络连通条件和时延来分析系统的稳

定性, 而没有考虑模型的不确定性和外界扰动给系

统性能造成的影响.现实中系统会受到测量噪声、扰

动、模型不确定性以及通信不确定性等因素的影

响[8].

目前,处理不确定性和扰动的方法主要集中在以

下两个方面:

1) 利用𝐻∞滤波、Kalman滤波、粒子滤波等方

法滤除扰动的影响,这种滤波方法结合一致性协同控

制策略形成新的一致性滤波算法,通过设计权值更新

律,使各节点的估计值尽可能地逼近真实值[9-10];

2)在系统存在不确定性和扰动的情况下,推导出

一些实现一致性协同目标的条件[11-14].

当系统中存在扰动时, 文献 [12-14]则在有向通

信拓扑条件下, 针对一阶积分器多智能体系统,在经
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典的控制器结构之上, 通过将原系统模型降阶, 利用

线性矩阵不等式推导出了满足系统鲁棒性的条件.

文献 [11-14]主要是借助𝐻∞范数来刻画外界扰

动对系统输出的影响, 若要刻画系统对不确定性和

噪声的鲁棒性能, 则需要借助𝐻2范数
[15-17]和𝐿2增

益[18-19]. Xiao等[20]、Bamieh等[21]在通信拓扑为无向

图时利用𝐻2范数来描述系统的鲁棒性, 然而其研究

是在通信拓扑为简单图的条件下进行的探讨, 况且

协同目标是初始状态的平均值[15-17,20-21]. 与简单图不

同,含有自环的多图在描述飞行航线、异步状态机等

方面发挥着重要的作用[22-24].

本文在假定通信拓扑为多图的前提下,研究一阶

多智能体系统在外界扰动影响下协同一致性控制鲁

棒性问题.首先给出系统鲁棒性的定义,利用闭环系

统的𝐻2范数来度量系统的鲁棒性; 然后借助代数图

论、控制论、矩阵论,通过求解Lyapunov方程,结合拉

普拉斯矩阵特征值分析,建立通信拓扑有无自环时多

智能体系统鲁棒性、系统𝐻2范数、系统通信拓扑之

间的直接联系,并给出了严格的证明;最后,针对几类

特殊的通信拓扑完备图、星图、环图、路图,分析并比

较了当系统采用其中的通信拓扑时的收敛速度和鲁

棒性.

1 问问问题题题描描描述述述

考虑如下一阶线性不确定多智能体系统:

˙̂𝑥𝑖(𝑡) = 𝑢𝑖(𝑡) + 𝜔𝑖(𝑡). (1)

其中: 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛; 𝑥̂𝑖(𝑡) ∈ 𝑅是智能体 (𝑖)的状态;

𝑢𝑖(𝑡) ∈ 𝑅是控制输入; 𝜔𝑖(𝑡)是相同强度的白噪声.

注注注 1 为了便于分析, 本文考虑一维空间上的

多智能体系统 (1). 然而,所提出的设计及分析方法可

以借助Kronecker积拓展到高维空间上的多智能体系

统中.

在本文中, 𝑛个智能体之间的通信拓扑利用图

𝐺(𝜈, 𝜀, 𝐴)来描述[25]. 其中: 𝜈 = {𝑣1, 𝑣2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑣𝑛}是节
点集; 𝜀 ⊆ 𝜈 × 𝜈是边集; 𝐴 = [𝑎𝑖𝑗 ]𝑛×𝑛是非负邻接矩

阵,其元素 𝑎𝑖𝑗为 1或 0 (本文中没有给图的边赋权值,

得到的理论成果可以推广至加权图).

定定定义义义 1 如果图𝐺(𝜈, 𝜀, 𝐴)没有自环,则其是简

单图[5,25],即其邻接矩阵对角线元素 𝑎𝑖𝑖 = 0且其拉普

拉斯矩阵为𝐿𝑠 = [𝑙𝑖𝑗 ]𝑛×𝑛,其中

𝑙𝑖𝑗 =

⎧⎨⎩
𝑛∑

𝑘=1,𝑘 ∕=𝑖

𝑎𝑖𝑘, 𝑗 = 𝑖;

−𝑎𝑖𝑗 , 𝑗 ∕= 𝑖.

(2)

注注注 2 由定义 1可以看出, 拉普拉斯矩阵𝐿𝑠每

一行,行和为 0,即𝐿𝑠 ⋅ 1𝑛 = 0 ⋅ 1𝑛,意味着𝐿𝑠有一个

特征值为 0,即𝐿𝑠是奇异矩阵
[5].

定定定义义义 2 如果图𝐺(𝜈, 𝜀, 𝐴)至少含有一个自环,

则其是多图[22,25],即其邻接矩阵对角线元素至少有一

个 𝑎𝑖𝑖 ∕= 0且其拉普拉斯矩阵为𝐿𝑚 = 𝐿𝑠 + diag{𝑎𝑖𝑖}.

1.1 通通通信信信拓拓拓扑扑扑为为为简简简单单单图图图时时时多多多智智智能能能体体体系系系统统统动动动力力力学学学

描描描述述述

当通信拓扑为简单图时,本节提出如下分布式协

同控制律:

𝑢𝑖 =
∑

𝑣𝑗∈𝑁𝑖

𝑎𝑖𝑗(𝑥̂𝑗 − 𝑥̂𝑖) . (3)

其中: 𝑁𝑖 = {𝑣𝑗 ∈ 𝜈 : (𝑣𝑗 , 𝑣𝑖) ∈ 𝜀}是节点 𝑣𝑖的邻居集,

𝑎𝑖𝑗 > 0表示第 𝑖个智能体知道第 𝑗个智能体的信息.

控制律 (3)是典型的协同控制律.

将控制律 (3)代入 (1),得到整个闭环系统状态方

程为

˙̂𝑥(𝑡) = −𝐿𝑠𝑥̂(𝑡) + 𝜔(𝑡). (4)

其中: 𝑥̂ = [𝑥̂1, 𝑥̂2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥̂𝑛]
T, 𝜔 = [𝜔1, 𝜔2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜔𝑛]

T,

𝐿𝑠是对应图𝐺(𝜈, 𝜀, 𝐴)的拉普拉斯矩阵. E[𝜔(𝑡)] = 0,

E[𝜔(𝑡)𝜔T(𝜌)] =
𝛼

2
𝐼𝛿(𝑡 − 𝜌). 𝛿(𝑡)是Dirac Delta函数,

𝛼 > 0为扰动信号的强度.

由于𝐿𝑠是奇异矩阵, 系统 (4)在𝜔(𝑡) ≡ 0时是

边界稳定的, 只需考虑𝑅𝑛子空间 (正交于由𝑛维单

位列向量 1𝑛张成的子空间)上的系统. 令矩阵𝑄 ∈
𝑅(𝑛−1)×𝑛,其每一行组成这一子空间的正交基,即

𝑄1𝑛 = 0,

𝑄𝑄T = 𝐼𝑛−1,

𝑄T𝑄 = 𝐼𝑛 − 1

𝑛
1𝑛1T

𝑛 = 𝛱. (5)

注意到,因𝐿𝑠1𝑛 = 0,故

𝐿𝑠𝑄
T𝑄 = 𝐿𝑠

(
𝐼𝑛 − 1

𝑛
1𝑛1T

𝑛

)
= 𝐿𝑠,

定义 𝜉 := 𝑄𝑥̂,则 𝜉 = 0当且仅当 𝑥̂ = 𝑐1𝑛, 𝑐 ∈ 𝑅.因此,

∥𝜉(𝑡)∥ = (𝜉(𝑡)T𝜉(𝑡))
1
2 可以用来度量与协同目标之间

的距离.

对 𝜉微分,得

𝜉(𝑡) = −𝐿𝑠𝜉(𝑡) +𝑄𝜔(𝑡), (6)

其中𝐿𝑠 = 𝑄𝐿𝑠𝑄
T是降阶的拉普拉斯矩阵.

引引引理理理 1 除了特征值 0外, 𝐿𝑠与𝐿𝑠具有相同的

特征值[12].

1.2 通通通信信信拓拓拓扑扑扑为为为有有有自自自环环环的的的多多多图图图时时时多多多智智智能能能体体体系系系统统统动动动

力力力学学学描描描述述述

引引引理理理 2 若有向多图𝐺(𝜈, 𝜀, 𝐴)是平衡图, 且至

少有一个节点含有自环,即对于所有的 𝑖,至少有一个

𝑎𝑖𝑖 ∕= 0,则矩阵𝐿𝑚 = 𝐿𝑠 + diag{𝑎𝑖𝑖}是正定的[22].

当通信拓扑为有自环的多图时,本节提出如下分

布式协同控制律:
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𝑢𝑖 =
∑

𝑣𝑗∈𝑁𝑖

𝑎𝑖𝑗(𝑥̂𝑗 − 𝑥̂𝑖)−𝑎𝑖𝑖(𝑥̂𝑖 − 𝑟0). (7)

其中: 𝑁𝑖 = {𝑣𝑗 ∈ 𝜈 : (𝑣𝑗 , 𝑣𝑖) ∈ 𝜀}是节点 𝑣𝑖的邻居集;

𝑎𝑖𝑗 > 0表示第 𝑖个智能体知道第 𝑗个智能体的信息;

𝑎𝑖𝑖 = 1意味着第 𝑖个节点含有自环, 且第 𝑖个智能体

知道虚拟领导者 𝑟0 ∈ 𝑅的信息,否则 𝑎𝑖𝑖 = 0.

令 𝑥̂𝑖 − 𝑟0 = 𝑥𝑖,则分布式控制律 (7)可以写成

𝑢𝑖 =
∑

𝑣𝑗∈𝑁𝑖

𝑎𝑖𝑗(𝑥𝑗 − 𝑥𝑖)−𝑎𝑖𝑖𝑥𝑖, (8)

并且系统 (1)转变为

𝑥̇𝑖(𝑡) = 𝑢𝑖(𝑡) + 𝜔𝑖(𝑡), 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛. (9)

至此, 将控制律 (8)代入 (9), 得到整个闭环系统

状态方程为

𝑥̇(𝑡) = −𝐿𝑚𝑥(𝑡) + 𝜔(𝑡). (10)

其中: 𝑥 = [𝑥1, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑛]
T, 𝜔 = [𝜔1, 𝜔2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜔𝑛]

T, 𝐿𝑚

= 𝐿𝑠 +diag{𝑎𝑖𝑖}是对应含有自环的多图𝐺(𝜈, 𝜀, 𝐴)变

形后的拉普拉斯矩阵. E[𝜔(𝑡)] = 0, E[𝜔(𝑡)𝜔T(𝜌)] =
𝛼

2
𝐼𝛿(𝑡 − 𝜌). 𝛿(𝑡)是Dirac Delta函数, 𝛼 > 0为扰动信

号的强度.

2 主主主要要要结结结论论论

2.1 通通通信信信拓拓拓扑扑扑为为为有有有自自自环环环的的的多多多图图图时时时多多多智智智能能能体体体系系系统统统鲁鲁鲁

棒棒棒性性性与与与𝐻2范范范数数数

定定定义义义 3 当通信拓扑为有自环的多图时, 闭环

系统 (10)的鲁棒性可以用

𝐻 := lim
𝑡→∞

E[∥𝑥(𝑡)∥] (11)

来度量.其中: ∥𝑥(𝑡)∥ = (𝑥(𝑡)T𝑥(𝑡))
1
2 用来表示与虚拟

领导者的距离, 𝑥(𝑡) = 0当且仅当 𝑥̂𝑖 = 𝑟0.

由于𝑥(𝑡)T𝑥(𝑡)是个标量,有

𝑥(𝑡)T𝑥(𝑡) = tr(𝑥(𝑡)T𝑥(𝑡)) = tr(𝑥(𝑡)𝑥(𝑡)T),

令 𝐽(𝑡) = E[𝑥(𝑡)T𝑥(𝑡)],则有

𝐻 = lim
𝑡→∞

[tr(𝐽(𝑡))]
1
2 =

[tr( lim
𝑡→∞

𝐽(𝑡))]
1
2 =: [tr(𝐽𝑠𝑠)]

1
2 . (12)

定定定义义义 4 对于线性时不变系统{
𝑥̇ = 𝐴𝑥+𝐵𝑢,

𝑧 = 𝐶𝑥,
(13)

系统矩阵𝐴是Hurwitz矩阵,对应于系统 (13)的𝐻2范

数为 [tr(𝐶𝑋𝐶T)]
1
2 ,其中𝑋为Lyapunov方程

𝐴𝑋 +𝑋𝐴T +𝐵𝐵T = 0 (14)

的解,该范数可以理解为系统状态相对于稳态的均方

偏移量.

定定定理理理 1 对于多智能体系统 (10),当通信拓扑满

足连通条件时, 闭环系统是稳定的. 𝜔(𝑡)是单位强度

的白噪声, 𝐽𝑠𝑠是Lyapunov方程−𝐿𝑚𝐽𝑠𝑠 − 𝐽𝑠𝑠𝐿𝑚
T =

−𝐼的解, 则定义 3中的𝐻等价于系统 (10)在输出方

程为 𝑧(𝑡) = 𝐶𝑥(𝑡), 𝐶 = 𝐼时的𝐻2范数.

证证证明明明 对 𝐽(𝑡)关于时间 𝑡求导,得

𝐽(𝑡) = E[𝑥̇(𝑡)𝑥T(𝑡) + 𝑥(𝑡)𝑥̇T(𝑡)] =

E[−𝐿𝑚𝑥(𝑡)𝑥T(𝑡) + 𝜔(𝑡)𝑥T(𝑡)]+

E[−𝑥(𝑡)𝑥T(𝑡)𝐿𝑚
T + 𝑥(𝑡)𝜔T(𝑡)] =

− 𝐿𝑚𝐽(𝑡)− 𝐽(𝑡)𝐿𝑚
T + E[𝜔(𝑡)𝑥T(𝑡)]+

E[𝑥(𝑡)𝜔T(𝑡)]. (15)

注意到通过求解微分方程 (10),可得其解为

𝑥(𝑡) = e−𝐿𝑚𝑡𝑥(0) +
w 𝑡

0
e−𝐿𝑚(𝑡−𝑠)𝜔(𝑠)d𝑠, (16)

则有

E[𝑥(𝑡)𝜔T(𝑡)] =

e−𝐿𝑚𝑡E[𝑥(0)𝜔T(𝑡)]+

w 𝑡

0
e−𝐿𝑚(𝑡−𝑠)E[𝜔(𝑠)𝜔T(𝑡)]d𝑠 =

0 +
w 𝑡

0

1

2
e−𝐿𝑚(𝑡−𝑠)𝛿(𝑡− 𝑠)d𝑠 =

1

2
𝐼. (17)

因为𝑥(0)与𝜔(𝑡)不相关,所以E[𝑥(0)𝜔T(𝑡)] = 0.

将式 (17)代入 (15),得

𝐽(𝑡) = − 𝐿𝑚𝐽(𝑡)− 𝐽(𝑡)𝐿𝑚
T +

1

2
𝐼T +

1

2
𝐼 =

− 𝐿𝑚𝐽(𝑡)− 𝐽(𝑡)𝐿𝑚
T + 𝐼. (18)

则稳态时 lim
𝑡→∞

𝐽(𝑡) = 0,有

𝐿𝑚𝐽𝑠𝑠 + 𝐽𝑠𝑠𝐿𝑚
T = 𝐼. (19)

因此, 结合定义 4和式 (19)可知, [tr(𝐽𝑠𝑠)]
1
2 为系统

(10)在输出方程为 𝑧(𝑡) = 𝐶𝑥(𝑡), 𝐶 = 𝐼时的𝐻2范

数.

又由定义 3和式 (12)可知, 𝐻 = [tr(𝐽𝑠𝑠)]
1
2 等价

于系统 (10)在输出方程为 𝑧(𝑡) = 𝐶𝑥(𝑡), 𝐶 = 𝐼时的

𝐻2范数. □

定定定理理理 2 矩阵𝐿𝑚 = 𝐿𝑠 + diag{𝑎𝑖𝑖}是当通信拓
扑为含有自环的有向平衡多图𝐺(𝜈, 𝜀, 𝐴)的变形后的

拉普拉斯矩阵,并且至少有一个智能体知道虚拟领导

者的信息,即对于所有的 𝑖,至少有一个 𝑎𝑖𝑖 ∕= 0; 矩阵

𝐿𝑚的特征值

0 < Re{𝜆1} < Re{𝜆2} < ⋅ ⋅ ⋅⋅ < Re{𝜆𝑛},
设𝐿𝑚可对角化,则系统 (10)的𝐻2范数为

𝐻 =

√√√⎷ 𝑛∑
𝑖=1

1

2Re{𝜆𝑖} . (20)

证证证明明明 设矩阵𝐿𝑚的特征值分别为𝜆1, 𝜆2, ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝜆𝑛, 由 Spectral定理可知, 可以找到一个Unitary矩阵

𝑈 (i.e. 𝑈𝑈∗ = 𝑈∗𝑈 = 𝐼 , ∗为Hermitian算子),使得
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𝐿𝑚 = 𝑈𝛬𝑈∗, (21)

其中𝛬 = diag(𝜆1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜆𝑛). 注意到𝐿𝑚是实矩阵, 则

𝐿𝑚
T = 𝐿𝑚

∗. 若要计算𝐻2范数, 则需求解Lyapunov

方程

𝐿𝑚𝐽 + 𝐽𝐿T
𝑚 = 𝐼. (22)

将𝐿𝑚 = 𝑈𝛬𝑈∗代入式 (22),得

𝑈𝛬𝑈∗𝐽 + 𝐽𝑈𝛬∗𝑈∗ = 𝐼. (23)

在式 (23)左端乘以𝑈∗,右端乘以𝑈 ,得

𝑈∗𝑈𝛬𝑈∗𝐽𝑈 + 𝑈∗𝐽𝑈𝛬∗𝑈∗𝑈 = 𝑈∗𝑈 = 𝐼. (24)

由于𝑈𝑈∗ = 𝑈∗𝑈 = 𝐼 ,将式 (24)整理后可得

𝛬𝑈∗𝐽𝑈 + 𝑈∗𝐽𝑈𝛬∗ = 𝐼. (25)

令𝛤 = 𝑈∗𝐽𝑈 ,注意到

tr(𝐽) = tr(𝑈𝑈∗𝐽𝑈𝑈∗) = tr(𝑈𝛤𝑈∗) =

tr(𝑈∗𝑈𝛤 ) = tr(𝛤 ),

于是𝐻 = [tr(𝛤 )]
1
2 ,则式 (25)变为

𝛬𝛤 + 𝛤𝛬∗ = 𝐼. (26)

因𝛬和 𝐼都是对角矩阵,故由式 (26)可知𝛤 也应为对

角矩阵.于是在式 (26)中交换𝛬与𝛤 , 式 (26)可改写

成

𝛤𝛬+ 𝛤𝛬∗ = 𝛤 (2Re{𝛬}) = 𝐼. (27)

式 (27)意味着

𝛤 = (2Re{𝛬})−1, (28)

因此, 𝛤 是对角阵,即

𝛤 = diag
( 1

2Re{𝜆1} ,
1

2Re{𝜆2} , ⋅ ⋅ ⋅⋅,
1

2Re{𝜆𝑛}
)
.

由于𝐻 = [tr(𝛤 )]
1
2 ,可得

𝐻 =

√√√⎷ 𝑛∑
𝑖=1

1

2Re{𝜆𝑖} . (29)

于是定理得证. □

2.2 通通通信信信拓拓拓扑扑扑为为为简简简单单单图图图时时时多多多智智智能能能体体体系系系统统统鲁鲁鲁棒棒棒性性性与与与

𝐻2范范范数数数

定定定义义义 5 当通信拓扑为简单图且不存在虚拟领

导者时,闭环系统 (4)的鲁棒性可以用

𝐻̄ := lim
𝑡→∞

E[∥𝜉(𝑡)∥] (30)

来度量.其中: ∥𝜉(𝑡)∥ = (𝜉(𝑡)T𝜉(𝑡))
1
2 用来表示与协同

目标的距离, 𝜉(𝑡) = 0当且仅当 𝑥̂ = 𝑐1𝑛.

由于 𝜉(𝑡)T𝜉(𝑡)是个标量,有

𝜉(𝑡)T𝜉(𝑡) = tr(𝜉(𝑡)T𝜉(𝑡)) = tr(𝜉(𝑡)𝜉(𝑡)T),

因此,令 𝐽(𝑡) = 𝐸(𝜉(𝑡)T𝜉(𝑡)),有

𝐻̄ = lim
𝑡→∞

[tr(𝐽(𝑡))]
1
2 =

[tr( lim
𝑡→∞

𝐽(𝑡))]
1
2 =: [tr(𝐽𝑠𝑠)]

1
2 . (31)

定义 5对应于稳态均方偏移[20].

定定定理理理 3 对于多智能体系统 (4), 当通信拓扑满

足连通条件时, 闭环系统是稳定的. 𝜔(𝑡)是单位强度

的白噪声, 𝐽𝑠𝑠是Lyapunov方程−𝐿̄𝑠𝐽𝑠𝑠 − 𝐽𝑠𝑠𝐿𝑠
T

=

−𝐼的解,则定义 5中的 𝐻̄等价于系统 (4)在输出方程

为 𝑧(𝑡) = 𝐶𝜉(𝑡), 𝐶 = 𝐼时的𝐻2范数.

类似于定理 1, 用降阶后的拉普拉斯矩阵𝐿𝑠替

换𝐿𝑚即可证明定理 3,在此不再赘述.

定定定理理理 4 矩阵𝐿𝑠是系统 (4)通信拓扑为有向平

衡图𝐺(𝜈, 𝜀, 𝐴)时的拉普拉斯矩阵,矩阵𝐿𝑠的特征值

Re{𝜆̄1} ≡ 0 < Re{𝜆̄2} < ⋅ ⋅ ⋅⋅ < Re{𝜆̄𝑛},
𝐿̄𝑠可对角化,则系统 (4)的𝐻2范数为

𝐻̄ =

√√√⎷ 𝑛∑
𝑖=2

1

2Re{𝜆̄𝑖}
. (32)

类似于定理 2, 用降阶后的拉普拉斯矩阵𝐿𝑠替

换𝐿𝑚即可证明定理 4,在此不再赘述.

2.3 几几几类类类图图图在在在有有有无无无自自自环环环时时时的的的收收收敛敛敛性性性与与与鲁鲁鲁棒棒棒性性性分分分析析析

引引引理理理 3 多智能体系统 (4)具有有向平衡通信

拓扑𝐺,则当𝜔(𝑡) ≡ 0时,多智能体系统 (4)以速度 𝜆̄2

指数稳定[5].

若一个图的每一对不同节点恰有一条边相连,则

称为完备图. 在图𝐺(𝜈, 𝜀, 𝐴)中从起点 𝑣𝑖到终点 𝑣𝑗存

在一条路是由其中间涉及的边所构成的一个序列,即

{(𝑣𝑖, 𝑣𝑘), (𝑣𝑘, 𝑣𝑙), ⋅ ⋅ ⋅ , (𝑣𝑚, 𝑣𝑗)},
则称图𝐺(𝜈, 𝜀, 𝐴)为路图. 若这条路绕一圈后,终点与

起点重合,则称图𝐺(𝜈, 𝜀, 𝐴)为环图. 在图中若存在一

个中央节点,每个节点都与其相连,则称其为星图.

根据定理 4和引理 3, 表 1给出了没有虚拟领导

者时, 几类简单图所对应的多智能体系统 (4)的收敛

速度和𝐻2范数.

表 1 收敛速度和𝐻2范数 (简单图)

图类 收敛速度 𝐻2范数

完备图
𝑛

𝑛 − 1

𝑛 − 1√
2𝑛

环图 2 sin2
(π

𝑛

) √
𝑛2 − 1

12

有向路图 1

√
𝑛2 − 1

6

无向路图 2 sin2
( π

2𝑛

) √
𝑛2 − 1

6

有向星图 1
√

𝑛 − 1

2

无向星图
1

2

𝑛 − 1√
𝑛

注注注 3 有向路图不是平衡图,因此𝐿𝑠不平衡,进

而 𝐿̄𝑠不能对角化, 按照定理 4公式得到𝐻2范数为
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(𝑛− 1)/2.然而, 数值计算得到的𝐻2范数

[17]为√
(𝑛2 − 1)/6,至少𝑛 ⩽ 50.

注注注 4 对于系统 (4),若期望有较好的收敛速度,

则希望拉普拉斯矩阵𝐿𝑠第二小特征值越大越好. 然

而, 若要获得较好的鲁棒性, 则希望𝐻2范数尽可能

小,这就在收敛速度与鲁棒性之间产生了一个折衷问

题.

定定定理理理 5 当通信拓扑为有自环的多图时, 多智

能体系统 (10)具有有向平衡通信拓扑𝐺,则当𝜔(𝑡) ≡
0时,多智能体系统 (10)以速度𝜆1指数稳定.

证证证明明明 多智能体系统 (10)具有有向平衡通信拓

扑𝐺,候选Lyapunov函数

𝑉 (𝑡) =
1

2
∥𝑥∥2. (33)

当𝜔(𝑡) ≡ 0时,沿系统 (10)对𝑉 (𝑡)求导,得

𝑉̇ = 𝑥T𝑥̇ = −𝑥T𝐿𝑚𝑥 ⩽

− 𝑥T𝐿𝑚𝑥 ⩽ −𝜆1(𝐿𝑚)∥𝑥∥2 = −2𝜆1𝑉 (𝑡) < 0. (34)

进而,得

𝑉 (𝑡) ⩽ 𝑉 (0)e−2𝜆1𝑡 ⇒ ∥𝑥(𝑡)∥ ⩽ ∥𝑥(0)∥e−𝜆1𝑡. (35)

因此,当𝜔(𝑡) ≡ 0时,多智能体系统 (10)以速度𝜆1指

数稳定. □

注注注 5 在本文中, 之所以对比讨论通信拓扑为

完备图、环图、路图、星图时多智能体系统之间的收

敛速度与𝐻2范数, 是因为完备图对应着计算机网络

中的全互联网络, 环图对应着令牌环网, 路图对应着

总线型网络,星图对应着星型网络.

根据定理 2和定理 5, 表 2给出了当存在虚拟领

导者时, 各类含有自环的多图所对应的多智能体系

统 (10)的收敛速度和𝐻2范数.

表 2 收敛速度和𝐻2范数 (含有自环的多图)

图类 收敛速度 𝐻2范数

完备图 1
𝑛

4𝑛 − 2

环图 1

√√√√⎷𝑛−1∑
𝑘=0

1

4 sin2
(𝑘π

𝑛
+ 2

)
有向路图 1

√
𝑛 + 1

2

无向路图 1

√√√√⎷𝑛−1∑
𝑘=0

1

4 sin2
(𝑘π

2𝑛
+ 2

)
有向星图 1

√
𝑛 + 1

2

无向星图 1
√

2𝑛 + 1

6

假假假设设设 1 对于多智能体系统 (10), 假设每个智

能体都知道虚拟领导者的信息,计算出的𝐻2范数如

表 2所示;对于部分智能体知道虚拟领导者的信息的

情形,同样可以利用定理 2中的式 (20)计算出来.

3 仿仿仿真真真研研研究究究

下面通过仿真来验证本文的理论结果.

图 1为无自环时有向图与无向图对应的多智能

体系统 (4)收敛速度和𝐻2范数.其中: CG代表完备

图, DC代表有向环图, UC代表无向环图, DP代表有

向路图, UP代表无向路图, DS代表有向星图, US代表

无向星图 (图 2∼图 5亦一样).由图 1可以看出,完备

图性能最好.然而,随着节点数的增加,有向路图、有

向星图对应的多智能体系统收敛速度逼近完备图,

有向星图对应的多智能体系统鲁棒性逼近完备图.

有向路图与无向路图对应的多智能体系统具有相同

的𝐻2范数; 然而,在收敛速度方面,有向路图比无向

路图出色.无论在收敛性方面,还是在鲁棒性方面,有

向星图对应的多智能体系统要比无向星图对应的多

智能体系统表现卓越.
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#

4 8 12 16 20

0

1.5

!"#

%
&
'
(

0.5

1.0

CG DC and UC

DP UP

DS US

图 1 无自环时有向图与无向图对应的多

智能体系统 (4)收敛速度和𝐻2范数

图 2给出了含有自环的多图对应的多智能体系

统 (10)收敛速度与𝐻2范数. 由图 2可以看出,几类含

有自环的多图所对应的多智能体系统具有相同的收

敛速度,同时,完备图性能最好,其性能几乎可以用更

少的边的连通图来匹配.

图 3∼图 5分析了在不同通信拓扑图时多智能

体系统 (10)和 (4)的收敛速度和𝐻2范数. 由图 3∼图
5可以看出,当通信拓扑为含有自环的多图时,随着节

点数的增加,收敛性、鲁棒性要比通信拓扑为简单图

且没有虚拟领导者时优越.
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图 2 含有自环的多图对应的多智能体

系统 (10)收敛速度和𝐻2范数
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UPwithoutvirtual leader

UPwithvirtual leader

图 4 通信拓扑为无向路图时多智能体系

统 (10)和 (4)的收敛速度和𝐻2范数

4 结结结 论论论

本文探讨了多智能体系统在外界扰动的影响下

协同一致性控制鲁棒性问题.采用闭环系统的𝐻2范

数来度量系统的鲁棒性, 通过求解Lyapunov方程并

结合拉普拉斯矩阵特征值分析得知,不仅系统的收敛

速度与拉普拉斯矩阵特征值相关,而且系统的鲁棒性

也与拉普拉斯矩阵特征值密切相关.通过比较几类通

信拓扑图,对有无自环情况下的收敛性与鲁棒性进行

了比较, 发现在存在自环情况下具有相同的收敛速

度,并且完备图性能最好.随着节点数目的增加,其性

能可以借助含更少的边的有向星图、有向路图来匹
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DCandUC withoutvirtual leader

DC andUCwithvirtual leader

图 3 通信拓扑为环图时多智能体系统

(10)和 (4)的收敛速度和𝐻2范数
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US withoutvirtual leader

US withvirtual leader

图 5 通信拓扑为无向星图时多智能体系

统 (10)和 (4)的收敛速度和𝐻2范数

配.当通信拓扑中为含有自环的多图时, 收敛性和鲁

棒性要优于没有虚拟领导者的简单图情形. 仿真结果

表明了本文结论的有效性.
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