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摘 要: 针对自适应指数加权移动平均 (AEWMA)控制图统计经济设计问题, 给出AEWMA控制图统计经济

设计模型, 提出一种在偏移区间上对AEWMA控制图进行设计的多目标优化方法. 针对不同的偏移区间优化了

AEWMA控制图,并将AEWMA控制图统计经济性能与指数加权移动平均 (EWMA)控制图相比较. 结果表明,所提

出方法优化设计的AEWMA控制图仍具有克服EWMA控制图的惯性问题的统计特性, AEWMA控制图的经济性能

也优于EWMA控制图.

关键词: 自适应EWMA控制图；经济设计；统计设计；多目标优化

中图分类号: TP273 文献标志码: A

Economic-statistical design of AEWMA control chart
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Abstract: To solve the economic-statistical design problem of the adaptive smoothing parameter exponentially weighted

moving average(AEWMA) control chart, an economic-statistical design method based on the range of shift is proposed.

An optimization algorithm is designed based on the hierarchical optimization and penalty function for the AEWMA control

chart. The effectiveness of the economic-statistical design method is proved by the comparison between the AEWMA control

chart optimized on a shift range and the exponentially weighted moving average(EWMA) chart optimized at a single constant

shift. The simulation results show that the economic-statistical performances of the AEWMA control chart outperform the

EWMA control chart.
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0 引引引 言言言

作为一种有效的统计质量控制方法,控制图在科

学研究和工业生产中得到了广泛的应用. 控制图的设

计方法主要有统计设计和经济设计,不同的设计方法

直接影响到生产过程中质量控制的效率和成本.

控制图经济设计最早是由Duncan[1]针对均值控

制图提出的. 随后, Lorenzen等[2]提出了一个适用于

控制图经济设计的统一方法, 该方法极大地影响了

后续研究. 由于 Shewhart型控制图对小偏移不敏感,

Roberts[3]提出了指数加权移动平均 (EWMA)控制图,

该控制图通过对历史数据指数加权,增加了控制图对

小偏移的敏感性. EWMA控制图的经济设计最早由

Torng等[4]提出,经过长期研究, EWMA控制图的经济

设计已经取得到了丰富的成果. Woodall[5]指出单纯的

经济设计会使控制图统计性能下降,为此, Saniga[6]提

出一种针对 X̄和R控制图的带有统计约束的经济

设计模型. 这种统计约束下的经济设计方法很快在

EWMA控制图设计中得到了应用与发展[7-9].

EWMA控制图虽然可以快速地检测过程中出
现的小偏移, 但是过程中突然出现大偏移时, 小的平
滑系数会导致EWMA控制图报警滞后.针对该问题,
Capizzi[10]将自适应EWMA滤波方法应用于EWMA
控制图,提出了自适应指数加权移动平均 (AEWMA)
控制图, 该控制图方法可以克服常规EWMA控制图
只对固定偏移敏感的问题. Woodall[11]指出AEWMA
控制图实质上是将 Shewhart控制图与EWMA控制图
更平滑地结合在一起,这种方法优于常规的Shewhart-
EWMA控制图. AEWMA控制图的统计特性研究可
参见文献 [12-14].
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迄今为止, 针对AEWMA控制图的统计特性的

研究已取得丰富的成果, 但是AEWMA控制图的经

济特性从未被研究过. 针对AEWMA控制图的特点,

本文提出一种在偏移区间上对AEWMA控制图进行

统计经济设计的模型, 通过比较该方法优化设计的

AEWMA控制图与针对固定偏移优化设计的EWMA

控制图的性能, 表明所提出的设计方法优化设计

的AEWMA控制图不仅可以保持其原有的统计特性,

并且AEWMA控制图的经济特性也优于常规EWMA

控制图.

1 AEWMA控控控制制制图图图
假设第 i时刻采集来自同一正态分布总体的

样本大小为n的样本Xi = {Xi,1, Xi,2, · · · , Xi,n}, 即

Xij ∼ N(µ0 + δσ0, σ
2
0). 其中: µ0、σ0分别为正态分布

的均值和标准差, δ为均值偏移系数.当 δ = 0时,过程

处于受控状态,其他情况表明过程出现了异常. 第 i个

采样时刻的样本均值 X̄i和标准差Si为

X̄i =
1

n

n∑
j=1

Xij , (1)

Si =

√√√√ 1

n− 1

n∑
j=1

(Xij − X̄i)2, (2)

则Capizzi[10]所提出的AEWMA控制图可按照如下方

式进行构造:
Yi = Yi−1 + ϕ(ei). (3)

其中: Yi是第 i时刻的AEWMA统计量, ϕ(ei)是估计

问题中的误差项, ei = X̄i −Yi−1. 本文中取ϕ(ei)为如

下形式:

ϕ(ei) =


ei + (1− λ)γ, ei < −γ;

λei, |ei| 6 γ;

ei − (1− λ)γ, ei > γ.

(4)

λ ∈ (0, 1]、γ > 0为AEWMA控制图的两个决策变

量, 当控制图设计完成后, λ、γ为常数. 设ω(ei) =

ϕ(ei)/ei为等效平滑系数,则式 (3)可以改写为
Yi = ω(ei)Xi + (1− ω(ei))Yi−1. (5)

显然, ω(ei)随着误差 ei的变化而变化. 当 ei绝对值较

大时, ω(ei)也会随之增加,反之ω(ei) = λ.

设UCL、LCL分别为AEWMA控制图的上下控

制限,可将控制限写为样本标准差的函数UCL = µ0

+ L · Si,LCL = µ0 − L · Si.

2 统统统计计计经经经济济济设设设计计计模模模型型型

过程的一个质量周期是从控制图开始监控生产

过程开始到排除异常原因为止, 主要包括受控、失

控、检测和修复过程 3个阶段. 衡量一个周期费用大

小的有效方式是单位时间内产生的费用,即周期总费

用与周期时间长度的比值.通常情况下, 假设异常的

发生服从均值为 1/θ的指数分布. Lorenzen等[2]通过

一个质量周期的期望成本和期望时间,建立了如下损

失函数模型:
C = [C0/θ + C1(−τ + n · E + h ·ARL1+

γ1 · T1 + γ2 · T2) + s · F/ARL0 +W ]/

[1/θ + (1− γ1) · s · T0/ARL0−
τ + n · E + h ·ARL1 + T1 + T2]+

[((a+ b · n)/h) · (1/θ − τ + n · E+

h ·ARL1 + γ1 · T1 + γ2 · T2)]/

[1/θ + (1− γ1) · s · T0/ARL0−
τ + n · E + h ·ARL1 + T1 + T2]. (6)

其中: h为相邻两个样本之间的采样间隔; C0为受控

状态下单位时间内不合格产品的质量损失; C1为失

控状态下单位时间内不合格产品的质量损失; τ =

(1− (1 + θ · h) exp(−θ · h))/(θ(1− exp(−θ · h)))为异
常发生到上一采样时刻之间的平均时间; E为每次

作图和抽样的时间; ARL0为受控状态下的平均链长

(ARL); ARL1为失控状态下的平均链长; T0为寻找错

误报警的平均时间; T1为发现异常原因的平均时间;

T2为纠正过程的平均时间; γ1可取的值为 0或 1, 代

表寻找异常原因时生产过程停止或继续; γ2可取的值

为 0或 1,代表纠正异常原因时生产过程停止或继续;

s = exp(−θ · h)/(1− exp(−θ · h)) 为受控状态下抽取
样本的期望值; F 为每次误报警的费用; W 为每次定

位和修复异常的费用; a为每次抽样的固定费用; b为

样本中每单位产品的费用.

单纯的经济设计会使得控制图统计性能下降,为

了保证AEWMA控制图的统计特性,应在对AEWMA

控制图经济设计的同时考虑其统计特性. AEWMA控

制图的统计经济设计可以在保证其平均链长符合特

定要求的基础上寻找最优的决策变量组合Ω = (h, n,

UCL, λ, γ),以使单位时间损失函数C最小化.具体方

法可通过求解如下优化问题实现:
min
Ω

C,

min
Ω

ARL1.

s.t. h > 0, n ∈ N, ARL0 = B;

UCL > 0, λ ∈ (0, 1], γ > 0. (7)

其中: N为自然数集, n ∈ N为对样本大小n的整数

约束, B为AEWMA控制图所要求的受控状态下的平

均链长. AEWMA控制图的平均链长ARL可以通过

Markov链方法求取.

3 ARL求求求取取取
将控制限区间 [UCL,LCL]等分为 2m+1个小区

间,每个小区间的宽度为

D =
UCL− LCL

2m+ 1
. (8)
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第u个小区间的中心为

Su = LCL + (u− 0.5)D, u = 1, 2, · · · , 2m+ 1. (9)

当统计量Yi落入第u小区间内时,认为Yi = Su. 状态

之间的一步转移概率矩阵为

Pr =

[
R (I −R)U

0 1

]
. (10)

其中: R为一个 (2m+1)× (2m+1)的实值矩阵, U为

一个 2m+ 1维全 1列向量, 0为 2m+ 1维全 0行向量,

I为单位阵. R中每一个元 ruv代表状态u到状态 v的

一步转移概率,由式 (3)可得
ruv = Pr(Yi = Sv|Yi−1 = Su) =

Pr(Sv −D/2 < Yi−1 + ϕ(Ti−
Yi−1) 6 Sv +D/2|Yi−1 = Su) =

Pr(Sv − Su −D/2 < ϕ(Ti−
Su) 6 Sv − Su +D2). (11)

由式 (4)可知ϕ(e)是可逆的,其逆函数为

ϕ−1(z) =


z − (1− λ) · γ, z < −λγ;

z/λ, |z| 6 λγ;

z + (1− λ) · γ, z > λγ.

(12)

将式 (12)代入 (11), 则AEWMA控制图ARL可以通

过下式求取:
ARL = Pm · (I −R)−1 · U, (13)

其中Pm为一个 2m+1的行向量,除了第m+1个元为

1外,其他均为零.

4 AEWMA控控控制制制图图图统统统计计计经经经济济济设设设计计计方方方法法法
常规EWMA控制图统计经济设计是针对固定偏

移进行的, 而Capizzi[10]提出的AEWMA控制图是在

一个偏移区间上设计的, 因此常规EWMA控制图统

计经济设计方法不再适用于AEWMA控制图.本文提

出了一种针对AEWMA控制图统计经济设计的方法,

具体如下:

1) 选定所要优化的均值偏移区间的两个端点

δ1、δ2 (δ1 < δ2),以及受控状态下的平均链长B;

2) 计算偏移为 δ2时的决策变量Ω1, 使ARL(δ2,

Ω1)最小,同时保证ARL(0,Ω1) = B,即

min
Ω

ARL(δ2,Ω);

s.t. ARL(0,Ω) = B. (14)

3) 选取一个接近于 0的正数α1,计算偏移 δ2时

的决策变量Ω2,使得损失函数C(δ2,Ω2)最小,同时保

证ARL(0,Ω2) = B, ARL(δ2,Ω2) 6 (1 + α1)ARL(δ2,

Ω1),即

min
Ω

ARL(δ2,Ω);

s.t. ARL(0,Ω) = B,

ARL(δ2,Ω) 6 (1 + α1)ARL(δ2,Ω1). (15)

4) 选取一个接近于 0的正数α2, 计算偏移为 δ1

时的决策变量Ω3, 使得ARL(δ1,Ω3)最小, 同时保证

ARL(0,Ω3) = B, ARL(δ2,Ω3) 6 (1+α2)ARL(δ2,Ω2),

C(δ2,Ω3) 6 (1 + α2)C(δ2,Ω2),即
min
Ω

ARL(δ1,Ω);

s.t. ARL(0,Ω) = B,

ARL(δ2,Ω) 6 (1 + α2)ARL(δ2,Ω2),

C(δ2,Ω) 6 (1 + α2)C(δ2,Ω2). (16)

5) 选择一个接近于 0的正数α3, 计算偏移 δ1时

的决策变量Ω∗, 使得损失函数C(δ1,Ω
∗)最小, 同

时保证ARL(0,Ω∗) = B, ARL(δ1,Ω
∗) 6 (1 +

α3)ARL(δ1,Ω3), ARL(δ2,Ω
∗) 6 (1+α3)ARL(δ2,Ω3),

C(δ2,Ω
∗) 6 (1 + α3)C(δ2,Ω3),即
min
Ω

C(δ1,Ω);

s.t. ARL(0,Ω) = B,

ARL(δ1,Ω) 6 (1 + α3)ARL(δ1,Ω3),

ARL(δ2,Ω) 6 (1 + α3)ARL(δ2,Ω3),

C(δ2,Ω) 6 (1 + α3)C(δ2,Ω3). (17)

该方法使用了分层优化的思想, 能够同时保证

AEWMA控制图在偏移区间上的统计性能和经济性

能.式 (14)∼ (17)的优化可以通过罚函数法将约束条

件转化成目标函数的一部分. 以式 (15)为例, 式 (15)

的优化问题可以等价为优化下式:

C(δ2,Ω) + ς ·
((ARL(0,Ω)−B

B

)2

+

η ·
(ARL(δ2,Ω)− (1 + α1) ·ARL(δ2,Ω1)

(1 + α1) ·ARL(δ2,Ω1)

)2)
. (18)

其中: ς为一个很大的正数, 例如 ς = 1010; η的取值

为 0或 1, 当ARL(δ2,Ω) > (1 + α1) · ARL(δ2,Ω1)时

η = 1,否则 η = 0.

5 算算算例例例分分分析析析

为了更好地说明AEWMA控制图的统计经济特

性,本文针对不同的B和不同的偏移优化了AEWMA

控制图. 引用Lorenzen[2]算例中的数据, 不失一般性,

假设µ0 = 0、σ0 = 1. 按照本文提出的优化方法,通过

Zheng[15]提出的差分进化式烟花算法 (FWA-DE)对式

(7)进行寻优, 得到AEWMA控制图的最优决策变量

组合Ω . 限于篇幅,具体结果不再罗列,读者可以联系

作者获取.

根据所得结果, 本文计算了AEWMA控制图与

EWMA控制图在不同偏移下所产生的损失大小, 结

果如图 1和图 2所示. 同时,本文计算了每个偏移大小

下控制图损失的均值M、极差R及其标准差 Std, 结

果如图 3和图 4所示.
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图 1 B = 100时, AEWMA控制图与EWMA控制图的损失
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图 2 B = 500时, AEWMA控制图与EWMA控制图的损失

图 1和图 2中的每条曲线代表针对不同偏移区

间优化的AEWMA控制图与针对不同固定偏移优化

的EWMA控制图的损失C随着偏移 δ的变化. 由图 1

和图 2中 (a)、(b)的对比可知, AEWMA控制图的损失

更为集中,无论受控状态下ARL取多大,针对不同偏

移优化的EWMA控制图的损失都更为发散. 这种现

象说明针对固定偏移优化的EWMA控制图只对单一

偏移敏感, 这也正是EWMA控制图的惯性问题的一

种表现. 显然,针对偏移区间优化的AEWMA几乎不

存在这种惯性问题.

由图 3和图 4可知, AEWMA控制图的均值小于

EWMA控制图, 这说明在对偏移平均的意义下,
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图 3 B = 100时,在不同偏移下AEWMA控制图

与EWMA控制图的经济特性
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AEWMA控制图的损失小于EWMA控制图. 实际生

产过程中的偏移大小往往是无法提前获知的, 以上

结论表明AEWMA控制图更适合于实际中的应用.并

且,无论受控状态下ARL取多大, AEWMA控制图的

极差R及其标准差Std都明显小于EWMA控制图,这

种现象也说明了在不同的偏移下, AEWMA控制图比

EWMA控制图的表现更加稳定.

当B = 100时, AEWMA控制图的最优ARL在

针对偏移区间 [0.25, 4]优化的AEWMA控制图处取

到; 当B = 500时, AEWMA 控制图的最优ARL在

针对偏移区间 [0.5, 4]优化的AEWMA控制图处取到.

为了说明AEWMA控制图的统计特性, 取B分别为

100和 500时, 针对 δ = 0.25和 δ = 4优化的EWMA

控制图,将它们在不同偏移时的ARL绘制在图 5中.

0
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A
R

L

0 2 4

δ

(a) ARL 1000 =

AEWMA

EWMA δ = 0.25

EWMA δ = 4

0

50

100

A
R

L

0 2 4

δ

(b) ARL 5000 =

AEWMA

EWMA δ = 0.5

EWMA δ = 4

图 5 AEWMA控制图与EWMA控制图统计特性比较

由图 5可知,针对 δ = 4优化的EWMA控制图在

检测小偏移时存在严重的报警滞后问题. 在偏移区

间上优化的AEWMA控制图的ARL比单独使用两种

情况下的EWMA控制图的ARL都要小. 这表明本文

所提出的AEWMA控制图统计经济设计方法可以保

证AEWMA控制图的统计特性, 在解决EWMA控制

图的惯性问题上依然是有效的.

6 结结结 论论论

本文针对AEWMA的特点, 设计了一种在偏移

区间上对AEWMA控制图进行统计经济设计的方

法. 将该方法优化设计的AEWMA控制图与针对固

定偏移设计的EWMA控制图作比较, 结果表明了所

提出的设计方法的有效性. 该统计经济设计方法优

化的AEWMA控制图依然保持其统计特性, 可以很

好地解决EWMA控制图的惯性问题. 在经济特性方

面, 针对偏移区间优化的AEWMA控制图的表现比

EWMA控制图更加稳定.
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