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摘 要: 研究超混沌Bao系统的控制问题.首先,给出超混沌Bao系统的Lyapunov指数图,用以验证系统存在超混沌

现象;然后,将线性反馈控制方法和自适应反推控制方法应用于超混沌Bao系统,并设计了将系统混沌状态稳定到平

衡点的混沌控制器;最后,通过数值仿真验证了所设计的控制器的有效性.
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Abstract：：：Control problems of the hyperchaotic Bao system are studied. Firstly, hyperchaos is verified by giving the

Lyapunov exponent spectrum of the hyperchaotic Bao system. Then, the controllers are designed to stabilize the chaotic

states of the system to equilibrium by using the linear feedback control method and adaptive backstepping control method.

Finally, simulation results show the effectiveness of the designed controllers.
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0 引引引 言言言

Lorenz于 1963年在研究天气预报时提出了第 1
个混沌模型[1], 其后提出的Chen混沌吸引子[2]和Lü
吸引子[3]属于广义Lorenz族混沌系统范畴. Liu于
2004年提出的Liu混沌系统[4]实质上属于Lü混沌系
统. Bao等[5]于 2009年发现了Bao混沌系统, Bao系统
是一个不属于Lorenz混沌系统族的新三维混沌系统,
能产生拓扑结构更复杂的不同于Lorenz混沌系统族
的双螺旋吸引子.

基于自治系统实现超混沌的两个基本条件 (即系
统维数至少为四维且系统至少有两个正的Lyapunov
指数),许多学者通过增添一维线性项的方法,基于三
维混沌系统构建了不同的四维超混沌吸引子. 1979
年, Rössler [6]给出了第 1个超混沌系统.后来, Lorenz
和Chen超混沌系统的发现引起了人们广泛兴趣[7-9].
2006年, Chlouverakis等[10]发现了超 Jerk混沌系统;
2008年, 禹思敏等[11]提出了新五阶超混沌电路, 并

给出了硬件实验结果; 2010年, Dadras等[12]从一个新

四维非线性光滑自治系统发现了四涡卷超混沌现象;
2014年, El-Sayed等[12]提出了一个新四维自治系统,
研究了系统分岔、混沌及超混沌现象,最后进行了电
路实现; Huang等[14]在分数阶系统中也发现了超混沌

现象.

自OGY方法提出以来, 人们相继提出了多种混
沌控制方法.文献 [15]应用负反馈控制设计控制器,
将具有两个非线性项的新混沌系统的轨道稳定化;文
献 [16]应用脉冲控制方法控制了一类混沌系统; 文
献 [17]应用滑模控制方法来控制Rössler系统族的混
沌;文献 [18]设计了递归反推非线性控制器来控制两
个四维Lorenz-Stenflo (LS)混沌系统和Qi混沌系统;
文献 [19]应用最优和自适应控制方法控制了一个三
维自治混沌系统和一个四维超混沌系统.

以上控制研究主要是针对混沌系统,由于超混沌
系统的自身特点使其不易实现控制,对超混沌系统的
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控制研究相对较少.文献 [20]设计反馈控制器控制了
Lorenz系统的超混沌到不稳定的平衡点;文献 [21]应
用滑模控制方法实现了具有输入非线性Rössler系统
的鲁棒控制;文献 [22]使用简单的自适应反馈控制实
现了混沌及超混沌的控制.

本文研究四维超混沌Bao系统的控制问题.分别
应用线性状态反馈和自适应反推控制方法设计控制

器, 将超混沌Bao系统控制到系统的平衡点上, 所设
计的线性反馈控制器结构简单且控制效果好.参数未
知时所设计的自适应反推控制器能将混沌状态稳定

到平衡点,并能够对系统参数值作出较好的估计.

1 超超超混混混沌沌沌Bao系系系统统统动动动力力力学学学行行行为为为
Bao等[5]基于三维Bao混沌系统构建了四维超

混沌Bao系统,数学模型描述如下:
ẋ = a(x− y),

ẏ = xz − cy + w,

ż = x2 − bz,

ẇ = d(x+ y).

(1)

其中: 参数 a = 20, b = 4, c = 32, d = 4时, 系统存在
一个超混沌吸引子.

引引引理理理 1 [23] 超混沌Bao系统只有一个平衡点S0

= (0, 0, 0, 0),当 a=20, b=4, c=32, d=4时,系统存在
一个超混沌吸引子.

a = 20, b = 4, c = 32, d = 4时计算得到系统的

4个Lyapunov指数分别为LE1 = 1.987,LE2 = 0.071,

LE3 = 0.000,LE4 = −18.058.图 1是 4个Lyapunov指
数随时间变化曲线, 图 2是图 1的放大. 由图 2可知,
系统有两个正的Lyapunov指数, 可见系统此时处于
超混沌状态.
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图 1 超混沌Bao系统的Lyapunov指数随时间变化曲线
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图 2 超混沌Bao系统的Lyapunov指数
随时间变化曲线局部放大

2 超超超混混混沌沌沌Bao系系系统统统的的的反反反馈馈馈控控控制制制和和和自自自适适适应应应
反反反推推推控控控制制制

为保证系统稳定, 可通过使系统Lyapunov指数
下降的方法消除混沌,同时对原系统的改变应尽可能
小, 且使系统尽快稳定.下面采取线性反馈和自适应
反推控制方法对超混沌Bao系统进行控制.

2.1 超超超混混混沌沌沌Bao系系系统统统线线线性性性反反反馈馈馈控控控制制制

2.1.1 线线线性性性反反反馈馈馈控控控制制制器器器设设设计计计

施加线性反馈控制器后的系统为
ẋ = a(x− y) + u1,

ẏ = xz − cy + w + u2,

ż = x2 − bz + u3,

ẇ = d(x+ y) + u4.

(2)

其中u1, u2, u3, u4为反馈控制输入, 控制目标是稳定
系统轨道到平衡点上. 不失一般性,令式 (2)中u1 = 0,

u2=k1x, u3=0, u4=0,则系统 (2)变为如下受控系统:
ẋ = a(x− y),

ẏ = xz − cy + w + k1x,

ż = x2 − bz,

ẇ = d(x+ y).

(3)

系统在平衡点S0 = (0, 0, 0, 0), 受控超混沌Bao系统
Jacobi矩阵为

J0 =


a −a 0 0

k1 −c 0 1

0 0 −b 0

d d 0 0

 , (4)

特征方程为

(λ+ b)[λ3 + (c− a)λ2 + (ak1 − d− ac)λ+ 2ad] = 0.

(5)

由Routh-Hurwitz判据可知,当 k1 > 32.9时,受控系统
(2)稳定到原点平衡点S0 = (0, 0, 0, 0).

定定定理理理 1 当 k1 > 32.9时,超混沌系统 (1)在线性
状态反馈u1 = 0, u2 = k1x, u3 = 0, u4 = 0控制下被稳

定到平衡点S0 = (0, 0, 0, 0)上.

2.1.2 数数数值值值仿仿仿真真真

对于受控系统 (2),当 a = 20, b = 4, c = 32, d = 4

时取 k1 = 33进行仿真.对比图 3和图 4可见,超混沌

Bao系统在线性状态反馈下能够渐近稳定到平衡点

S0 = (0, 0, 0, 0),表明线性反馈控制是可行的.
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图 3 超混沌Bao系统波形
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图 4 线性反馈控制下系统 (2)波形

2.2 超超超混混混沌沌沌Bao系系系统统统自自自适适适应应应反反反推推推控控控制制制

自适应反推控制 [12]通过由前向后逐步修正算法

来设计控制器, 以实现系统全局跟踪, 适用于状态线

性化或严格参数反馈的参数未知系统的在线控制[17].

下面给出参数未知时超混沌Bao系统的自适应反推

控制器设计,并将超混沌系统控制到平衡点S0 = (0,

0, 0, 0).

2.2.1 参参参数数数未未未知知知时时时自自自适适适应应应控控控制制制器器器设设设计计计

参数 a, b, c, d未知时,超混沌Bao系统 (1)的受控

系统如下: 
ẋ = a(x− y) + u1,

ẏ = xz − cy + w + u2,

ż = x2 − bz + u3,

ẇ = d(x+ y) + u4.

(6)

设α1 = 0, α2 = c1e1, α3 = c2e2, α4 = c3e3,定义误差

信号 e1 = x1 −α1, e2 = x2 −α2, e3 = x3 −α3, e4 = x4

− α4,将 e1, e2, e3, e4代入式 (6),得到如下误差系统:

ė1 = a(e1 − c1e1 − e2) + u1,

ė2 = e1(c2e2 + e3)− c(c1e1 + e2) =

c3e3 + e4 − cė1 + u2,

ė3 = e21 − b(c2e2 + e3)− c2ė2 + u3,

ė4 = d(e1 + c1e1 + e2)− c3ė3 + u4.

(7)

Lyapunov函数如下:

V =
1

2
(e21 + e22 + e23 + e24) +

1

2γ1
(a− a1)

2+

1

2γ2
(b− b1)

2 +
1

2γ3
(c− p1)

2 +
1

2γ4
(d− q1)

2.

这里: γ1, γ2, γ3, γ4>0是自适应增益系数; a1, b1, p1, q1
分别是 a, b, c, d的参数估计.则有

V̇ =

e1ė1 + e2ė2 + e3ė3 + e4ė4 −
1

γ1
(a− a1)ȧ1−

1

γ2
(b− b1)ḃ1 −

1

γ3
(c− p1)ṗ1 −

1

γ4
(d− q1)q̇1 =

e1[a(e1 − c1e1 − e2) + u1] + e2[e1(c2e2 + e3)−
c(c1e1 + e2) + c3e3 + e4 − c1ė1 + u2]+

e3[e
2
1 − b(c2e2 + e3)− c2ė2 + u3]+

e4[d(e1 + c1e1 + e2)− c3ė3 + u4]−
1

γ1
(a− a1)ȧ1 −

1

γ2
(b− b1)ḃ1−

1

γ3
(c− p1)ṗ1 −

1

γ4
(d− q1)q̇1 =

e1[(a− a1)(e1 − c1e1 − e2)+

a1(e1 − c1e1 − e2)− k1e1 + k1e1 + u1]+

e2[e1(c2e2 + e3)− (c− p1)(c1e1 + e2)−

p1(c1e1 + e2) + c3e3 + e4 − c1ė1 − k2e2+

k2e2 + u2] + e3[e
2
1 − (b− b1)(c2e2 + e3)−

b1(c2e2 + e3)− c2ė2 − k3e3 + k3e3 + u3]+

e4[(d− q1)(e1 + c1e1 + e2)+

q1(e1 + c1e1 + e2)− c3ė3 − k4e4 + k4e4 + u4]−
1

γ1
(a− a1)ȧ1 −

1

γ2
(b− b1)ḃ1−

1

γ3
(c− p1)ṗ1 −

1

γ4
(d− q1)q̇1.

令

u1 = a1(e1 − c1e1 − e2)− k1e1, (8)

u2 = −e1(c2e2 + e3) + p1(c1e1 + e2)−

c3e3 − e4 + c1ė1 − k2e2, (9)

u3 = −e21 + b1(c2e2 + e3) + c2ė2 − k3e3, (10)

u4 = −q1(e1 + c1e1 + e2) + c3ė3 − k4e4, (11)

当满足如下参数自适应控制律时:

ȧ1 = γ1(e1 − c1e1 − e2)e1,

ḃ1 = −γ2e3(c2e2 + e3),

ṗ1 = −γ3(c1e1 + e2)e2,

q̇1 = γ4(e1 + c1e1 + e2)e4, (12)

则有 V̇ = −k1e
2
1−k2e

2
2−k3e

2
3−k4e

2
4 < 0. 这里 k1, k2,

k3, k4 > 0是为保证 V̇ < 0而引入的参数. 此时,闭环

误差系统 (7)是渐近稳定的,所以系统 (6)也是渐近稳

定的.

定定定理理理 2 对于系统 (6), 当满足式 (8)∼ (11)时,

系统被稳定到S0 = (0, 0, 0, 0).其中α1 = 0, α2 = c1e1,

α3 = c2e2, α4 = c3e3且 e1 = x1 − α1, e2 = x2 − α2, e3

= x3 − α3, e4 = x4 − α4是误差信号.

2.2.2 数数数值值值仿仿仿真真真

设未知参数 a, b, c, d估计值是 a1, b1, p1, q1.对式

(6)施加控制 (8)∼ (11), 取 c1 = c2 = c3 = 0.5, k1 = 0.1,
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图 5 参数未知受控系统 (6)的波形
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图 6 参数未知受控系统 (6)的参数估计

k2 = 0.2, k3 = 0.3, k4 = 0.4, γ1 = γ2 = γ3 = γ4 = 2,

受控系统波形如图 5所示,可见受控系统 (11)渐近稳

定到原点S0 = (0, 0, 0, 0). 图 6是参数 a, b, c, d估计值

a1, b1, p1, q1随时间变化图形.由图 6可知, 自适应反

推控制方法能够很好地辨识系统参数.

3 结结结 论论论

本文分别设计了线性反馈控制器和自适应反推

控制器, 以将混沌系统控制到期望平衡点.控制效果

表明,两种控制方法均能够解决超混沌Bao系统的控

制问题,且线性反馈控制结构简单, 而自适应反推控

制能够控制参数未知的系统,并能够很好地辨识系统

参数.

参考文献(References)

[1] Lorenz E N. Deterministic nonperiodic flow[J]. J of

Atmospheric Science, 1963, 20(2): 130-141.

[2] Chen G R, Ueta T. Yet another chaotic attractor[J]. Int J

Bifurcation and Chaos, 1999, 9(7): 1465-1466.
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