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摘 要: 讨论一类具有状态饱和非线性的离散线性系统稳定性分析问题.通过引入无穷范数小于等于1的自由矩阵

与对角元素非正的对角矩阵,将状态饱和离散线性系统的状态变量约束在一个凸多面体内,进而以矩阵不等式形式

给出状态饱和离散线性系统的稳定性判据,并给出该矩阵不等式的迭代线性矩阵不等式算法. 基于这一稳定性判据,

给出了基于迭代线性矩阵不等式的状态反馈控制律设计算法. 通过状态饱和离散线性系统的状态空间分割方法,给

出了保守性更小的稳定性判据,并给出了相应的迭代线性矩阵不等式算法. 数值例子验证了所给出方法的正确性与

有效性.
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Abstract: The stability analysis for a class of discrete-time linear systems with state saturation nonlinearity is concemed.

By introducing a free matrix with infinity norm less than or equal to 1 and a diagonal matrix with nonpositive diagonal

elements, the state of this discrete-time linear system under state saturation constraint is confined in a convex hull. In this

way, a criterion for discrete-time linear systems with state saturation to be asymptotically stable is obtained in terms of

bilinear matrix inequalities that can be resolved by using the presented iterative linear matrix inequality algorithm. Based

on this criterion, the state feedback control law synthesis problem is also resolved and the corresponding iterative linear

matrix inequality algorithm is given. A further study shows that the space division method can be also applied to solve

this problem with less conservativeness. Numerical examples are used to illustrate the effectiveness and correctness of the

proposed method.
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0 引引引 言言言

状态饱和现象广泛存在于工程系统,如有限精度

的计算机存储系统,具有位置和速度约束的机械系统

与神经网络等[1]. 这类系统的特点在于其状态变量都

被约束在一个多面体内.为了方便起见,在稳定性分

析与控制律设计过程中通常忽略饱和非线性的影响,

但这种情况下设计的控制律并不能保证闭环系统具

有既定的性能,甚至不能保证闭环系统的稳定性. 因

此,状态饱和系统的稳定性分析与控制律设计问题受

到了国内外研究者的广泛重视.

文献 [1]首次研究了状态饱和系统的稳定性分析

问题,相关结论很快推广到滤波器设计问题[2-3]. 考虑

到平面系统的特殊性, 文献 [4]讨论了平面系统的稳

定性问题,所得结论被进一步推广到一般状态饱和系

统[5]. 在这些结论的基础上, 很容易获得部分状态饱

和线性系统的稳定性判据[6]. 这些稳定性判据可以分

成两类: 一类是研究系统稳定时系统矩阵必须满足

的条件[7-8];另一类是约束Lyapunov矩阵为特殊结构,

如对角矩阵[9]. Fang等[10]引入对角元素为负的行对

角占优矩阵,将连续时间状态饱和线性系统的状态向

量约束在顶点与对角占优矩阵相关的凸多面体内,运

用鲁棒控制理论给出了稳定性判据. 文献 [11]进一步
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将该方法推广到了离散线性系统.

本文研究具有状态饱和非线性的离散线性系统

的稳定性问题.通过引入无穷范数小于等于 1的自由

矩阵与对角元素非正的对角矩阵,将状态饱和离散线

性系统的状态向量约束在凸多面体内,基于凸多面体

不确定系统的鲁棒控制理论给出了状态饱和离散线

性系统的稳定性判据. 通过理论分析,该稳定性判据

与文献 [11]相比具有更小的保守性. 在该稳定性判据

的基础上,同时给出了状态反馈控制律设计算法. 稳

定性判据与控制律设计算法以矩阵不等式形式给出,

为解决数值计算问题,给出了该矩阵不等式的迭代线

性矩阵不等式算法. 进一步研究发现,利用状态饱和

离散线性系统的状态空间划分方法,可以给出保守性

更小的稳定性判据. 数值例子表明了所提出方法的有

效性与正确性.

1 问问问题题题描描描述述述

考虑具有状态饱和非线性的离散线性系统

𝑥(𝑘 + 1) = ℎ(𝐴𝑥(𝑘)). (1)

其中: 𝑥(𝑘) ∈ 𝑫𝑛 := {𝑥(𝑘) = [𝑥1(𝑘), 𝑥2(𝑘), ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑥𝑛(𝑘)]

T ∈ 𝑹𝑛 :∣ 𝑥𝑖(𝑘) ∣⩽ 1, 𝑖 ∈ [1, 𝑛]}为状态向量;

𝐴 = [𝑎𝑖𝑗 ] ∈ 𝑹𝑛×𝑛为定常矩阵; ℎ(⋅)为饱和函数,可以

描述为

ℎ(𝐴𝑥(𝑘)) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ℎ1

( 𝑛∑
𝑗=1

𝑎1𝑗𝑥𝑗(𝑘)
)

ℎ2

( 𝑛∑
𝑗=1

𝑎2𝑗𝑥𝑗(𝑘)
)

...

ℎ𝑛

( 𝑛∑
𝑗=1

𝑎𝑛𝑗𝑥𝑗(𝑘)
)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, (2)

ℎ𝑖(𝜁) = sign(𝜁)min{1, ∣ 𝜁 ∣}, 𝑖 ∈ [1, 𝑛].

在给出结论之前,首先给出本文用到的引理.

引引引理理理 1 [12] 令𝑢, 𝑢1, 𝑢2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑢ℐ ∈ 𝑹𝑛1 ; 𝑣, 𝑣1, 𝑣2,

⋅ ⋅ ⋅ , 𝑣𝒥 ∈ 𝑹𝑛2 . 如𝑢 ∈ co{𝑢𝑖, 𝑖 ∈ [1, ℐ]}, 𝑣 ∈ co{𝑣𝑗 , 𝑗 ∈
[1,𝒥 ]},则有[

𝑢

𝑣

]
∈ co

{[
𝑢𝑖

𝑣𝑗

]
: 𝑖 ∈ [1, ℐ], 𝑗 ∈ [1,𝒥 ]

}
, (3)

其中 co{⋅}表示凸包.

令𝒟𝑛为对角元素为 1或 0的𝑛 × 𝑛维对角矩阵

的集合. 容易验证, 𝒟𝑛含有 2𝑛个元素, 其第 𝑖个元素

用𝐷𝑖表示, 𝑖 ∈ [1, 2𝑛]. 令𝐷−
𝑖 = 𝐼 − 𝐷𝑖, 容易验证,

如果𝐷𝑖 ∈ 𝒟𝑛,则𝐷−
𝑖 ∈ 𝒟𝑛. 在引理 1中,如果 ℐ = 𝒥

= 2,即𝑢 ∈ co{𝑢1, 𝑢2}, 𝑣 ∈ co{𝑣1, 𝑣2},则式 (3)等价于[
𝑢

𝑣

]
∈ co

{
𝐷𝑖

[
𝑢1

𝑣1

]
+𝐷−

𝑖

[
𝑢2

𝑣2

]}
, 𝑖 ∈ [1, 22].

引引引理理理 2 令𝐺 = [𝑔𝑖𝑗 ] ∈ 𝑹𝑛×𝑛满足 ∥ 𝐺 ∥∞⩽ 1,

𝜀 = diag{𝜀1, 𝜀2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜀𝑛}满足 𝜀𝑖 ⩽ 0, 𝑖 ∈ [1, 𝑛],则有

ℎ(𝐴𝑥(𝑘)) ∈ co{𝐷𝑖𝐴𝑥(𝑘) +𝐷−
𝑖 (𝐺+ 𝜀𝐴)𝑥(𝑘)},

𝑖 ∈ [1, 2𝑛]. (4)

证证证明明明 由 ∥ 𝐺 ∥∞⩽ 1, ∣ 𝑥𝑖(𝑘) ∣⩽ 1, 𝑖 ∈ [1, 𝑛], 易

得到

∣ 𝐺𝑖𝑥(𝑘) ∣⩽
𝑛∑

𝑗=1

∣ 𝑔𝑖𝑗𝑥𝑗(𝑘) ∣⩽
𝑛∑

𝑗=1

∣ 𝑔𝑖𝑗 ∣⩽∥ 𝐺 ∥∞⩽ 1,

即 ∣ 𝐺𝑖𝑥(𝑘) ∣⩽ 1成立.

注意到 𝜀𝑖 ⩽ 0, 𝑖 ∈ [1, 𝑛], 可知𝐴𝑖𝑥(𝑘) ⩾ 1时

𝜀𝑖𝐴𝑖𝑥(𝑘) ⩽ 0;而𝐴𝑖𝑥(𝑘) ⩽ −1时 𝜀𝑖𝐴𝑖𝑥(𝑘) ⩾ 0. 因此,

当𝐴𝑖𝑥(𝑘) ⩾ 1时,有 (𝐺𝑖+𝜀𝑖𝐴𝑖)𝑥(𝑘) ⩽ 1;而当𝐴𝑖𝑥(𝑘)

⩽ −1时, 有 (𝐺𝑖 + 𝜀𝑖𝐴𝑖)𝑥(𝑘) ⩾ −1. 当状态未饱和

时, ℎ𝑖(𝐴𝑖𝑥(𝑘)) = 𝐴𝑖𝑥(𝑘),这时可以得到ℎ𝑖(𝐴𝑖𝑥(𝑘)) ∈
co{𝐴𝑖𝑥(𝑘), (𝐺𝑖 + 𝜀𝑖𝐴𝑖)𝑥(𝑘)}. 当状态饱和时, 这时当

𝐴𝑖𝑥(𝑘) > 1时, ℎ𝑖(𝐴𝑖𝑥(𝑘)) = 1,或当𝐴𝑖𝑥(𝑘) < −1时,

ℎ𝑖(𝐴𝑖𝑥(𝑘)) = −1.当𝐴𝑖𝑥(𝑘) > 1时,由 (𝐺𝑖+𝜀𝑖𝐴𝑖)𝑥(𝑘)

⩽ 1可以得到ℎ𝑖(𝐴𝑖𝑥(𝑘)) = 1 ∈ co{𝐴𝑖𝑥(𝑘), (𝐺𝑖 +

𝜀𝑖𝐴𝑖)𝑥(𝑘)}; 当𝐴𝑖𝑥(𝑘) < −1时, 由 (𝐺𝑖 + 𝜀𝑖𝐴𝑖)𝑥(𝑘)

⩾ −1可以得到ℎ𝑖(𝐴𝑖𝑥(𝑘)) = −1 ∈ co{𝐴𝑖𝑥(𝑘), (𝐺𝑖 +

𝜀𝑖𝐴𝑖)𝑥(𝑘)}. 应用引理 1可以得到结论. 2
注注注 1 引理 2引入满足 ∥ 𝐺 ∥∞⩽ 1的自由矩阵

𝐺与对角元素非正的对角矩阵 𝜀,将非线性系统 (1)的

状态向量约束于凸多面体 co{𝐷𝑖𝐴𝑥(𝑘) + 𝐷−
𝑖 (𝐺 +

𝜀𝐴)𝑥(𝑘)}内, 进而可以使用凸多面体不确定线性系

统的鲁棒控制理论来研究其稳定性分析与控制律设

计问题.

2 稳稳稳定定定性性性分分分析析析

以下定理给出了系统 (1)的稳定性判据.

定定定理理理 1 状态饱和离散线性系统 (1)是渐近

稳定的, 如果存在对称正定矩阵𝑃 , 矩阵𝐺,𝑋 , 𝜀 =

diag{𝜀1, 𝜀2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜀𝑛}, 𝜀𝑖 ⩽ 0, 𝑖 ∈ [1, 𝑛],满足

∥ 𝐺 ∥∞⩽ 1, (5)

Ξ𝑖 =

[
−𝑃 ((𝐷𝑖 + 𝜀𝐷−

𝑖 )𝐴+𝐷−
𝑖 𝐺)T𝑋T

∗ −𝑋 −𝑋T + 𝑃

]
< 0, (6)

𝑖 ∈ [1, 2𝑛].

证证证明明明 由引理 2,系统 (1)可以变换为

𝑥(𝑘 + 1) =

2𝑛∑
𝑖=1

𝜂𝑖((𝐷𝑖 + 𝜀𝐷−
𝑖 )𝐴+𝐷−

𝑖 𝐺)𝑥(𝑘). (7)

其中: 𝜂𝑖 ⩾ 0, 𝑖 ∈ [1, 2𝑛],
2𝑛∑
𝑖=1

𝜂𝑖 = 1.

为符号描述简单起见,令

𝐸𝑖 = 𝜂𝑖((𝐷𝑖 + 𝜀𝐷−
𝑖 )𝐴+𝐷−

𝑖 𝐺), 𝑖 ∈ [1, 2𝑛].

对于凸多面体不确定离散线性系统 (7), 设计以



第 8期 钱明霞等: 状态饱和离散线性系统的稳定性分析 1477

下Lyapunov函数:

𝑉 (𝑥(𝑘)) = 𝑥T(𝑘)𝑃𝑥(𝑘), 𝑃 > 0, (8)

并沿系统 (7)的状态轨迹求取前向差分,可得

Δ𝑉 (𝑥(𝑘)) = 𝑉 (𝑥(𝑘 + 1))− 𝑉 (𝑥(𝑘)) =( 2𝑛∑
𝑖=1

𝐸𝑖𝑥(𝑘)
)T

𝑃
( 2𝑛∑

𝑖=1

𝐸𝑖𝑥(𝑘)
)
− 𝑥T(𝑘)𝑃𝑥(𝑘) =

𝑥T(𝑘)Θ𝑥(𝑘), (9)

其中

Θ =
( 2𝑛∑

𝑖=1

𝐸𝑖

)T

𝑃
( 2𝑛∑

𝑖=1

𝐸𝑖

)
− 𝑃. (10)

对于任意矩阵𝑋与对称正定矩阵𝑃 , 有下式成

立:

(𝑋 − 𝑃 )𝑃−1(𝑋 − 𝑃 )T ⩾ 0. (11)

这时可得

𝑋𝑃−1𝑋T ⩾ 𝑋 +𝑋T − 𝑃. (12)

利用不等式 (5), (6)和 (12)可得
2𝑛∑
𝑖=1

𝜂𝑖

⎡⎣−𝑃 ((𝐷𝑖 + 𝜀𝐷−
𝑖 )𝐴+𝐷−

𝑖 𝐺)T𝑋T

∗ −𝑋𝑃−1𝑋T

⎤⎦ < 0,

并进一步得到⎡⎢⎢⎣−𝑃

2𝑛∑
𝑖=1

𝜂𝑖((𝐷𝑖 + 𝜀𝐷−
𝑖 )𝐴+𝐷−

𝑖 𝐺)T𝑋T

∗ −𝑋𝑃−1𝑋T

⎤⎥⎥⎦ < 0. (13)

利用 Schur补引理[13]和不等式 (13),可得Θ < 0,

从而Δ𝑉 (𝑥(𝑘)) ⩽ −𝜖 ∥ 𝑥(𝑘) ∥2,其中𝜖 = −𝜆max(Θ) >

0. 因此,系统 (1)是渐近稳定的. 2
定理 1的对角矩阵 𝜀的对角元素 𝜀𝑖满足 𝜀𝑖 ⩽ 0.

作为特例,可以令 𝜀 = 0,此时可得以下推论.

推推推论论论 1 状态饱和离散线性系统 (1)是渐近稳

定的, 如果存在对称正定矩阵𝑃 与矩阵𝐺、𝑋满足

式 (5)及如下不等式:⎡⎣−𝑃 (𝐷𝑖𝐴+𝐷𝑖𝐺)T𝑋T

∗ −𝑋 −𝑋T + 𝑃

⎤⎦ < 0, 𝑖 ∈ [1, 2𝑛]. (14)

注意到式 (11)对于𝑋 = 𝑃 依然成立. 如果进一

步令𝑋 = 𝑃 ,可得以下推论.

推推推论论论 2 状态饱和离散线性系统 (1)是渐近稳

定的, 如果存在对称正定矩阵𝑃 与矩阵𝐺满足式 (5)

及如下不等式:⎡⎣−𝑃 (𝐷𝑖𝐴+𝐷𝑖𝐺)T𝑃

∗ −𝑃

⎤⎦ < 0, 𝑖 ∈ [1, 2𝑛]. (15)

推论 2即文献 [11]中的推论 1, 由此看出文献

[11]给出的状态饱和离散线性系统稳定性判据可

以看作定理 1在𝑋 = 𝑃 与 𝜀 = 0时的特殊情形. 由此

而言,定理 1具有较小的保守性.

注注注 2 定理 1中Lyapunov函数(8)采用Lyapunov

矩阵𝑃 . 状态饱和离散线性系统 (1)转换为凸多面体

不确定系统 (7)后,如果设计参数依赖Lyapunov函数,

则可以降低结论保守性, 即设计依赖于参数 𝜂𝑖的

Lyapunov函数. 注意到 𝜂𝑖标志着状态饱和系统 (1)的

饱和程度, 所以这类Lyapunov泛函称为饱和依赖

Lyapunov泛函,即

𝑉 (𝑥(𝑘)) = 𝑥T(𝑘)
( 2𝑛∑

𝑖=1

𝜂𝑖𝑃𝑖

)
𝑥(𝑘),

其中𝑃𝑖 (𝑖 ∈ [1, 2𝑛])为对称正定矩阵. 采用定理 1的

思路可得到相应的稳定性判据, 具体方法参见文献

[11,14].

矩阵不等式 (5)和 (6)为非线性矩阵不等式,难以

采用常规的线性矩阵不等式方法求解.为解决该矩阵

不等式的可行性问题, 可以将满足 ∥ 𝐺 ∥∞⩽ 1的矩

阵𝐺 = [𝑔𝑖𝑗 ] ∈ 𝑹𝑛×𝑛等价变换为

ℎ𝑖𝐺𝑦𝑖𝑗 ⩽ 1, 𝑖 ∈ [1, 𝑛], 𝑗 ∈ [1, 2𝑛].

其中: ℋ为只有一个元素为 1,其他元素为 0的𝑛维行

向量的集合, ℎ𝑖 ∈ ℋ表示ℎ𝑖的第 𝑖个元素为 1,其他元

素为 0; 𝒴为元素为 1或−1的𝑛维列向量的集合. 容

易看出: 𝒴中有 2𝑛个元素, 𝒴𝑖 ⊂ 𝒴为第 𝑖个元素为 1,

其他元素为 1或−1的向量集合, 𝒴𝑖中有 2𝑛−1个元素,

记第 𝑗个元素为 𝑦𝑖𝑗 .

算算算法法法 1 状态饱和离散系统 (1)的稳定性分析.

Step 1: 选择满足 ∥ 𝐺 ∥∞⩽ 1的矩阵𝐺, 𝜀 = 0,

𝑘 = 0,令 𝛾𝑘 > 0为充分大的标量.

Step 2:对变量𝑋 ,𝑃 与 𝛾求解以下线性矩阵不等

式优化问题:

min
𝑋,𝑃

𝛾;

s.t. Ξ𝑖 < 𝛾𝐼,∀ 𝑖 ∈ [1, 2𝑛].

如果 𝛾 < 0或 𝛾 > 𝛾𝑘, 则转Step 4; 否则令 𝑘 =

𝑘 + 1, 𝛾𝑘 = 𝛾,转Step 3.

Step 3: 使用 Step 2所得𝑋与𝑃 , 对变量 𝜀,𝐺与

𝛾求解以下线性矩阵不等式优化问题.

min
𝜀,𝐺

𝛾.

s.t.

⎧⎨⎩
Ξ𝑖 < 𝛾𝐼, ∀ 𝑖 ∈ [1, 2𝑛];

ℎ𝑖𝐺𝑦𝑖𝑗 ⩽ 1, 𝑖 ∈ [1, 𝑛], 𝑗 ∈ [1, 2𝑛];

𝜀 ⩽ 0.

如果 𝛾 < 0或 𝛾 > 𝛾𝑘, 则转 Step 4; 否则令 𝑘 = 𝑘 + 1,

𝛾𝑘 = 𝛾,转Step 2.

Step 4:如果 𝛾 < 0, 则系统 (1)是渐近稳定的; 否

则该算法失效. 这时, 可选择不同的 𝜀与𝐺, 从Step 1

开始重新迭代.
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现在考虑系统 (1)的状态反馈控制律设计问题,

即带控制输入𝑢(𝑘)的状态饱和系统

𝑥(𝑘 + 1) = ℎ(𝐴𝑥(𝑘) +𝐵𝑢(𝑘)). (16)

其中: 𝐵 = [𝑏𝑖𝑗 ] ∈ 𝑹𝑛×𝑚为定常矩阵, 𝑢(𝑘) ∈ 𝑹𝑚为控

制输入向量. 设计目标在于给出状态反馈控制律𝑢(𝑘)

= 𝐹𝑥(𝑘)使得闭环系统渐近稳定. 将式 (5)和 (6)中

𝐴替换为𝐴+𝐵𝐹 ,使用定理 (1)可得以下结论.

定定定理理理 2 状态饱和离散线性系统 (16)是可镇

定的, 如果存在对称正定矩阵𝑃 , 矩阵𝐺,𝑋 ,𝐹 , 𝜀 =

diag{𝜀1, 𝜀2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜀𝑛}, 𝜀𝑖 ⩽ 0, 𝑖 ∈ [1, 𝑛],满足式 (5)和不

等式

Γ𝑖 =

[
−𝑃 ((𝐷𝑖+𝜀𝐷−

𝑖 )(𝐴+𝐵𝐹 )+𝐷−
𝑖 𝐺)T𝑋T

∗ −𝑋 −𝑋T + 𝑃

]
< 0,

𝑖 ∈ [1, 2𝑛], (17)

则状态反馈控制律为

𝑢(𝑘) = 𝐹𝑥(𝑘).

类似于算法 1,给出系统 (16)的状态反馈控制律

设计算法.

算算算法法法 2 状态饱和离散系统 (16)的状态反馈控

制律设计算法.

Step 1: 选择对称正定矩阵𝑄, 求解Lyapunov方

程

−𝑃 + (𝐴+𝐵𝐹 )T𝑃 (𝐴+𝐵𝐹 ) = −𝑄,

其中𝐹 为使𝐴 + 𝐵𝐹 Schur稳定的反馈矩阵. 令𝑋 =

𝑃 , 𝑘 = 0, 𝛾𝑘 > 0为充分大的标量.

Step 2: 使用 Step 1所得𝑋与𝑃 , 对变量 𝜀,𝐺, 𝛾

求解以下的线性矩阵不等式优化问题:

min
𝜀,𝐺

𝛾.

s.t.

⎧⎨⎩
Γ𝑖 < 𝛾𝐼, ∀𝑖 ∈ [1, 2𝑛];

ℎ𝑖𝐺𝑦𝑖𝑗 ⩽ 1, 𝑖 ∈ [1, 𝑛], 𝑗 ∈ [1, 2𝑛];

𝜀 ⩽ 0.

如果 𝛾 < 0或 𝛾 > 𝛾𝑘,则转Step 5;否则,令 𝑘 = 𝑘 + 1,

𝛾𝑘 = 𝛾,转 Step 3.

Step 3: 使用 Step 2所得 𝜀,𝐺和𝐹 , 对变量𝑋 ,𝑃 ,

𝛾求解以下的线性矩阵不等式优化问题:

min
𝑋,𝑃

𝛾;

s.t. Γ𝑖 < 𝛾𝐼, ∀ 𝑖 ∈ [1, 2𝑛].

如果 𝛾 < 0或 𝛾 > 𝛾𝑘,则转Step 5;否则,令 𝑘 = 𝑘 + 1,

𝛾𝑘 = 𝛾,转 Step 4.

Step 4: 使用 Step 3所得 𝜀,𝑃 和𝑋 , 对变量𝐺,𝐹 ,

𝛾求解以下的线性矩阵不等式优化问题:

min
𝐺,𝐹

𝛾.

s.t.

⎧⎨⎩Γ𝑖 < 𝛾𝐼, ∀ 𝑖 ∈ [1, 2𝑛];

ℎ𝑖𝐺𝑦𝑖𝑗 ⩽ 1, 𝑖 ∈ [1, 𝑛], 𝑗 ∈ [1, 2𝑛].

如果 𝛾 < 0或 𝛾 > 𝛾𝑘,则转 Step 5;否则,令 𝑘 = 𝑘 + 1,

𝛾𝑘 = 𝛾,转Step 2.

Step 5:如果 𝛾 < 0,则系统 (16)是可镇定的,反馈

控制律为𝑢(𝑘) = 𝐹𝑥(𝑘); 否则,该算法失效. 这时,可

选择不同的𝐹 和𝑄,从 Step 1重新迭代.

3 状状状态态态空空空间间间分分分割割割法法法

从𝐺和 𝜀的设计过程可以看出, 只要当𝐴𝑖𝑥 ⩾
1时𝐺𝑖𝑥 ⩽ 1成立,且当𝐴𝑖𝑥 ⩽ −1时𝐺𝑖𝑥 ⩾ −1成立,

则引理 2成立, 这时 ∥ 𝐺 ∥∞⩽ 1不一定需要满足. 考

虑到这点, 可以将系统 (1)的状态空间𝑫𝑛对于给定

向量 𝜉 ∈ 𝑹𝑛划分为

𝑆−
𝜉 := {𝑥∣𝑥 ∈ 𝑫𝑛 : 𝜉T𝑥 < −1},

𝑆±
𝜉 := {𝑥∣𝑥 ∈ 𝑫𝑛 : −1 < 𝜉T𝑥 < 1},

𝑆+
𝜉 := {𝑥∣𝑥 ∈ 𝑫𝑛 : 𝜉T𝑥 > 1}.

𝑆−
𝜉 与𝑆+

𝜉 关于坐标原点对称.

定定定义义义 1 对于矩阵𝐴和𝐺, 记𝑆+
𝐴 ⊆ 𝑫𝑛 − 𝑆+

𝐺 ,

如果𝑆+
𝐴𝑖

⊆ 𝑫𝑛 − 𝑆+
𝐺𝑖

, 𝑖 ∈ [1, 𝑛],即𝐺𝑖𝑥 ⩽ 1, 𝐴𝑖𝑥 > 1,

𝑥 ∈ 𝑫𝑛. 类似地,记𝑆−
𝐴 ⊂ 𝑫𝑛−𝑆−

𝐺 ,如果𝑆−
𝐴𝑖

⊆ 𝑫𝑛−
𝑆−
𝐺𝑖

, 𝑖 ∈ [1, 𝑛].

引引引理理理 3 如果𝐺 ∈ 𝑹𝑛×𝑛满足𝑆+
𝐴 ⊆ 𝑫𝑛 − 𝑆+

𝐺 ,

则下式成立:

ℎ(𝐴𝑥(𝑘)) ∈ co{𝐷𝑖𝐴𝑥(𝑘) +𝐷−
𝑖 𝐺𝑥(𝑘)}, 𝑖 ∈ [1, 2𝑛].

(18)

证证证明明明 由𝑫𝑛和𝑆+
𝐴 ⊆ 𝑫𝑛 − 𝑆+

𝐺的对称性可知

𝑆−
𝐴 ⊆ 𝑫𝑛 − 𝑆−

𝐺 . 对于任意 𝑖 ∈ [1, 𝑛], 当𝐴𝑖𝑥(𝑘)不

饱和时, ℎ𝑖(𝐴𝑖𝑥(𝑘)) = 𝐴𝑖𝑥(𝑘), 这时ℎ𝑖(𝐴𝑖𝑥(𝑘)) ∈
co{𝐴𝑖𝑥(𝑘), 𝐺𝑖𝑥(𝑘)}成立; 当𝐴𝑖𝑥(𝑘) > 1时, 由𝑆+

𝐴𝑖
⊆

𝑫𝑛 − 𝑆+
𝐺𝑖
可得𝐺𝑖𝑥(𝑘) ⩽ 1, 这时ℎ𝑖(𝐴𝑖𝑥(𝑘)) = 1 ∈

co{𝐴𝑖𝑥(𝑘), 𝐺𝑖𝑥(𝑘)}成立; 当𝐴𝑖𝑥(𝑘) < −1时, 同理可

知𝐺𝑖𝑥(𝑘) ⩾ −1与ℎ𝑖(𝐴𝑖𝑥(𝑘)) = −1 ∈ co{𝐴𝑖𝑥(𝑘),

𝐺𝑖𝑥(𝑘)}成立. 由引理 1可知式 (18)成立. 2
在此基础上，可以获得以下定理.

定定定理理理 3 状态饱和离散线性系统 (1)是渐近稳

定的, 如果存在对称正定矩阵𝑃 和满足𝑆+
𝐴 ⊂ 𝑫𝑛

− 𝑆+
𝐺的矩阵𝐺使得以下矩阵不等式成立:

Ω𝑖 =

[
−𝑃 (𝐷𝑖𝐴+𝐷−

𝑖 𝐺)T𝑃

𝑃 (𝐷𝑖𝐴+𝐷−
𝑖 𝐺) −𝑃

]
< 0,

𝑖 ∈ [1, 2𝑛]. (19)

对系统 (1)设计Lyapunov函数如式 (8)所示, 并

由定理 1证明过程可得定理 3成立.

注注注 3 从定义 1可以看出, 矩阵𝐺与𝐴紧密相
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关. 由于这一原因, 矩阵𝐺的设计过程较引理 2的

𝐺复杂, 特别当矩阵𝐴维数较高时. 从引理 3推导过

程可以看出,引理 3中的𝐺具有较大的自由度且包含

了引理 2. 因此, 定理 3比定理 2具有更小的保守性.

遗憾的是, 在反馈控制律设计时, 对于未知矩阵𝐴 +

𝐵𝐹 , 𝑆+
𝐴+𝐵𝐹 无法确定, 因此该方法只能用于开环系

统稳定性分析而难以应用到状态反馈控制律设计.

对于任意 𝑖 ∈ [1, 𝑛], 𝑆+
𝐴𝑖

= {𝑥∣𝑥 ∈ 𝑫𝑛 : 𝐴T
𝑖 𝑥 >

1}可以看作超立方体𝑫𝑛被超平面 {𝑥∣𝑥 ∈ 𝑫𝑛, 𝐴𝑖𝑥

= 1}所截的凸多面体. 注意到该多面体具有凸性,

𝑆+
𝐴 ⊆ 𝑫𝑛 − 𝑆+

𝐺可以表示为

ℎ𝑖𝐺𝑦𝑖𝑗 < 1, 𝑖 ∈ [1, 𝑛], 𝑗 ∈ [1, 𝑣].

其中ℋ为只有一个元素为 1, 其他元素为 0的𝑛维行

向量集合, ℎ𝑖 ∈ ℋ表示ℎ𝑖的第 𝑖个元素为 1, 其他元

素为 0; 𝑦𝑖𝑗 , 𝑖 ∈ [1, 𝑛], 𝑗 ∈ [1, 𝑣]为 {𝑥∣𝑥 ∈ 𝑫𝑛, 𝐴𝑖𝑥 >

1}的顶点, 𝑣为 {𝑥∣𝑥 ∈ 𝑫𝑛, 𝐴𝑖𝑥 > 1}顶点个数. 在此

基础上,可以给出以下的迭代线性矩阵不等式算法.

算算算法法法 3 状态饱和离散系统 (1)的稳定性分析.

Step 1: 给定对称正定矩阵𝑄, 求解Lyapunov方

程

−𝑃 +𝐴T𝑃𝐴 = −𝑄.

如果存在对称正定解𝑃 , 则令 𝑘 = 0, 𝛼𝑘为充分

大的标量;否则,该系统不稳定.

Step 2: 使用 Step 1所得到的𝑃 , 对变量𝐺和𝛼

求解以下的线性矩阵不等式优化问题:

min
𝐺

𝛼.

s.t.

⎧⎨⎩Ω𝑖 < 𝛼𝐼, 𝑖 ∈ [1, 2𝑛];

ℎ𝑖𝐺𝑦𝑖𝑗 < 1, 𝑖 ∈ [1, 𝑛], 𝑗 ∈ [1, 𝑣].

如果𝛼 < 0或𝛼 > 𝛼𝑘,转 Step 4,否则令 𝑘 = 𝑘+1,

𝛼𝑘 = 𝛼,并转 Step 3.

Step 3: 使用 Step 2所得到的𝐺, 对变量𝑃 和𝛼

求解以下的线性矩阵不等式优化问题:

min
𝑃

𝛼;

s.t. Ω𝑖 < 𝛼𝐼, 𝑖 ∈ [1, 2𝑛].

如果𝛼 < 0或𝛼 > 𝛼𝑘,转 Step 4,否则令 𝑘 = 𝑘+1,

𝛼𝑘 = 𝛼,并转 Step 4.

Step 4:如果𝛼 < 0,则该系统是渐近稳定的,否则

该算法失效. 这时,可以选择不同的𝑄,从Step 1开始

重新迭代.

4 数数数值值值仿仿仿真真真

首先考虑系统 (1)的稳定性问题,其中

𝐴 =

[
0.5 0.7

0.9 −0.3

]
.

由算法 1可知该系统是渐近稳定的,并可得矩阵

不等式 (5)和 (6)的一组可行解为

𝑃 =

[
3.430 2 0.156 3

0.156 3 2.682 7

]
,

𝑋 =

[
3.320 5 0.035 2

0.144 6 2.803 9

]
,

𝐺 =

[
0.412 3 0.508 9

0.517 2 −0.374 3

]
,

𝜀 =

[
−1.142 3 0

0 −0.565 8

]
.

为了验证定理 2的可行性,考虑系统 (16)的反馈

控制律设计问题,其中

𝐴 =

[
1.5 0.7

0.9 1.3

]
, 𝐵 =

[
1

2

]
.

系统矩阵𝐴的特征根为 2.2和 0.6,所以该系统即

使没有状态饱和现象发生时也是开环不稳定的. 利用

算法 2可得矩阵不等式 (17)的可行解为

𝑃 =

[
7.289 4 −0.342 6

−0.342 6 0.720 4

]
,

𝑋 =

[
6.189 6 0.142 3

−0.551 7 0.808 6

]
,

𝐺 =

[
−0.413 5 0.127 5

0.156 9 −0.781 4

]
,

𝜀 =

[
−0.243 3 0

0 −0.414 5

]
.

同时可得状态反馈控制律为

𝑢(𝑘) = [−1.817 2− 0.674 3]𝑥(𝑘).

使用该状态反馈控制律,闭环系统的状态轨迹分别如

图 1和图 2所示,可知闭环系统渐近稳定.

0 10 20 30 40 50
-2

-1

0

1

t /s

x
1

图 1 闭环系统状态轨迹𝑥1(𝑘)

0 10 20 30 40 50
-2

-1

0

1

t /s

x
2

图 2 闭环系统状态轨迹𝑥2(𝑘)
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5 结结结 论论论

本文讨论了一类具有状态饱和非线性的离散线

性系统的稳定性分析问题.通过引入无穷范数小于等

于 1的自由矩阵与对角元素非正的对角矩阵,将状态

饱和离散线性系统的状态变量约束在顶点与这两个

矩阵相关的凸多面体内,进而使用凸多面体不确定系

统鲁棒控制理论,以矩阵不等式形式给出了状态饱和

离散线性系统的稳定性判据,并给出了该矩阵不等式

的迭代线性矩阵不等式算法. 基于这一稳定性判据,

同时给出了基于迭代线性矩阵不等式算法的状态反

馈控制律设计算法. 通过状态饱和离散线性系统的状

态空间分割方法, 给出了保守性更小的稳定性判据,

并给出了相应的迭代线性矩阵不等式算法.
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