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摘 要: 针对传统回声状态网络 (ESN)难以解决多振荡子叠加 (MSO)问题,提出一种增量式模块化回声状态网络

(IM-ESN).该网络储备池由多个相互独立的子储备池组成. 利用矩阵的奇异值分解 (SVD)构造每个子储备池的权值

矩阵,并依据分块对角矩阵原理,将子储备池逐一添加至网络中. 在网络增长过程中, IM-ESN无需放缩权值矩阵便能

保证网络的状态回声特性. MSO 问题的仿真结果表明, IM-ESN能够自主确定与问题复杂度相匹配的网络规模,具

有较好的预测性能和鲁棒性.
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Abstract: An incremental modular echo state network(IM-ESN) is proposed to solve the multiple superimposed

oscillator(MSO) problem, which is difficult to be solved by conventional ESNs. The reservoir of IM-ESN is made up of

sub-reservoirs which are mutually independent. The weight matrices of sub-reservoirs are designed via the singular value

decomposition(SVD) method. Based on the block diagonal matrix theory, the generated sub-reservoirs are added to the

existing network one by one. During the growth of the network, IM-ESN can guarantee the echo state property without

posterior scaling of the weights. The experiment results on the MSO problem show that the IM-ESN can determine its

network complexity to match the given applications automatically, with better prediction performance and robustness.
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0 引引引 言言言

回声状态网络 (ESN)是一种新型的递归神经网

络[1-2].与传统递归神经网络不同, ESN拥有一个随

机、庞大、稀疏连接的动态储备池.当储备池的权值

矩阵满足一定的代数条件时, ESN具有很好的稳定

性和动态特性.在网络训练过程中, ESN只需要通过

线性回归算法确定储备池及输入层与输出层的连

接权值,保持其他权值固定不变.简单有效的训练方

法使得ESN 避免陷入局部极小, 具有非常快的学习

速度[2].近十几年来, ESN 引起了人们的广泛关注,

已成功地应用于时间序列预测、控制、非线性系统

辨识、语音识别等领域[3-7].然而,传统ESN难以解决

MSO (multiple superimposed oscillator)问题[8].

MSO问题是由多个不同频率正弦波叠加而成的

时间序列预测问题. 学习产生一个正弦曲线比较容

易,但多个不同频率的正弦波叠加,波长变得非常长,

甚至失去周期特性,预测异常困难,传统ESN难以解

决[9]. 因此, MSO 问题已成为ESN研究领域的标杆问

题,引起诸多研究者的关注[8-9]. 多频率信号叠加问题

在信号处理、振动系统、语音识别及气象学等领域较

为常见[10],因而解决MSO问题具有现实意义.

储备池神经元间的耦合特性是传统ESN难以解
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决MSO问题的主要原因[8-9]. 因此, Xue等[8]提出了解

耦回声状态网络 (DESN), 其储备池由多个子储备池

组成, 子储备池间引入侧抑制连接, 促进储备池神经

元间部分解耦,实现了对两个不同频率正弦波叠加信

号的预测.薄迎春等[11]设计了具有小世界特性的状

态回声网络, 以削弱储备池神经元间的耦合特性, 较

好地解决了两个正弦波叠加的MSO问题. Fiers等[12]

通过硬件构造纳米光子储备池, 产生周期信号,在两

个正弦波叠加的MSO 问题上取得了优于传统ESN

的预测效果. Song等[13]提出了类皮层储备池复杂状

态回声网络 (CESN),并在实验中添加适当噪声,对两

个正弦波的MSO问题取得了 1 e-5量级的预测精度.

宋青松等[14]利用粒子群优化ESN输出权值以获得稳

定输出, 成功解决了两个正弦波的MSO问题. 然而,

上述方法仅限于讨论两个正弦波的叠加,对于多个正

弦波叠加的MSO问题未曾涉及.

Schmidhuber等[15]通过改进的LSTM (long short-

term memory)网络, 分别对 2、3、4、5个不同频率的

正弦波叠信号加进行预测, 均取得了成功, 但后两

种情况预测精度不高. Holzmann等[16]将滤波神经元

及延时读取神经元引入传统ESN, 对多个正弦波叠

加的MSO问题, 取得了优于文献 [15]的预测效果.

Koryakin等[17]通过平衡输出反馈及内部状态递归

对储备池内部动态的影响, 提出平衡回声状态网络

(BESN),解决了多个正弦波叠加的MSO问题. BESN

可以设计非常小的输出反馈及内部状态递归,使得储

备池神经元在激活函数的线性区域响应近似于线性

ESN. 尽管线性ESN比较容易解决MSO 问题, 但其

稳定性较差. Jaeger等[18]通过对学习过程添加噪声,

获得了相对稳定的测试结果.而在训练过程中添加噪

声则意味着降低网络的预测精度[2].

鉴于上述分析,本文提出一种增量式模块化回声

状态网络 (IM-ESN). IM-ESN拥有一个增量式模块化

结构,其储备池由相互独立的子储备池逐一添加而成,

可以实现储备池部分神经元解耦.子储备池的权值矩

阵由给定的奇异值谱基于奇异值分解 (SVD)构造,无

需对权值矩阵放缩即可确保网络的稳定性. 根据检验

误差设置网络增长终止条件, IM-ESN能够自主确定

与给定问题相匹配的网络规模. 针对多个正弦波叠加

的MSO 问题仿真,均获得了较高且稳定的预测精度,

从而表明了算法的有效性.

1 MSO问问问题题题
MSO是由两个或更多不同频率正弦波叠加而成

的准周期时间序列,即

𝑑(𝑡) =

𝑀∑
𝑖=1

sin(𝛼𝑖𝑡). (1)

其中: 𝑀为正弦波的数量, 𝛼𝑖为第 𝑖个正弦波的频率,

𝑡为序列时间.本文讨论 2 ∼ 8个正弦波叠加的MSO

问题,记为MSO𝑥 (𝑥 = 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8),其中𝑥表示正

弦波的个数. 根据文献 [17],频率分别设为: 𝛼1 = 0.2,

𝛼2 = 0.311, 𝛼3 = 0.42, 𝛼4 = 0.51, 𝛼5 = 0.63, 𝛼6 =

0.74, 𝛼7 = 0.85, 𝛼8 = 0.97.显然, 各频率相互不存

在最小公倍数, 叠加信号不满足周期条件,是准周期

时间序列.图 1给出了MSO 时间序列 400 (1 ⩽ 𝑡 ⩽
400)步的图像 (自上而下分别为MSO2、MSO4、MSO6

及MSO8).如图 1所示,随着正弦波叠加数量的增加,

其信号幅值及波长逐渐增大,震荡加剧, 预测难度增

加.

0 50 100 150 200 250 300 350 400
-2

0

2

t

d
(

t)

0 50 100 150 200 250 300 350 400
-5

0

5

t

d
(

t
)

0 50 100 150 200 250 300 350 400
-10

0

10

t

d
(

t
)

0 50 100 150 200 250 300 350 400
-10

0

10

t

d
(

t)

MSO4

MSO6

MSO8

MSO2
0 100 200 300 400

2

-2

0

d
t(
)

MSO2

0 100 200 300 400

5

-5

0

d
t(
)

MSO4

0 100 200 300 400

10

-10

0

d
t(
)

MSO6

100 200 300 400

10

-10

0

d
t(
)

MSO8

t /s
0

图 1 MSO时间序列

传统ESN难以解决MSO问题的主要原因是: 储

备池神经元相互耦合, 难以同时产生多个不同频率

的振荡器[8-9]. 线性储备池可以获得较高精度的训练

精度,但其在自治测试阶段稳定性较差[18]. 训练过程

中添加噪声, 可以获得相对稳定的输出,但也会降低

预测精度. 设计稳定精确的MSO发生器或预测模型

是ESN研究领域的标杆问题之一,即MSO问题.

2 IM-ESN
2.1 传传传统统统ESN

传统ESN的储备池神经元稀疏随机连接, 彼此

耦合在一起,方程描述如下:
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𝒙(𝑛+ 1) =

𝑓(𝑾𝒙(𝑛) +𝑾 in𝒖(𝑛+ 1) +𝑾 𝑏𝒚(𝑛)), (2)

𝒚(𝑛+ 1) = 𝑓𝑜(𝑾 𝑜𝒙(𝑛+ 1)). (3)

其中: 𝒖(𝑛)、𝒙(𝑛)、𝒚(𝑛)分别为网络的输入信号、储

备池神经元状态及输出信号; 𝑾 in、𝑾、𝑾 𝑏、𝑾 𝑜分

别为网络的输入、储备池、输出反馈、输出权值矩

阵; 𝑓、𝑓𝑜分别为储备池神经元及输出神经元激活函

数.在网络的训练过程中, 𝑾 in、𝑾、𝑾 𝑏随机生成并

保持不变.自𝑛min + 1时刻开始收集内部状态𝑯 =

[𝒙(𝑛min + 1),𝒙(𝑛min + 2), ⋅ ⋅ ⋅ ,𝒙(𝑛max)]
T

, 教师信号

𝑫 = [𝒅(𝑛min + 1),𝒅(𝑛min + 2), ⋅ ⋅ ⋅ ,𝒅(𝑛max)]
T

, 若 𝑓𝑜

为线性函数,则由最小二乘法可求出𝑾 𝑜为

𝑾 𝑜 = (𝑯T𝑯)−1𝑯T𝑫. (4)

与传统的递归神经网络相比, ESN训练简单有效, 但

参数较多, 设计过程需要大量尝试甚至运气, 而且储

备池神经元的耦合特性难以解决MSO问题[8].

2.2 IM-ESN设设设计计计

IM-ESN的储备池具有增量式模块化拓扑结构,

如图 2所示.由相互独立的子储备池逐一添加, 直至

满足给定的终止条件.
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图 2 IM-ESN结构

增量式模块化储备池对应的权值矩阵为准对角

分块矩阵,即

𝑾 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
Δ𝑾1

. . .

Δ𝑾𝑘

. . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ . (5)

对角线上Δ𝑊𝑘(𝑘 ⩾ 1)为第 𝑘个子储备池对应的权值

矩阵,增加子储备池相当于在准对角阵的对角线上增

加一个子矩阵.

子储备池的规模可以相同,也可以不同,根据经

验一般设为 2 ∼ 5.子储备池稀疏度为 1,其权值矩阵

由给定奇异值谱构造的对角矩阵,以及随机生成的两

个正交距阵,基于SVD构造而成,即

𝑾 in =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
Δ𝑾 in

1

...

Δ𝑾 in
𝑘

...

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , 𝑾 𝑏 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
Δ𝑾 𝑏

1

...

Δ𝑾 𝑏
𝑘

...

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ . (6)

IM-ESN的输入权值矩阵𝑾 in及输出反馈矩阵𝑾 𝑏

同步增长, 其中Δ𝑾 in
𝑘 和Δ𝑾 𝑏

𝑘 分别为第 𝑘个子储备

池对应的输入权值矩阵和输出反馈权值矩阵,随机生

成并保持不变.

由式 (2)∼ (6)便可得到 IM-ESN的方程描述.

下面给出 IM-ESN算法的详细步骤.

设训练序列 {(𝒖(𝑛),𝒅(𝑛))∣𝒖(𝑛) ∈ 𝑅𝐾 ,𝒅(𝑛) ∈
𝑅𝐿, 𝑛 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛max}取自某紧集, 储备池神经元

激活函数为 tanh,输出神经元激活函数为线性函数.

Step 1: 参数初始化.子储备池个数 𝑘 = 0, 内

部状态收集起点𝑛min + 1, 𝑫 = [𝒅(𝑛min + 1), ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝒅(𝑛max)]

T为相应目标输出.

Step 2: 更新子储备池个数 𝑘 = 𝑘+ 1,构造第 𝑘个

子储备池的权值矩阵Δ𝑾𝑘.

按照某概率分布生成随机对角矩阵

𝑺𝑘 = diag(𝜆𝑘
1 , 𝜆

𝑘
2 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜆𝑘

𝑛𝑘
), 0 < 𝑎 ⩽ 𝜆𝑘

𝑖 ⩽ 𝑏 < 1,

以及随机正交矩阵

Δ𝑼𝑘 = (𝑢𝑖𝑗)𝑛𝑘×𝑛𝑘
, Δ𝑽𝑘 = (𝑣𝑖𝑗)𝑛𝑘×𝑛𝑘

.

其中: −1 ⩽ 𝑢𝑖𝑗 , 𝑣𝑖𝑗 ⩽ 1. 令Δ𝑾𝑘 = Δ𝑼𝑘𝑺𝑘Δ𝑽𝑘.

Step 3: 按照某概率分布随机生成子储备池输

入权值矩阵Δ𝑾 in
𝑘 = (𝑤𝑖𝑗)𝑛𝑘×𝐾 , 以及输出反馈矩阵

Δ𝑾 𝑏
𝑘 = (𝑤𝑖𝑗)𝑛𝑘×𝐿.

Step 4: 计算子储备池的内部状态

Δ𝒙𝑘(𝑛+ 1) =

𝑓(Δ𝑾Δ𝒙𝑘(𝑛) + Δ𝑾 in
𝑘 𝒖(𝑛+ 1) + Δ𝑾 𝑏

𝑘𝒚(𝑛)). (7)

Step 5: 收集新添子储备池内部状态

Δ𝑯𝑘 = [Δ𝒙𝑘(𝜂min + 1), ⋅ ⋅ ⋅ ,Δ𝒙𝑘(𝜂max)]
T. (8)

Step 6: 计算网络的输出权值

𝑾 𝑜
𝑘 = ((𝑯T

𝑘 𝑯𝑘)
−1𝑯T

𝑘 𝑫)T, (9)

其中𝑯𝑘 = [𝑯𝑘−1,Δ𝑯𝑘]为网络储备池的内部状态

矩阵.在处理实际问题时, 网络的输出权值一般采用

含有岭回归的计算公式,即

𝑾 𝑜
𝑘 = ((𝑯T

𝑘 𝑯𝑘 + 𝛽I)−1𝑯T
𝑘 𝑫)T, (10)

其中 0 < 𝛽 < 1称为岭参数.

Step 7: 更新网络权值矩阵,有

𝑾𝑘 = diag(𝑾𝑘−1,Δ𝑾𝑘), (11)

𝑾 in
𝑘 = [(𝑾 in

𝑘−1)
T, (Δ𝑾 in

𝑘 )T]T, (12)

𝑾 𝑏
𝑘 = [(𝑾 𝑏

𝑘−1)
T, (Δ𝑾 𝑏

𝑘 )
T]T. (13)
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Step 8: 计算训练误差E𝑘 = ∥𝑯𝑘(𝑾
𝑜
𝑘 )

T −𝑫∥,

检验误差𝐸𝑣
𝑘 = ∥𝑯𝑣

𝑘 (𝑾
𝑜
𝑘 )

T −𝑫𝑣∥, 其中𝑯𝑣
𝑘、𝑫

𝑣分

别为检验样本对应的储备池内部状态矩阵及目标输

出.

Step 9: 计算终止条件 SC𝑙
𝑘 = 𝐸𝑣

𝑘 − 𝐸𝑣
𝑘−𝑙, 如果

SC𝑙
𝑘 ⩽ 0,则转 Step 2,否则转Step 10.

Step 10: 选择检验误差最小的网络进行测试.

2.3 稳稳稳定定定性性性分分分析析析

引理 1[2] 对于传统的ESN (𝑾 𝑏 = 0),储备池激

活函数为 tanh, 如果储备池权值矩阵𝑾 的最大奇异

值𝜎max < 1,则该网络具有状态回声特性.

定理 1 (稳定性定理) 对于 IM-ESN (𝑾 𝑏 = 0),

储备池激活函数为 tanh, 如果子储备池权值矩阵

Δ𝑾𝑘(𝑘 ⩾ 1)的奇异值𝜆𝑘
𝑖 (1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛𝑗)满足 0 < 𝑎 ⩽

𝜆𝑘
𝑖 ⩽ 𝑏 < 1,则 IM-ESN具有状态回声特性.

证证证明明明 由 IM-ESN的Step 2及Step 7可得

𝑾𝑘 = diag(Δ𝑾1, ⋅ ⋅ ⋅ ,Δ𝑾𝑘) =

diag(Δ𝑼1𝑺1Δ𝑽1, ⋅ ⋅ ⋅ ,Δ𝑼𝑘𝑺𝑘Δ𝑽𝑘) =

𝑼𝑘diag(𝜆
1
1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜆1

𝑛1
, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜆𝑘

1 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜆𝑘
𝑛𝑘
)𝑽𝑘. (14)

其中: 𝑼𝑘 = diag(Δ𝑼1, ⋅ ⋅ ⋅ ,Δ𝑼𝑘)和𝑽𝑘 = diag(Δ𝑽1,

⋅ ⋅ ⋅ ,Δ𝑽𝑘) 为正交矩阵.所以𝜆𝑗
𝑖 (1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑘, 1 ⩽ 𝑖 ⩽

𝑛𝑗)为𝑾𝑘的全部奇异值.又因为 0 < 𝑎 ⩽ 𝜆𝑘
𝑖 ⩽ 𝑏 < 1,

所以𝑾𝑘的最大奇异值𝜎max < 1. 由引理 1可知, IM-

ESN具有状态回声特性. □

3 仿仿仿真真真研研研究究究

本节针对MSO2∼MSO8进行仿真研究, 分析

IM-ESN的预测性能. 按照式 (1)产生 1 000 (1 ⩽ 𝑡 ⩽
1 000)个样本点,分成 3 部分: 400 (1 ⩽ 𝑡 ⩽ 400)、300

(401 ⩽ 𝑡 ⩽ 700)、300 (701 ⩽ 𝑡 ⩽ 1 000), 分别用于训

练、检验与测试,内部状态收集起始点为 100. 将均方

误差 (MSE)及标准均方根误差 (NRMSE)选作预测性

能评价指标,计算公式如下:

MSE =
1

𝑇

𝑇∑
𝑖=1

(𝑑(𝑖)− 𝑦(𝑖))
2
, (15)

NRMSE =

√√√√√⎷
𝑇∑

𝑖=1

(𝑑(𝑖)− 𝑦(𝑖))
2

𝑇𝜎2
𝑑

. (16)

其中: 𝑇 为测试样本数, 𝑑(𝑖)为目标输出, 𝑦(𝑖)为网络

输出, 𝜎2
𝑑为目标输出的方差. 对于每个子储备池,规模

相同取为 2,奇异值服从 [0.75, 0.99]上的均匀分布,输

入权值矩阵Δ𝑾 in
𝑘 的元素服从 [−0.1, 0.1]上的均匀

分布,输出反馈权值矩阵Δ𝑾 𝑏
𝑘 的元素服从 [−1e-6, 1e

-6]上的均匀分布.所有实验程序运行环境为:联想台

式计算机 (CPU 3.4 Hz,内存 4 G),操作系统Windows7,

Matlab软件版本 2010a.

3.1 网网网络络络性性性能能能分分分析析析

为了测试网络的随机初始化对网络性能的影响,

定义神经网络鲁棒性度量公式 (设计成功率)[8]为

𝑅(𝜃) =

𝐽∑
𝑖=1

𝑢(𝑒𝑖 − 𝜃)

𝐽
; (17)

𝑢(𝑥) =

{
1, 𝑥 ⩽ 0;

0, 𝑥 > 0.
(18)

其中: 𝐽为蒙特卡洛实验次数; 𝑒𝑖为第 𝑖次测试误差;

𝜃为阈值; 𝑅(𝜃)反映神经网络测试误差不大于 𝜃的成

功率,成功率越高, 说明网络对随机初始化参数的鲁

棒性越好.

对MSO2∼MSO8分别做 100次蒙特卡洛实验,

图 3给出了成功率相对于阈值的变化曲线.由图 3可

以看出,随机初始化虽然对网络的预测性能有一定影

响, 但对于阈值 1e-2, 实验成功率均为 100%.特别对

于MSO2预测,最小NRMSE达到了 5e-4,对于MSO3

∼MSO7预测, 最小NRMSE达到了 5e-3.但随机初

始化对BESN的预测性能影响较大, 不能实现 100%

的成功预测; 对MSO2测试, NRMSE甚至高达 1e+

24[16].
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图 4给出了网络储备池神经元数 (𝑁 )及平均测

试误差 (NRMSE). 由图 4可以看出, 随着问题复杂度
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的增加, 预测更加困难,网络规模及测试误差相应增

大,说明 IM-ESN能够自动确定与问题复杂度相匹配

的网络规模.

为了验证算法的收敛性, 将训练误差设为 1e-8,

图 5给出了 IM-ESN的学习误差 (NRMSE)曲线.由图

5可以看出,随着子储备池的添加, IM-ESN的学习误

差快速下降,在有限的时间内即可下降到一个较小范

围,直至趋近于零.
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图 5 IM-ESN训练误差曲线

图 6(a)展示了 IM-ESN对MSO8的预测输出 𝑦(𝑡)

与目标输出 𝑑(𝑡), 图 6(b)展示了相应的预测误差 𝑦(𝑡)

− 𝑑(𝑡). 图 6展示的结果说明, IM-ESN能够有效解决

多个正弦波叠加的MSO问题.
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图 6 MSO8预测效果

3.2 预预预测测测性性性能能能比比比较较较

表 1给 出 了 IM-ESN与DESN+MaxInfo [8]、

SWESN[11]、CESN[13]以 及 PSO+ESN[14]对MSO2的

平均预测误差 (MSE)、设计成功率 (𝑅(0.003 4))和

网络储备池神经元数 (𝑁 ).与PSO+ESN及DESN+

MaxInfo相比, IM-ESN的预测精度提高了 106倍.与

CESN相比, IM-ESN以较小的网络规模获得了较高

的预测精度.对于阈值 𝜃 = 0.003 4, IM-ESN和 PSO+

ESN均获得了 100%的设计成功率. 实际上由图 3可

以看出, 对于更小阈值 𝜃 = 0.000 05, IM-ESN已经取

得了 100%的设计成功率.

表 1 不同ESNs对MSO2 的预测性能比较

Methods MSE 𝑅(0.003 4) 𝑁

IM-ESN 2.4e-011 1 46

CESN[13] 1.4e-010 — 300

PSO+ESN[14] 5.0e-004 1 10

SWESN[11] — 0.978 —

DESN+MaxInfo[8] 3.0e-004 0.635 400

表 2给出了 IM-ESN和BESN对MSO2∼MSO8

的最小预测误差 (NRMSE).尽管 IM-ESN对MSO2∼
MSO4的预测误差高于BESN, 但对于更复杂的

MSO5∼MSO8, IM-ESN取得了更好的预测效果.

表 2 IM-ESN和BESN对MSO𝑥的最小预测误差比较

Problems IM-ESN (NRMSE) BESN (NRMSE)

MSO2 3.05e-008 2.51e-012

MSO3 1.44e-007 4.57e-010

MSO4 5.75e-007 5.72e-008

MSO5 8.48e-007 1.06e-006

MSO6 1.43e-006 8.43e-005

MSO7 1.70e-006 1.01e-004

MSO8 1.91e-006 2.73e-004

4 结结结 论论论

针对传统回声状态网络 (ESN)储备池神经元耦

合连接难以解决MSO时间序列预测问题, 本文提出

了一种新的增量式模块化回声状态网络 (IM-ESN).

与传统的ESN相比, IM-ESN具有以下几个特点:

1) IM-ESN储备池由多个相互独立的子储备池

组成, 实现了储备池内神经元的部分解耦,并以较高

的预测精度及较强的鲁棒性解决了MSO问题.

2) IM-ESN每个子储备池的权值矩阵由给定的

奇异值构成,在网络增长过程中可以确保网络的状态

回声特性,无须对权值矩阵进行放缩.

3) IM-ESN能够自动确定与给定问题相匹配的

网络结构复杂度,无须事先设定.
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