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摘 要: 采用非对称Lanczos算法研究线性分数阶系统的模型降阶问题,提出一种保持系统传递函数一定数量的

分数阶矩的模型降阶方法. 根据Caputo导数的运算法则给出线性分数阶系统的分数阶矩的计算方法; 利用非对称

Lanczos算法构造对应的非对称三对角矩阵;根据非对称三对角矩阵的性质证明降阶系统与原系统具有相同的一定

数量的分数阶矩;给出降阶系统与原系统传递函数的误差估计,为合理选择降阶系统的阶次提供理论依据. 数值实例

的计算结果验证了所提出方法的有效性.
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Reduced order modeling method for linear fractional-order systems
based on unsymmetric Lanczos algorithm
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Abstract: The problem of reduced order modeling for linear fractional-order systems is investigated based on the

unsymmetric Lanczos algorithm, and a reduced order modeling method is proposed to retain a certain number of fractional-

order moments of transfer functions. According to the operation principle of Caputo derivative, the computing method

of fractional-order moment of the linear fractional-order system is given. By using the unsymmetric Lanczos algorithm, the

corresponding unsymmetric tridiagonal matrix is constructed. Based on the properties of the unsymmetric tridiagonal matrix,

it is proved that the reduced order systems and the original systems have a certain number of fractional-order moments.

Besides, the error estimation with respect to the the transfer functions between the reduced order system and the original

system is given, providing the theoretical basis for choosing the order of the reduced order system. Finally, a numerical

example is given to illustrate the effectiveness of the proposed method.
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0 引引引 言言言

由于分数微积分具有记忆属性,分数阶微积分为

系统建模和控制器的设计提供了一种新途径,因此分

数阶系统分析和控制的研究引起了很多学者的广泛

关注[1-2]. 由分数阶微积分算子的运算规则可知,相比

于整数阶系统辨识方法,分数阶辨识方法所得到的辨

识模型可以更好地描述系统的动态特性[3]. 虽然阶次

较高的模型可以更好地表征系统特性,但是为控制器

的设计和系统的模拟仿真带来了困难,因此研究分数

阶系统模型降阶问题是十分必要的. 对于高阶分数阶

线性系统,通过模型降阶, 将被控系统的动态特性以

阶次较低的分数阶系统表示. 根据低价分数阶系统的

数学模型设计控制器,可以简化控制器设计和控制参

数整定的复杂程度,因此模型降阶的计算精度也是影

响控制效果的重要因素.

模型降阶方法中最重要的也是最基本的方法是

Krylov子空间类的降阶方法. 这种方法利用构造的标

准列正交向量基底对系统进行模型降阶,并且已经解

决了很多复杂高阶整数阶系统模型降阶的问题[4-5],

其中基于Arnoldi算法的模型降阶方法是Krylov子空

间类的降阶方法的最典型算法[6]. 利用Arnoldi模型

降阶方法得到的 𝑟阶降阶模型的传递函数和原系统
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的传递函数具有相同的第 0阶矩到第 𝑟 − 1阶矩[7]. 相

比于Arnoldi算法,基于Lanczos算法计算得出的 𝑟阶

降阶模型的传递函数具有与原系统传递函数相同的

前 2𝑟阶矩, 也就是说减小了降阶模型与原系统的降

阶误差[8].

文献 [9]提出了分数阶系统的基于Arnoldi算法

的模型降阶方法, 研究了Arnoldi算法对分数阶矩的

影响,并且给出了降阶系统与原系统的估计误差.为

了进一步使降阶系统和原系统匹配更多的分数阶矩,

本文研究基于非对称Lanczos算法的线性分数阶系统

模型降阶问题.首先,利用Caputo导数的运算法则给

出分数阶矩的计算方法;然后,利用非对称Lanczos算

法得出线性分数阶系统降阶模型及其对应的各个参

数矩阵;最后,分析基于非对称Lanczos算法得到的降

阶模型的传递函数与原系统传递函数的分数阶矩之

间的关系,以及模型估计误差. 相比于Arnoldi模型降

阶方法,本文研究的算法所得到的降阶模型能够匹配

原系统更多的分数阶矩.

1 预预预备备备知知知识识识

本文研究基于Caputo定义的线性分数阶系统模

型降阶问题. 函数 𝑓(𝑡)的𝛼阶Caputo导数的定义如

下[10]:

𝐷𝛼𝑓(𝑡) =
1

Γ (𝑚− 𝛼)

w 𝑡

0

𝑓 (𝑚)(𝜏)

(𝑡− 𝜏)𝛼−𝑚+1
d𝜏. (1)

其中: Γ (⋅)为伽玛函数; 𝑚 − 1 < 𝛼 < 𝑚, 𝑚 ∈ 𝑵 ,

𝐷𝛼为𝛼阶Caputo求导运算, 𝑵为自然数集.

设 𝑓(0)为函数 𝑓(𝑡)的初始值, 𝐹 (𝑠)为函数 𝑓(𝑡)的

Laplace变换,则函数 𝑓(𝑡)的Caputo导数的Laplace变

为

𝑠𝛼𝐹 (𝑠)−
𝑚−1∑
𝑘=0

𝑠𝛼−𝑘−1𝑓 (𝑘)(0).

因此, 对于零初始条件,函数 𝑓(𝑡)的Caputo导数对应

Laplace变换为 𝑠𝛼𝐹 (𝑠). 本文利用非对称Lanczos算法

研究基于Caputo导数的模型降阶方法,下面简单介绍

非对称Lanczos算法.

定义 1 一个 𝑟维的Krylov子空间是以矩阵𝑀

∈ 𝑹𝑛×𝑛和 𝑏 ∈ 𝑹𝑛生成的向量空间

𝐾𝑟(𝑀 ; 𝑑) = span{𝑑,𝑀𝑑,𝑀2𝑑, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑀𝑟−1𝑑}.
其中: 𝑹𝑛为𝑛维实数列向量集, 𝑹𝑛×𝑛为𝑛行𝑛列构

成的实矩阵集.

非对称Lanczos算法是研究如何构造矩阵𝑊,𝑉

∈ 𝑹𝑛×𝑟,使得

𝑊T𝑉 = 𝐼𝑟,

其中 𝐼𝑟为 𝑟维数的单位矩阵. 𝑇 = 𝑊T𝑀𝑉 为非对称

三对角矩阵,记

𝑉 = [𝑣1, 𝑣2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑣𝑟],
𝑊 = [𝑤1, 𝑤2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑤𝑟],

以及

𝑇 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝛼1 𝛽2 0 ⋅ ⋅ ⋅ 0 0

𝜌2 𝛼2 𝛽3 ⋅ ⋅ ⋅ 0 0

0 𝜌3 𝛼3 ⋅ ⋅ ⋅ 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 ⋅ ⋅ ⋅ 𝛼𝑟1 𝛽𝑟

0 0 0 ⋅ ⋅ ⋅ 𝜌𝑟 𝛼𝑟

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

算法 1[11] 非对称Lanczos算法.

Step 1: 给定矩阵𝑀 ∈ 𝑹𝑛×𝑛和向量 𝑝, 𝑞 ∈ 𝑹𝑛,

初始化

𝑣1 = 𝑝/𝜌1, 𝑤1 = 𝑞/𝛽1, 𝑣0 = 𝑤0 = 0,

𝜔1 = ⟨𝑝, 𝑞⟩ ∕= 0, 𝜌1 =
√
∣𝜔1∣, 𝛽1 = sign(𝜔1)𝜌1.

其中: sign(⋅)为符号函数, ⟨⋅, ⋅⟩为内积运算.

Step 2: 对于 𝑖 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑟,计算

𝛼𝑖−1 = 𝑤T
𝑖−1𝑀𝑣𝑖−1,

𝑣𝑖 = 𝑀𝑣𝑖−1 − 𝛽𝑖−1𝑣𝑖−2 − 𝛼𝑖−1𝑣𝑖−1,

𝑤̂𝑖 = 𝑀T𝑤𝑖−1 − 𝜌𝑖−1𝑤𝑖−2 − 𝛼𝑖−1𝑤𝑖−1,

𝜔𝑖 = ⟨𝑣𝑖, 𝑤̂𝑖⟩.
Step 3: 如果𝜔𝑖 ∕= 0,则计算

𝜌𝑖 =
√
∣𝜔𝑖∣, 𝛽𝑖 = sign(𝜔𝑖),

𝑣𝑖 = 𝑣𝑖/𝜌𝑖, 𝑤𝑖 = 𝑤̂𝑖/𝛽𝑖,

置 𝑖 = 𝑖+ 1,跳转到Step 2;否则,算法终止.

非对称Lanczos算法具有下面的性质.

性质 1 1) 𝑀𝑉 = 𝑉 𝑇 + [0, 0, ⋅ ⋅ ⋅ , 0, 𝑣𝑟+1];

2) 𝑀T𝑊 = 𝑊𝑇T + [0, 0, ⋅ ⋅ ⋅ , 0, 𝑤̂𝑟+1].

性质 2 矩阵𝑉、𝑊 的列向量分别是Krylov子

空间𝐾𝑟(𝑀 ; 𝑝)和𝐾𝑟(𝑀
T; 𝑞)的一组基.

2 线线线性性性分分分数数数阶阶阶系系系统统统的的的模模模型型型降降降阶阶阶

2.1 线线线性性性分分分数数数阶阶阶系系系统统统传传传递递递函函函数数数的的的矩矩矩计计计算算算

对于同元阶次𝛼,满足 0 < 𝛼 < 1的分数阶系统{
𝐸𝐷𝛼𝑥(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡) + 𝑏𝑢(𝑡),

𝑦(𝑡) = 𝑐T𝑥(𝑡).
(2)

其中: 𝐸,𝐴 ∈ 𝑹𝑛×𝑛, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑹𝑛, 𝑥(𝑡) ∈ 𝑹𝑛为系统 (2)

的状态; 𝑢(𝑡), 𝑦(𝑡) ∈ 𝑹分别为系统 (2)的输入和输出;

𝐷𝛼为𝛼阶Caputo导数.

线性分数阶系统 (2)的传递函数为
𝐹 (𝑠) = 𝑐T(𝑠𝛼𝐸 −𝐴)−1𝑏.

考虑到

(𝐼𝑛 −𝐴)
−1

=

+∞∑
𝑘=0

𝐴𝑘,

其中 𝐼𝑛为𝑛维单位矩阵,则传递函数𝐹 (𝑠)等价于



第 8期 高 哲: 基于非对称Lanczos算法的线性分数阶系统模型降阶方法 1501

𝐹 (𝑠) = 𝑐T(𝑠𝛼𝐸 −𝐴)
−1

𝑏 =

− 𝑐T(𝐼𝑛 − 𝑠𝛼𝐴−1𝐸)
−1

𝐴−1𝑏 =

−
+∞∑
𝑘=0

𝑐T𝐴−𝑘𝐸𝑘𝐴−1𝑏𝑠𝛼𝑘. (3)

根据Caputo导数的定义,函数 𝑡𝛾 (𝛾 > 0)的𝛼阶

导数为

𝐷𝛼𝑡𝛾 =
Γ (𝛾 + 1)

Γ (𝛾 + 1− 𝛼)
𝑡𝛾−𝛼, (4)

则传递函数𝐹 (𝑠)的 𝑖𝛼阶导数为

𝐷𝛼 ⋅ ⋅ ⋅𝐷𝛼︸ ︷︷ ︸
𝑖

𝐹 (𝑠) =

−
+∞∑
𝑘=𝑖

Γ (𝑘𝛼+ 1)

Γ (𝑘𝛼+ 1− 𝑖𝛼)
𝑐T𝐴−𝑘𝐸𝑘𝐴−1𝑏𝑠𝛼(𝑘−𝑖). (5)

因此,传递函数𝐹 (𝑠)在 𝑠 = 𝑠0 = 0处的第 𝑖𝛼阶矩为

𝑚𝑖𝛼 = −𝑐T𝐴−𝑖𝐸𝑖𝐴−1𝑏. (6)

2.2 基基基于于于非非非对对对称称称Lanczos算算算法法法的的的降降降阶阶阶系系系统统统矩矩矩性性性质质质

将系统 (2)的状态方程两边都乘以𝐴−1,可得⎧⎨⎩𝐴−1𝐸𝐷𝛼𝑥(𝑡) = 𝑥(𝑡) +𝐴−1𝑏𝑢(𝑡),

𝑦(𝑡) = 𝑐T𝑥(𝑡).
(7)

定义矩阵 𝐸̃ = 𝐴−1𝐸和 𝑏̃ = 𝐴−1𝑏,则系统 (7)可

以表示为 ⎧⎨⎩ 𝐸̃𝐷𝛼𝑥(𝑡) = 𝑥(𝑡) + 𝑏̃𝑢(𝑡),

𝑦(𝑡) = 𝑐T𝑥(𝑡).
(8)

根据非对称Lanczos算法中矩阵𝑊 和𝑉 的性质

𝑊T𝑉 = 𝐼𝑟,令𝑥(𝑡) = 𝑉 𝑥̃(𝑡),系统 (7)的状态方程两边

都乘以𝑊T,则可以得到 𝑟𝛼阶降阶分数阶系统如下:{
𝑊 T𝐸̃𝑉 𝐷𝛼𝑥̃(𝑡) = 𝑥̃(𝑡) +𝑊 T𝑏̃𝑢(𝑡),

𝑦(𝑡) = 𝑐T𝑉 𝑥̃(𝑡).
(9)

其中: 𝑊,𝑉 ∈ 𝑹𝑛×𝑟, 𝑥̃(𝑡) ∈ 𝑹𝑟, 𝑟 < 𝑛.

考虑到𝑊 T𝐸̃𝑉 = 𝑇 ∈ 𝑹𝑟×𝑟为非对称三对角矩

阵,则系统 (9)可以表示为{
𝑇𝐷𝛼𝑥̃(𝑡) = 𝑥̃(𝑡) +𝑊 T𝑏̃𝑢(𝑡),

𝑦(𝑡) = 𝑐T𝑉 𝑥̃(𝑡).
(10)

也就是 {
𝐷𝛼𝑥̃(𝑡) = 𝐴𝑥̃(𝑡) + 𝑏̄𝑢(𝑡),

𝑦(𝑡) = 𝑐T𝑥̃(𝑡).
(11)

其中: 𝐴 = 𝑇−1, 𝑏̄ = 𝑇−1𝑊T𝐴−1𝑏, 𝑐 = 𝑉 T𝑐.

令非对称Lanczos算法的矩阵𝑀 = 𝐸̃,向量 𝑝 =

−𝑏̃, 𝑞 = 𝑐. 这样, 系统 (2)就可以通过非对称Lanczos

算法得到一个维数较低的分数阶系统 (10). 根据系统

(10)的状态空间模型,降阶系统的传递函数可以表示

为

𝐹 (𝑠) = 𝑐T𝑉 (𝑠𝛼𝑇 − 𝐼𝑟)
−1

𝑊 T𝑏̃.

定义向量

𝑒1 = [1, 0, ⋅ ⋅ ⋅ , 0]T ∈ 𝑹𝑟,

𝑒𝑟 = [0, ⋅ ⋅ ⋅ , 0, 1]T ∈ 𝑹𝑟,

则下面的定理给出了降阶系统和原系统矩的关系.

定理 1 降阶系统 (10)的传递函数匹配原系统

(2)的传递函数的前 2𝑟𝛼阶矩.

证证证明明明 考虑到

𝑣1 = −𝑏̃/𝜌1, 𝑤1 = 𝑐/𝛽1,

𝛽1𝜌1 = −𝑐T𝑏̃, 𝑊T𝑉 = 𝐼𝑟,

可得

𝐹 (𝑠) = 𝑐T𝑉 (𝑠𝛼𝑇 − 𝐼𝑟)
−1

𝑊 T𝑏̃ =

− 𝛽1𝜌1𝑒
T
1 𝑊

T𝑉 (𝑠𝛼𝑇 − 𝐼𝑟)
−1

𝑊 T𝑉 𝑒1 =

− 𝛽1𝜌1𝑒
T
1 (𝑠

𝛼𝑇 − 𝐼𝑟)
−1

𝑒1 =

𝑐T𝑏̃𝑒T1 (𝑠
𝛼𝑇 − 𝐼𝑟)

−1
𝑒1 =

− 𝑐T𝑏̃𝑒T1

( +∞∑
𝑘=0

𝑠𝛼𝑘𝑇 𝑘
)
𝑒1. (12)

根据分数阶求导式 (5),可得

𝐷𝛼 ⋅ ⋅ ⋅𝐷𝛼︸ ︷︷ ︸
𝑖

𝐹 (𝑠) =

−
+∞∑
𝑘=𝑖

[ Γ (𝑘𝛼+ 1)

Γ (𝑘𝛼+ 1− 𝑖𝛼)

]
𝑐T𝑏̃𝑒T1 𝑇

𝑘𝑒1𝑠
𝛼(𝑘−𝑖),

则降阶系统的传递函数在 𝑠 = 𝑠0 = 0处的第 𝑖𝛼阶矩

为 𝑚̃𝑖𝛼 = −𝑐T𝑏̃𝑒T1 𝑇 𝑘𝑒1.

下面利用数学归纳法证明,对应 𝑗 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑟−
1, 有等式 𝐸̃𝑗𝑉 𝑒1 = 𝑉 𝑇 𝑗𝑒1成立. 当 𝑗 = 0时, 等式显

然成立; 当 𝑗 = 1时, 利用非对称Lanczos算法性质 1

的第 1个等式,可知 𝐸̃𝑉 = 𝑉 𝑇 + 𝜌𝑟+1𝑣𝑟+1𝑒
T
𝑟 成立,也

就是 𝐸̃𝑉 𝑒1 = 𝑉 𝑇𝑒1.

假设当 𝑗 = 𝑘 (𝑘 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑟−2)时,有 𝐸̃𝑘𝑉 𝑒1 =

𝑉 𝑇 𝑘𝑒1成立,则当 𝑗 = 𝑘 + 1时,有

𝐸̃𝑘+1𝑉 𝑒1 = 𝐸̃𝑉 𝑇 𝑘𝑒1 =

(𝑉 𝑇 + 𝜌𝑟+1𝑣𝑟+1𝑒
T
𝑟 )𝑇

𝑘𝑒1 =

𝑉 𝑇 𝑘+1𝑒1 + 𝜌𝑟+1𝑣𝑟+1𝑒
T
𝑟 𝑇

𝑘𝑒1

成立.考虑到对于 𝑘 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑟 − 2, 有 𝑒T𝑟 𝑇
𝑘𝑒1 = 0

成立,因此 𝐸̃𝑘+1𝑉 𝑒1 = 𝐸̃𝑉 𝑇 𝑘𝑒1 = 𝑉 𝑇 𝑘+1𝑒1.也就是

说, 对于 𝑗 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑟 − 1, 等式 𝐸̃𝑗𝑉 𝑒1 = 𝑉 𝑇 𝑗𝑒1成

立.

根据上面得出的结果,对于 𝑗 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑟−1,有

−𝐸̃𝑗 𝑏̃ = 𝜌1𝐸̃
𝑗𝑉 𝑒1 = 𝜌1𝑉 𝑇 𝑗𝑒1.

同理, 根据非对称Lanczos算法性质 1的第 2个等式,

对于 𝑗 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑟 − 1,可得

𝑐T𝐸̃𝑗 = 𝛽1𝑒
T
1 𝑇

𝑗𝑊T.

设 𝑖 = 𝑖1 + 𝑖2, 其中 𝑖1, 𝑖2 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑟 − 1, 则

当 0 ⩽ 𝑖 ⩽ 2𝑟 − 2时,有
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𝑚̃𝑖𝛼 = −𝑐T𝑏̃𝑒T1 𝑇 𝑖𝑒1 = 𝛽1𝜌1𝑒
T
1 𝑇

𝑖1𝑇 𝑖2𝑒1 =

(𝛽1𝑒
T
1 𝑇

𝑖1𝑊T)(𝜌1𝑉 𝑇 𝑖2𝑒1) = (−𝑐T𝐸̃𝑖1)(𝐸̃𝑖2 𝑏̃) =

− 𝑐T𝐸̃𝑖𝑏̃ = −𝑐T𝐴−𝑖𝐸𝑖𝐴−1𝑏 = 𝑚𝑖𝛼.

当 𝑖 = 2𝑟 − 1时,有下面等式成立,即

𝑚̃(2𝑟−1)𝛼 = −𝑐T𝑏̃𝑒T1 𝑇 2𝑟−1𝑒1 = 𝛽1𝜌1𝑒
T
1 𝑇

𝑟−1𝑇 𝑟𝑒1 =

𝛽1𝜌1𝑒
T
1 𝑇

𝑟−1𝑊T(𝑉 𝑇 𝑟𝑒1 + [0, ⋅ ⋅ ⋅ , 0, 𝑣𝑟+1]𝑇
𝑟−1𝑒1) =

(𝛽1𝑒
T
1 𝑇

𝑟−1𝑊T)(𝜌1𝐸̃𝑉 𝑇 𝑟−1𝑒1) =

− (𝑐T𝐸̃𝑟−1)𝐸̃(𝐸̃𝑟−1𝑏̃) = −𝑐T𝐸̃2𝑟−1𝑏̃ =

𝑚(2𝑟−1)𝛼.

因此, 降阶系统 (10)的传递函数与原系统 (2)的传递

函数具有相同的 0, 𝛼, ⋅ ⋅ ⋅ , (2𝑟 − 1)𝛼阶矩. □

2.3 模模模型型型估估估计计计误误误差差差

下面研究降阶系统 (10)与原系统 (2)传递函数的

误差估计.

定理 2 设𝐹 (𝑠)和𝐹 (𝑠)分别是分数阶系统 (2)和

𝑟𝛼阶分数阶降阶系统 (10)的传递函数, 则模型估计

误差满足

∣𝐹 (𝑠)− 𝐹 (𝑠)∣ ⩽ 𝑁(𝑠), (13)

其中

𝑁(𝑠) =

∣𝑐T𝑏̃∣∣𝑠2𝑟𝛼∣ ∣𝛽2𝛽3 ⋅ ⋅ ⋅𝛽𝑟𝜌2𝜌3 ⋅ ⋅ ⋅ 𝜌𝑟∣
∣det(𝐼𝑟 − 𝑠𝛼𝑇 )2∣ ×

∣∣𝑤̂T
𝑟+1∣∣2∣∣(𝐼𝑛 − 𝑠𝛼𝐸̃)−1∣∣2∣∣𝑣𝑟+1∣∣2.

证证证明明明 根据−𝑏̃ = 𝑣1𝜌1, 𝑐 = 𝑤1𝛽1, 𝑤T
1 𝑣1 = 1,

−𝑐T𝑏̃ = 𝛽1𝜌1,原系统 (2)的传递函数可以表示为

𝐹 (𝑠) = −𝑐T𝑏̃𝑤T
1 (𝐼𝑛 − 𝑠𝛼𝐸̃)−1𝑣1.

由性质 1的第 2个等式可知

𝑊T𝐸̃ = 𝑇𝑊T + 𝑒𝑟𝑤̂
T
𝑟+1.

因此, 𝑊T(𝐼𝑛 − 𝑠𝛼𝐸̃) = (𝐼𝑟 − 𝑠𝛼𝑇 )𝑊T − 𝑠𝛼𝑒𝑟𝑤̂
T
𝑟+1成

立,等价于

(𝐼𝑟 − 𝑠𝛼𝑇 )−1𝑊T =

𝑊T(𝐼𝑛 − 𝑠𝛼𝐸̃)−1−
𝑠𝛼(𝐼𝑟 − 𝑠𝛼𝑇 )−1𝑒𝑟𝑤̂

T
𝑟+1(𝐼𝑛 − 𝑠𝛼𝐸̃)−1

成立. 考虑到𝑊T𝑉 = 𝐼𝑟,则

𝑤T
1 (𝐼𝑛 − 𝑠𝛼𝐸̃)−1𝑣𝑟+1 =

𝑠𝛼𝑒T1 (𝐼𝑟 − 𝑠𝛼𝑇 )−1𝑒𝑟𝑤̂
T
𝑟+1(𝐼𝑛 − 𝑠𝛼𝐸̃)−1𝑣𝑟+1. (14)

由性质 1的第 1个等式可知

𝑉 (𝐼𝑟 − 𝑠𝛼𝑇 )−1 =

(𝐼𝑛 − 𝑠𝛼𝐸̃)−1𝑉−
𝑠𝛼(𝐼𝑛 − 𝑠𝛼𝐸̃)−1𝑣𝑟+1𝑒

T
𝑟 (𝐼𝑟 − 𝑠𝛼𝑇 )−1,

因此

𝑤T
1 (𝐼𝑛 − 𝑠𝛼𝐸̃)−1𝑣1 − 𝑒T1 (𝐼𝑟 − 𝑠𝛼𝑇 )−1𝑒1 =

𝑠𝛼𝑤T
1 (𝐼𝑛 − 𝑠𝛼𝐸̃)−1𝑣𝑟+1𝑒

T
𝑟 (𝐼𝑟 − 𝑠𝛼𝑇 )−1𝑒1. (15)

由式 (14)和 (15)的关系式,可以得到估计误差

𝐹 (𝑠)− 𝐹 (𝑠) =

− 𝑐T𝑏̃[𝑤T
1 (𝐼𝑛 − 𝑠𝛼𝐸̃)−1𝑣1 − 𝑒T1 (𝐼𝑟 − 𝑠𝛼𝑇 )−1𝑒1] =

− 𝑐T𝑏̃𝑠𝛼𝑤T
1 (𝐼𝑛 − 𝑠𝛼𝐸̃)−1𝑣𝑟+1𝑒

T
𝑟 (𝐼𝑟 − 𝑠𝛼𝑇 )−1𝑒1 =

− 𝑐T𝑏̃𝑠2𝛼𝑒T1 (𝐼𝑟 − 𝑠𝛼𝑇 )−1𝑒𝑟𝑤̂
T
𝑟+1×

(𝐼𝑛 − 𝑠𝛼𝐸̃)−1𝑣𝑟+1𝑒
T
𝑟 (𝐼𝑟 − 𝑠𝛼𝑇 )−1𝑒1. (16)

考虑到𝑇 为非对称三对角矩阵,则有

𝑒T1 (𝐼𝑟 − 𝑠𝛼𝑇 )−1𝑒𝑟 =
𝑠(𝑟−1)𝛼𝛽2𝛽3 ⋅ ⋅ ⋅𝛽𝑟

det(𝐼𝑟 − 𝑠𝛼𝑇 )
,

𝑒T𝑟 (𝐼𝑟 − 𝑠𝛼𝑇 )−1𝑒1 =
𝑠(𝑟−1)𝛼𝜌2𝜌3 ⋅ ⋅ ⋅ 𝜌𝑟
det(𝐼𝑟 − 𝑠𝛼𝑇 )

.

进而可得

𝐹 (𝑠)− 𝐹 (𝑠) =

− 𝑐T𝑏̃𝑠2𝑟𝛼
𝛽2𝛽3 ⋅ ⋅ ⋅𝛽𝑟𝜌2𝜌3 ⋅ ⋅ ⋅ 𝜌𝑟

det(𝐼𝑟 − 𝑠𝛼𝑇 )2
×

𝑤̂T
𝑟+1(𝐼𝑛 − 𝑠𝛼𝐸̃)−1𝑣𝑟+1. (17)

因此可得

∣𝐹 (𝑠)− 𝐹 (𝑠)∣ =

∣𝑐T𝑏̃∣∣𝑠2𝑟𝛼∣ ∣𝛽2𝛽3 ⋅ ⋅ ⋅𝛽𝑟𝜌2𝜌3 ⋅ ⋅ ⋅ 𝜌𝑟∣
∣det(𝐼𝑟 − 𝑠𝛼𝑇 )2∣ ×

∣𝑤̂T
𝑟+1(𝐼𝑛 − 𝑠𝛼𝐸̃)−1𝑣𝑟+1∣. (18)

由柯西-施瓦茨不等式可以进一步得到

∣𝐹 (𝑠)− 𝐹 (𝑠)∣ ⩽

∣𝑐T𝑏̃∣∣𝑠2𝑟𝛼∣ ∣𝛽2𝛽3 ⋅ ⋅ ⋅𝛽𝑟𝜌2𝜌3 ⋅ ⋅ ⋅ 𝜌𝑟∣
∣det(𝐼𝑟 − 𝑠𝛼𝑇 )2∣ ×

∣∣𝑤̂T
𝑟+1∣∣2∣∣(𝐼𝑛 − 𝑠𝛼𝐸̃)−1∣∣2∣∣𝑣𝑟+1∣∣2. (19)

由此,定理 2得证. □

3 数数数值值值算算算例例例

考虑如下的线性分数阶系统:⎧⎨⎩𝐷0.5𝑥(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡) + 𝑏𝑢(𝑡),

𝑦(𝑡) = 𝑐T𝑥(𝑡).
(20)

其中

𝐴 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

2 11 1 16 13

−2 −2 −2 1 5

−4 0 −5 −4 1

3 30 15 11 39

9 4 7 6 0

−10 −15 3 −21 −19
−2 −21 −8 −10 −26
−3 −6 4 −7 −7
1 −7 −14 0 −11
4 4 −5 7 5

→
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←

15 14 9 8 1

4 2 3 3 3

−3 −1 6 −1 4

26 35 31 24 23

8 4 8 9 5

−28 −20 −12 −9 1

−17 −25 −22 −15 −15
−8 −5 −9 −3 3

−4 −11 −14 −18 −15
6 5 0 0 −14

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

𝑏T = [2 −3 2 0 0 1 −1 2 2 −1],
𝑐T = [1 −2 0 0 1 0 −2 0 0 −1].

由文献 [12]提出的稳定性判定方法可知, 分数

阶系统 (20)是稳定的. 设𝑉𝑟为 𝑟取不同数值时, 非

对称Lanczos降阶算法计算的矩阵, 并且定义𝐴𝑟 =

𝑇−1
𝑟 , 𝑏̄𝑟 = 𝑇−1

𝑟 𝑊T
𝑟 𝐴−1𝑏, 𝑐 = 𝑉 T

𝑟 𝑐和𝐹𝑟(𝑠)分别是当

𝑟取不同数值时, 根据非对称Lanczos降阶方法得到

的降阶系统的各个参数矩阵和对应的传递函数,则当

𝑟 = 5, 4, 3时, 降阶系统的状态空间模型对应的矩阵

如下:

𝐴5 =⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−1.120 7 1.293 6 2.595 9 0.374 5 −0.131 9
−1.293 6 0.501 1 1.005 6 0.145 1 −0.051 1
−2.595 9 1.005 6 −11.300 2 −1.630 2 0.574 4

−0.374 5 0.145 1 −1.630 2 −3.215 3 1.132 9

−0.131 9 0.051 1 −0.574 4 −1.132 9 −4.254 3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

𝑏̄T5 = [3.488 2 4.026 2 8.079 6 1.165 6 0.410 7],

𝑐T5 = [3.112 4 0 0 0 0];

𝐴4 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
−1.116 6 1.292 0 2.613 8 0.409 6

−1.292 0 0.500 5 1.012 5 0.158 7

−2.613 8 1.012 5 −11.377 8 −1.783 2
−0.409 6 0.158 7 −1.783 2 −3.517 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ ,

𝑏̄T4 = [3.475 4 4.021 3 8.135 0 1.274 9],

𝑐T4 = [3.112 4 0 0 0];

𝐴3 =

⎡⎢⎣−1.164 4 1.310 5 2.406 1

−1.310 5 0.507 6 0.932 0

−2.406 1 0.932 0 −10.473 7

⎤⎥⎦ ,

𝑏̄T3 = [3.623 9 4.078 8 7.488 6],

𝑐T3 = [3.112 4 0 0].

当 𝑟 = 3, 4, 5时, 降阶系统的传递函数𝐹𝑟(𝑠)如

下:

𝐹5(𝑠) =

(10.86𝑠2 + 281𝑠1.5 + 1758𝑠+

3812𝑠0.5 + 1989)/(𝑠2.5 + 19.39𝑠2+

115.6𝑠1.5 + 282.2𝑠+ 300.9𝑠0.5 + 205.4),

𝐹4(𝑠) =

10.82𝑠1.5 + 239.7𝑠+ 795.5𝑠0.5 + 467.6

𝑠2 + 15.51𝑠1.5 + 53.07𝑠+ 60.37𝑠0.5 + 48.27
,

𝐹3(𝑠) =
11.28𝑠+ 185.1𝑠0.5 + 132.9

𝑠1.5 + 11.13𝑠+ 12.93𝑠0.5 + 13.72
.

由检验可知, 当 𝑟 = 3, 4, 5时, 分数阶降阶系统

也是稳定的. 可以验证分数阶降阶系统的传递函数

𝐹𝑟(𝑠)与原系统 (20)的传递函数𝐹 (𝑠)具体相同的第

0.5𝑖 (𝑖 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 2𝑟 − 1)阶矩. 分数阶系统 (20)的

传递函数𝐹 (𝑠)和降阶系统的传递函数𝐹𝑟(𝑠)对应的

Nyquist曲线如图 1所示.

0 6 12

Re

I
m

-4.0

-2.5

-1.0

0.5

图 1 𝑟 = 5, 4, 3时, 𝐹 (𝑠)和𝐹𝑟(𝑠)的Nyqusit曲线

由图 1的Nyquist曲线可知, 4条Nyquist曲线在

复平面上非常贴近, 降阶系统传递函数的Nyqusit曲

线能很好地拟合原系统传递函数的Nyquist曲线. 下

面验证截断误差与误差估计是否满足定理 1的结论.

当 𝑟 = 5, 4, 3时,令 𝑠 = j𝜔,则原系统 (20)与降阶系统

的误差以及估计如图 2∼图 4所示.
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图 2 𝑟 = 5时的模型误差及估计

10
0

10
5

10
15

ω

10
-8

10
0

10
-4

10
10

| (j )F -ω F4(j )|ω
~

N(j )ω

!
"
#
$
%

图 3 𝑟 = 4时的模型误差及估计
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图 4 𝑟 = 3时的模型误差及估计

由图 2∼图 4可知, 对于 𝑟取不同阶次的降阶系

统, 在双对数坐标系, 原系统 (20)与降阶系统的误差

∣𝐹 (j𝜔) − 𝐹𝑟(j𝜔)∣都小于等于误差估计𝑁(j𝜔). 图 2∼
图 4的曲线进一步验证了定理 2误差估计的有效性.

4 结结结 论论论

本文针对线性分数阶系统的模型降阶问题,提出

了基于非对称Lanczos算法的模型降阶方法, 以提高

模型匹配精度.给出了状态空间模型的线性分数阶系

统的分数阶矩的计算方法, 利用非对称Lanczos算法

得到的非对称三对角矩阵的性质, 提出了一种线性

分数阶系统模型降阶计算方法.分析了原系统与误差

系统传递函数之间的误差估计,并且给出了误差估计

函数.数值算例的计算结果表明, 基于本文提出的模

型降阶方法提高了原系统和降阶系统的匹配分数阶

矩的数量, 有效地降低了原系统与降阶系统之间的

模型匹配误差.在频域上, 匹配误差都小于给定函数

𝑁(j𝜔),仿真结果也验证了所提出的误差上界的正确

性.
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