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摘 要: 由于组合导航系统具有强非线性和模型不确定性的特点,工程中扩展卡尔曼滤波无法满足组合导航系统实

际应用的要求. 为此,针对贝叶斯框架下高斯类非线性滤波算法的估计性能给出具体分析.首先,在估计点处对非线

性函数进行泰勒展开获得泰勒近似,通过一阶矩和二阶矩分析滤波算法的近似精度;然后,通过数值稳定性对非线性

滤波算法进行分析;最后,分别采用低维和高维模型对各滤波算法进行对比分析,为组合导航系统的实践提供借鉴.
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Abstract: Because of the strong nonlinearity and model uncertainty in the integrated navigation system, the classical

extended Kalman filter cannot satisfy the actual application requirement of the integrated navigation system. The concrete

analysis of the estimation performance of the Gaussian nonlinear filter under Bayes framework is given. Firstly, the Taylor

approximation is obtained by the Taylor expansion of the nonlinear function at the estimation points, and the approximate

precision of the filter algorithm is analyzed by the first and second moment. Then, the nonlinear filter algorithm is analyzed

by the numerical stability. Finally, the low-dimensional and the high-dimensional test model is used to analyze and compare

several Gaussian filter algorithms. The results provide reference for the practice of the integrated navigation system.
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0 引引引 言言言

组合导航系统的实现问题实质上是数据处理问

题, 而实现这种数据处理最有效的工具是滤波算法,

它为组合导航的工程应用提供了有力的理论基础和

数学实现.对飞行器状态的精确估计是采用滤波算法

的主要目的,然而,由于系统的非线性特性,最优线性

滤波算法无法展开应用,需要采用非线性滤波算法进

行状态估计.在贝叶斯滤波架构下, 依概率密度分布

的不同,非线性滤波算法可分为高斯滤波算法和非高

斯滤波算法. 其中,高斯滤波算法中的概率密度服从

高斯分布,典型代表有EKF算法、DDF算法、UKF算

法和CKF算法等.上述算法由于采用了不同的非线

性逼近方式实现对高斯滤波框架中高斯加权积分的

近似计算,从而导致了估计结果精度的差异.非高斯

类滤波算法的典型代表为 PF算法, 该算法以蒙特卡

罗采样近似高斯加权积分.

考虑如下的非线性离散系统:

xk+1 = f(xk, uk) + vk,

zk = h(xk, uk) + nk. (1)

对非线性系统状态传递的各种高斯近似方法进

行比较,研究非线性滤波器通过不同的方式对非线性

函数 y = g(x)在估计点ux附近进行泰勒展开

y = g(x) =

g(ux)+g′(ux)(x−ux)+[1
2
(x−ux)

T
g′′i (ξ)(x−ux)

]
i
. (2)

其中: x ∈ Rnx和 y ∈ R
ny
、g′和 g′′分别为函数 g(x)
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的雅可比矩阵和海森矩阵; g′′i为海森矩阵 g的第 i部

分, i = 1, 2, · · · , ny; [·]i为向量第 i个元素; ξ(x)为ux

附近的点. 式 (2)适用于 g(x)在点ux附近存在收敛的

泰勒级数,基本上可作为下面算法应用的概述.

贝叶斯滤波是非线性滤波的最优解[1],但很多情

况下无法获得解析解,需要对非线性的状态方程和观

测方程进行线性近似.常用的近似方法是对非线性函

数进行一阶或两阶泰勒展开, 对应的非线性滤波方

法为EKF和二阶EKF[2-3]. 但对于强非线性系统会导

致估计精度不够, 甚至造成滤波器的发散,且需要计

算雅可比矩阵或海森矩阵,限制了算法的应用. 文献

[4-6]对EKF二阶近似的余项进行了补偿, 且对高斯

近似的均值和方差进行补偿.此外,通过Stirling多项

式插值方式近似非线性函数可以得到分开差分滤波

器 (DDF), 通过一阶或二阶插值可以分别得到DDF1

和DDF2[7-8], 其优势是可以克服局部线性化的缺陷,

相比EKF具有更好的精度. 采用多项式插值法得到

的中间差分滤波器 (CDF)本质上与DDF是等效的[9].

Merwe等[10]给出DDF与UKF具有几乎相同的精度.

相较于直接近似非线性函数, 研究人员采用加权采

样点的方式对非线性函数的后验概率分布进行逼

近,这类算法统称为Sigma点滤波器[11]. Arasaratnam

等[12]通过三阶球径容积法则的方式来近似高斯加

权积分, 推导出容积卡尔曼滤波 (CKF)算法及其变

形[13], 并指出CKF是无迹卡尔曼滤波 (UKF)在特殊

参数选取情形下的一个特例. 但CKF在滤波精度和

数值稳定性方面具有特殊性质,遗憾的是较少有文献

作出详细论述.

文献 [14-15]证明了UKF估算式 (2)中非线性变

换的近似条件.为了传递状态和协方差, KF和EKF的

标准形式包括离散时间代数黎卡提微分方程

(DARE). 然而, UKF提出的形式是基于不同的原则,

是线性的估计且没有显式的DARE. 此外, UKF仅是

基于函数 g(x)的近似, 所以雅可比矩阵和海森矩阵

也是不需要计算的. 在分析结果中,核心的工具是对

非线性映射 y = g(x)最基本的变换近似,假设随机变

量 y的高斯近似为N(uyPy),通常认为无迹变换 (UT)

能给出准确的一阶和二阶近似为 (uy= E(y))和

(Py= Cov(y)), 即计算预测均值和协方差可以精确

到二阶[16].

EKF算法、UKF算法、CKF算法和DDF算法均

属于高斯类近似滤波器. 由于对非线性函数近似方式

的不同,难以使用统一的方法评价其近似精度的优劣.

本文试图从非线性变换逼近精度和数值稳定两个方

面分析非线性滤波算法的性能,为组合导航系统在状

态估计中滤波算法的选择提供参考.

1 非非非线线线性性性滤滤滤波波波算算算法法法对对对比比比分分分析析析

本节比较非线性系统如何传播高斯近似状态分

布的不同方法,利用不同方法近似高斯变量x的非线

性映射 y = g(x)的高斯分布

x ∼ N(ux,Px)→ y
approx∼ N(uy,Py), (3)

其中符号
approx∼ 表示近似分布.下面利用不同方法近

似uy和Py, 基本思想是通过一个一般的非线性函数

来近似分布,不考虑分析 g(x) 的分布.

考虑如下的非线性离散系统:

xk+1 = f(xk, uk) + vk, (4)

zk = h(xk, uk) + nk. (5)

其中: uk ∈ Rnu为系统在第 k时刻的状态; uk ∈
Rnu为系统在第 k时刻的外部输入; zk ∈ Rm为系

统在第 k时刻的观测量; f(·) 和h(·)分别为系统的状
态方程和观测方程. 在高斯类滤波算法中假设系统的

噪声 vk和nk是零均值的高斯白噪声.

在贝叶斯迭代滤波算法的构建过程中,存在如下

假设.

假设 1 系统状态迭代满足一阶马尔可夫过程,

即

p(xk|x1:k−1) = p(xk|xk−1). (6)

假设 2 系统状态与观测值 zk不相关.

贝叶斯滤波算法的核心思想是,以系统当前时刻

的观测序列估计系统的后验概率密度.假设当前时刻

观测序列Dk = [zT1 zT2 · · · zTk ]
T, 根据贝叶斯公式,

可得当前时刻状态xk的后验概率密度为

p(xk|Dk) =
p(zk|xk)p(xk|Dk−1)

p(zk|Dk−1)
. (7)

其中: p(xk|Dk−1)为系统的先验概率密度, 在假设 1

下,根据查普曼-科尔莫戈罗夫 (C-K)方程可得

p(xk|Dk−1) =w
p(xk|xk−1)p(xk−1|Dk−1)dxk−1, (8)

p(xk|xk−1)为状态转移概率密度,可由系统非线性状

态方程 f(·)计算得到; p(zk|xk)为似然概率密度,可由

系统非线性观测方程h(·)确定; p(zk|Dk−1) 为归一化

常量,其值为

p(zk|Dk−1) =
w
p(zk|xk)p(xk|Dk−1)dxk. (9)

式 (7)∼ (9)构成了贝叶斯滤波算法的迭代计算公

式.由分析可知, 若已知前一时刻的后验概率密度

p(xk−1|Dk−1), 当观测值 zk获取时, 则可由式 (7)对

先验概率密度 zk进行更新, 从而实现对当前时刻状

态xk的后验概率密度估计.然而,贝叶斯滤波算法并

不完美,由于式 (4)和 (5)所构成的系统模型具有非线

性特性, 算法中加权积分部分的计算变得异常困难.
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针对这一问题,研究人员相继提出了一系列的解决方

法,下面对在此基础上发展而来的典型非线性滤波方

法一一介绍.

通过对EKF算法、DDF算法、UKF算法等典型

高斯滤波算法及其高阶形式的了解,由于该类算法均

是从不同的角度、采用不同的非线性逼近方式实现对

一般形式迭代算式中高斯加权积分的计算,其在估计

精度和数值稳定等性能表现上均有差异.受文献 [16]

的启发,本节从非线性逼近精度和数值稳定性两个角

度来分析滤波算法的性能差异.

1.1 非非非线线线性性性逼逼逼近近近精精精度度度

考虑n维高斯随机变量x, 服从均值为ux、方差

Px的高斯分布. 假设随机变量x经非线性映射 y =

f(x)后, y近似服从均值为uy、方差为Py的高斯分

布.通过不同的近似方法逼近uy和Py,以此分析典型

高斯滤波算法的性能.

1) EKF1和EKF2.

对 f(x)在x = ux处分别进行一阶泰勒展开和二

阶泰勒展开,得到
1y ≈ f(ux) + f ′(ux)(x− ux), (10)
2y ≈ f(ux) + f ′(ux)(x− ux)+[1

2
(x− ux)

T
f ′′
i (ux)(x− ux)

]
i
, (11)

其中 f ′(x̂)和 f ′′
i (x̂)分别为雅可比矩阵和海森矩阵.

由式 (10)得

uEKF1
y = f(ux). (12)

将式 (10)和 (12)代入PEKF1
y 中,得到

PEKF1
y =

E{(f(ux) + f ′(ux)(x− ux)− f(ux))(·)T}, (13)

其中 (·)表示与前一项中内容相同.对式 (13)整理,得

到

PEKF1
y =

E{f ′(ux)(x− ux)(x− ux)
T
f ′(ux)

T} =

f ′(ux)Pf ′(ux)
T. (14)

由式 (11)给出二阶泰勒展开下uy和Py的逼近结

果[16]为

uEKF2
y = f(ux) +

1

2
[tr(f ′′

i (ux)P )]i, (15)

PEKF2
y = f ′(ux)Pf ′(ux)

T+

1

2
[tr(f ′′

i (ux)Pf ′′
j (ux)P )]ij . (16)

2) DDF1和DDF2.

对函数 f(x)在x = ux处展开,得到
1y ≈

f(ux) +

n∑
d=1

(x− ux)d
f(ux + gSd)− f(ux − gSd)

2g
,

(17)

2y ≈

f(ux) +

n∑
d=1

(x− ux)d
f(ux + gSd)− f(ux − gSd)

2g
+

n∑
d=1

(x− ux)
2
d

f(ux + gSd) + f(ux − gSd)− 2f(ux)

2g2
.

(18)

由式 (17),得到

uDDF1
y = f(ux). (19)

将式 (17)和 (19)代入PDDF1
y 中,得到

PDDF1
y =

E
{( n∑

d=1

(x− ux)d
f(ux + gSd)− f(ux − gSd)

2g

)
(·)T

}
.

(20)

对 f(ux + gSd)和 f(ux − gSd)在x = ux处一阶泰勒

展开,对式 (20)整理,得到

PDDF1
y =

E
{( n∑

d=1

(x− ux)df
′(ux)Sd

)
(·)T

}
=

f ′(ux)PPldf
′(ux)

T, (21)

uDDF2
y =

E
{
f(ux)+

n∑
d=1

(x−ux)
2
d

f(ux+gSd)+f(ux−gSd)−2f(ux)

2g2

}
=

f(ux)+

E
{ n∑

d=1

(x−ux)
2
d

f(ux+gSd)+f(ux−gSd)−2f(ux)

2g2

}
,

(22)

其中Pld为P 主对角元素构成的对角矩阵. 将 f(ux +

gSd)和 f(ux − gSd)的二阶泰勒展开形式代入式 (22),

整理可得

uDDF2
y =

f(ux) + E
{ n∑

d=1

(x− ux)
2
d[(Sd)

T
f ′′
i (ux)(Sd)]i

2

}
, (23)

进一步对式 (23)整理,得到

uDDF2
y =

f(ux) + E
{ n∑

d=1

(x− ux)
2
d[(Sd)

T
f ′′
i (ux)(Sd)]i

2

}
=

f(ux) +
1

2
[tr(f ′′

i (ux)PP )]i. (24)
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将式 (18)和 (24)代入PDDF2
y 中, 并对 f(ux + gSd)和

f(ux − gSd)进行二阶泰勒展开,整理后得

PDDF2
y =

E
{( n∑

d=1

(x− ux)d(f
′(ux)Sd)−

1

2
[tr(f ′′

i (ux)PP )]i+

1

2

n∑
d=1

(x− ux)
2
d[(Sd)

T
f ′′
i (ux)(Sd)]i

)
(·)T

}
. (25)

对式(25)右侧展开,得到

PDDF2
y =

E
{
−

n∑
d=1

(x− ux)d(f
′(ux)Sd)

(1
2
[tr(f ′′

i (ux)PP )]i

)T

+

n∑
d=1

(x− ux)d(f
′(ux)Sd)(·)T+

1

4
[tr(f ′′

i (ux)PP )(·)T]ij +
n∑

d=1

(x− ux)d(f
′(ux)Sd)×

(1
2

n∑
d=1

(x− ux)
2
d[(Sd)

T
f ′′
i (ux)(Sd)]i

)T

−

1

2
[tr(f ′′

i (ux)PP )]i

( n∑
d=1

(x− ux)d(f
′(ux)Sd)

)T

−

1

2
[tr(f ′′

i (ux)PP )]i×(1
2

n∑
d=1

(x− ux)
2
d[(Sd)

T
f ′′
i (ux)(Sd)]i

)T

+

1

2

n∑
d=1

(x− ux)
2
d[(Sd)

T
f ′′
i (ux)(Sd)]i×

( n∑
d=1

(x− ux)d(f
′(ux)Sd)

)T

− 1

4

n∑
d=1

(x−

ux)
2
d[(Sd)

T
f ′′
i (ux)(Sd)]i[tr(f

′′
j (ux)PP )]j+

1

4

n∑
d=1

(x− ux)
2
d[(Sd)

T
f ′′
i (ux)(Sd)]i(·)

T
}
. (26)

整理后得

PDDF2
y =

f ′(ux)PPldf
′(ux)

T−
1

4
[tr(f ′′

i (ux)PP )tr(f ′′
j (ux)PP )]ij . (27)

3) UKF.

对于UKF算法, 以变量x的均值 x̂和协方差P

构建Sigma点,其集合 {Xd}满足

X0 = x̂;

Xd = x̂+ (
√

(n+ λ)P )d, d = 1, 2, · · · , n;

Xd = x̂− (
√

(n+ λ)P )d−n,

d = n+ 1, n+ 2, · · · , 2n. (28)

其中: (
√

(n+ λ)P )d为取矩阵的第 d列; λ为尺度因

子,通常取为λ = α2(n+ k)− n, α为生成的 Sigma点

与 x̂之间的距离,通常取为 1 6 α 6 10−4; k为次要尺

度参数,通常取为 k = 3− n. 则有

y ≈
2n∑
i=0

Wm
i f(Xi), (29)

Py ≈
2n∑
d=0

W c
d (f(Xd)− y)(f(Xd)− y)

T
. (30)

给出关于uy和Py的逼近结果
[16]为

uUKF
y = f(ux) +

1

2
[tr(f ′′

i (ux)P )]i, (31)

PUKF
y =

f ′(ux)Pf ′(ux)
T+

β − α2

4
[tr(f ′′

i (ux)P )tr(f ′′
j (ux)P )]ij . (32)

4) CKF.

根据三阶球径容积法则, IN (f)可近似为

IN (f) =

2n∑
d=1

wf(Sξd + x̂). (33)

其中: S为方差矩阵P 的平方根矩阵; w为权重因子,

取值为w = 1/2n; ξd为容积点集合u的第 d列. 容积

点集合 {ξd}可定义为

{ξd} = {±
√
nei : i = 1, 2, · · · , n},

即

{ξd} =

√
n
{

1

0
...

0

 · · ·

0

0
...

1




−1
0
...

0

 · · ·


0

0
...

−1


}
.

CKF算法是以三阶球径容积法则来逼近非线性

高斯积分,相比UKF算法,采样点数量减少到 2n个容

积点. 但估计过程与UKF算法类似.

对于三阶球径容积法则的变换精度,文献 [17]给

出了相关结果,本节从二阶泰勒展开的角度出发, 获

取对uy和Py的非线性逼近.围绕ux构造容积点,有

y ≈
2n∑
d=1

wf(Sξd + ux). (34)

对式 (34)两边取期望,得到

uCKF
y = E

{ 2n∑
d=1

wf(Sξd + ux)
}
. (35)

对 f(Sξd + ux)取二阶泰勒展开,代入式 (35)中,得到

uCKF
y = E

{ 2n∑
d=1

w
(
f(ux) + f ′(ux)Sξd+[1

2
(Sξd)

T
f ′′
i (ux)(Sξd)

]
i

)}
. (36)
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由于集合 {ξd}是正负对称的容积点构造,有

E
{ 2n∑

d=1

w(f ′(ux)Sξd)
}
= 0, (37)

E
{ 2n∑

d=1

w
([1

2
(Sξd)

T
f ′′
i (ux)(Sξd)

]
i

)}
=

1

2
[tr(f ′′

i (ux)P )]i. (38)

此外有

E
{ 2n∑

d=1

wf(ux)
}
= f(ux). (39)

将式 (37)∼ (39)代入 (36),得到

uCKF
y = f(ux) +

1

2
[tr(f ′′

i (ux)P )]i. (40)

将式 (34)和 (40)代入PCKF
y ,得到

PCKF
y =

E
{( 2n∑

d=1

wf(Sξd + ux)− f(ux)−

1

2
[tr(f ′′

i (ux)P )]i

)
(·)T

}
. (41)

对 f(Sξd + ux)取二阶泰勒展开,并代入式 (41),得到

PCKF
y =

E
{( 2n∑

d=1

wf ′(ux)(Sξd)+

2n∑
d=1

w
[1
2
(Sξd)

T
f ′′
i (ux)(Sξd)

]
i
−

1

2
[tr(f ′′

i (ux)P )]i

)
(·)T

}
. (42)

对式 (42)右侧展开,得到

PCKF
y =

2n∑
d=1

wf ′(ux)(Sξd)×

( 2n∑
d=1

w
[1
2
(Sξd)

T
f ′′
i (ux)(Sξd)

]
i

)T

+

2n∑
d=1

w
[1
2
(Sξd)

T
f ′′
i (ux)(Sξd)

]
i

( 2n∑
d=1

wf ′(ux)(Sξd)
)T

−

2n∑
d=1

w
[1
4
(Sξd)

T
f ′′
i (ux)(Sξd)

]
i
([tr(f ′′

i (ux)P )]i)
T−

1

4
[tr(f ′′

i (ux)P )]i

( 2n∑
d=1

w[(Sξd)
T
f ′′
i (ux)(Sξd)]i

)T

−

1

2
[tr(f ′′

i (ux)P )]i

( 2n∑
d=1

wf ′(ux)(Sξd)
)T

−

2n∑
d=1

wf ′(ux)(Sξd)
(1
2
[tr(f ′′

i (ux)P )]i

)T

+

1

4
[tr(f ′′

i (ux)P )tr(f ′′
i (ux)P )]ij+

2n∑
d=1

w
[1
2
(Sξd)

T
f ′′
i (ux)(Sξd)

]
i
(·)T+

2n∑
d=1

wf ′(ux)(Sξd)(·)T. (43)

由于
2n∑
d=1

wf ′(ux)(Sξd)(·)T = f ′(ux)Pf ′(ux)
T, (44)

将式 (37)、(38)和 (44)代入 (43),得到

PCKF
y =

f ′(ux)Pf ′(ux)
T−

1

4
[tr(f ′′

i (ux)P )tr(f ′′
j (ux)P )]ij . (45)

综上所述,各典型高斯滤波算法的近似精度如表

1所示.

表 1 典型高斯滤波算法近似精度

滤波算法 一阶矩 二阶矩

EKF1 f(ux) f ′(ux)Pf ′(ux)
T

EKF2 f(ux) +
1

2
[tr(f

′′
i (ux)P )]i f ′(ux)Pf ′(ux)

T +
1

2
[tr(f

′′
i (ux)Pf

′′
j (ux)P )]ij

DDF1 f(ux) f ′(ux)PPldf
′(ux)

T

DDF2 f(ux) +
1

2
[tr(f

′′
i (ux)PPld)]i f ′(ux)PPldf

′(ux)
T −

1

4
[tr(f

′′
i (ux)PPld)tr(f

′′
j (ux)PPld)]ij

UKF f(ux) +
1

2
[tr(f

′′
i (ux)P )]i f ′(ux)Pf ′(ux)

T +
(β − α2)

4
[tr(f

′′
i (ux)P )tr(f

′′
j (ux)P )]ij

CKF f(ux) +
1

2
[tr(f

′′
i (ux)P )]i f ′(ux)Pf ′(ux)

T −
1

4
[tr(f

′′
i (ux)P )tr(f

′′
j (ux)P )]ij

由表 1可见, EKF1和DDF1算法的一阶矩逼

近精度相同, 但与其他 4种算法相比忽略了高阶项

[tr(f ′′
i (ux)P )]i/2,因此精度较低. DDF2与EKF2、UKF

和CKF算法相比,其一阶矩的高阶项中含有Pld,尽管

矩阵P 为正定阵,但是并不能保证主对角元素均大于

1,因此, DDF2的一阶近似精度并不确定,矩阵P 的主

对角元素大于 1为其精度高于其他算法的充分条件.

此外, EKF2、UKF和CKF算法的一阶矩近似形式相
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同, 故其精度相同. 在二阶矩比较上, EKF1相比于

EKF2具有明显的截断误差, 且前者的二阶矩形式与

DDF1相似,因此EKF1和DDF1算法的二阶矩逼近精

度较低, 且矩阵P 的主对角元素均大于 1为DDF1逼

近精度高于EKF1逼近精度的充分条件. EKF2、

DDF2、UKF和CKF算法四者的二阶矩形式近似, 其

偏差主要集中在高阶项.若矩阵P 的主对角元素均等

于 1, 则其逼近精度与CKF 相同, 但均低于EKF2算

法. 此外,通过调整 β 和α 的取值,可使UKF 算法二

阶矩逼近精度与CKF相同. 另一方面, 通过对 β和α

取值的调节,也可使前者的二阶矩逼近精度高于后者,

甚至高于EKF2. 综上可知,相比于泰勒展开、斯特林

多项式插值和球径容积法则,无迹变换是一种更为灵

活的逼近方式,通过调节尺度因子,可使UKF算法估

计精度高于其他 5 种非线性估计算法.

1.2 数数数值值值稳稳稳定定定性性性

对于状态估计算法而言, 数值稳定性是除估计

精度外, 另一个衡量算法性能优劣的重要指标.在构

建采样点的过程中, 均要求求取协方差的平方根矩

阵. 一旦方差矩阵负定,那么算法将失去稳定性. 通过

对协方差矩阵的计算可知, 权重系数为正, 且采样点

在积分区间内,可以有效保证协方差矩阵的正定. 由

于DDF、UKF与CKF算法均采用确定性的解析算式

来构建采样点, 采样点可有效保持在积分区间内.然

而, 对于DDF2和UKF算法而言, 其权重因子存在为

负的可能.

鉴于此, 文献 [18]提出一种稳定性因子, 用以分

析非线性变换方法的稳定性. 该因子构成如下:

Fs =

n∑
i

|wi|

n∑
i

wi

. (46)

Fs的值越趋近于 1, 表明稳定性越好. 在该因子下,

DDF2和UKF算法的稳定因子为

FDDF2
s = FUKF

s =

 1, n 6 3;

2n/3− 1, n > 3.
(47)

此外, 由于EKF算法为均值运算, DDF1算法和

CKF算法权重系数在不同采样点处取值相同, 其稳

定性因子为 1.结合上节给出的滤波算法精度分析

结果, 当估计高维非线性系统的状态时, EKF2算法

和CKF算法均能保持较好的估计精度和较高的数值

稳定性, 但后者具有无需计算雅可比矩阵和海森矩

阵的优势,因此相比于其他算法,在高维状态估计中,

CKF算法是一种更好的选择.

2 仿仿仿真真真分分分析析析

以典型非线性测试模型[19]和修改的Mackey-

Glass时间序列模型[20]对比分析EKF1、EKF2、DDF1、

DDF2、UKF和CKF算法的性能差异.

情况 1 系统模型维数较低情况下的滤波算法

性能对比.

带有三角和指数函数的非线性模型为

xk+1 =


x1,k+1

x2,k+1

x3,k+1

 =


r1sin

2(2x2,k)

x1,k + e−r2x3,k + 10

r3x1,k(x2,k + x3,k)

+ vk, (48)

yk = cos(x1,k) + x2,kx3,k + nk. (49)

其中: vk和nk分别为均值为零、协方差阵为Qk =

0.65I3×3和R=1.0的高斯白噪声;系数设定为 r1=3,

r2 = 0.05, r3 = 0.2;初始真实状态x0 = [−0.8 1 1]T,

初始估计状态和协方差阵取为 x̂0|0 = [0 0 0]T和

P0|0 = I3×3.

选择状态估计的均方根误差 (RMSE)来比较滤

波算法的性能,定义为

RMSE(k) =

√√√√ 1

N

N∑
n=1

(x
(n)
∗,k − x̂

(n)
∗,k|k)

2
,

1 6 k 6 200. (50)

其中: (x)(n)∗,k和 (x)
(n)
∗,k|k分别为第n次蒙特卡洛仿真下

状态x∗的真值和估计值,仿真次数N = 100.

数值仿真结果如图 1∼图 6和表 2所示.

图 1∼图 3给出了各滤波算法的状态估计误差

曲线, 图 4∼图 6给出了状态估计的RMSE曲线.首

先, 相比于其他 5种算法, DDF1算法性能表现最差,

其在图 2和图 5中均出现了连续的大幅度震荡.在优

劣比较中, EKF 算法紧随其后, 图 3和图 6中, RMSE

曲线均出现大幅的跳跃. DDF1算法和EKF算法在非

线性测试模型中的仿真结果较差,造成二者性能下降

的原因, 主要是其处理系统模型非线性的能力较弱,

从而导致滤波算法出现不稳定情况,进而导致蒙特卡

罗仿真结果较差. 在图 1∼图 6 中, EKF2算法、DDF2

算法和CKF算法性能差异较小,但在表 2中DDF2算

法所需时间却是CKF 算法的两倍多. 此外, 尽管本

质上CKF算法是UKF 算法的特例,但由于其采样点

个数的下降和采样权重的取值不同,在滤波算法时间

消耗和数值稳定性的表现存在较大差异.由表 2可见,

CKF 算法时间仅相当于UKF 算法的一半,且由图 1
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∼图 6可见,前者的数值稳定性要远好于后者.
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图 1 状态x1的估计误差 (情况 1)
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图 2 状态x2的估计误差 (情况 1)
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图 3 状态x3的估计误差 (情况 1)
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图 4 状态x1的均方根估计误差 (情况 1)
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图 5 状态x2的均方根估计误差 (情况 1)
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图 6 状态x3的均方根估计误差 (情况 1)

表 2 滤波算法不稳定次数和耗时对比

算法 不稳定/次 用时/s

EKF1 0 1.874 8

EKF2 0 6.641 7

DDF1 1 6.771 8

DDF2 0 11.143 7

UKF 4 9.444 1

CKF 0 5.479 5

情况 2 系统模型维数较高情况下的滤波算法

性能对比.

为增加系统模型的非线性特性,对标准Mackey-

Glass时间序列模型进行修改,模型内容如下:

xk+1 =


x1,k+1

x2,k+1

...

x20,k+1

 =



2x20,ke
−0.3x10,k − 0.2x2,k

cos(x2,k−1)

cos(x3,k−1)
...

cos(x20,k−1)


+ vk, (51)

yk = x1,kx2,k + x2,kx3,k + · · ·+ x19,kx20,k + nk.

(52)

其中: 系统状态xk ∈ R20; vk和nk分别为均值为零、

协方差阵为Qk = I20×20和R = 0.5的高斯白噪声.

系统模型初始真值取为

x0 =

[0.2 0.3 −0.1 0.2 0.4 −0.6 −0.7→

← 0.6 0.1 0.8 0.3 0.2 0.1 0.5 0.6→

← 0.8 0.9 0.1 1.2 1.3]T.

滤波算法的初始估计状态和初始协方差分别取为

x̂0|0 = 0.1I20×1和P0|0 = 0.5I20×20.以式 (51)定义的

RMSE对比各滤波算法性能,仿真周期设为T = 200,

蒙特卡洛仿真次数N = 100. 数值仿真结果如图 7

∼图 12和表 3所示.
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图 7∼图 9对比了各滤波算法的状态估计误差

曲线, 图 10∼图 12对比了各滤波算法的状态估计
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图 7 状态x1的估计误差 (情况 2)
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图 8 状态x2的估计误差 (情况 2)
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图 9 状态x3的估计误差 (情况 2)
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图 10 状态x1的均方根估计误差 (情况 2)
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图 11 状态x2的均方根估计误差 (情况 2)
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图 12 状态x3的均方根估计误差 (情况 2)

表 3 滤波算法不稳定次数和耗时对比

算法 不稳定/次 用时/s

EKF1 1 3.433 1

EKF2 0 917.572 8

DDF1 0 40.571 9

DDF2 0 46.174 1

UKF 2 43.923 7

CKF 0 37.702 4

RMSE曲线. 首先, 相比其他算法, EKF1算法和UKF

算法结果表现最差,尤其在图 7和图 10中,均出现了

大幅值的偏差.与测试模型 (49)的仿真结果相比, 由

于修改的Mackey-Glass模型非线性特性较高, EKF1

算法难以处理,在仿真过程中出现了 1次不稳定现象,

从而导致统计结果较差.此外,虽然UKF算法具有较

强的非线性处理能力, 但由于仿真中采用的是 20维

的高维系统模型, UKF算法的稳定性出现下降,估计

结果较差.在图 7中, CKF算法估计结果略低于EKF2

算法、DDF1算法和DDF2算法, 但在图 8和图 9中,

CKF算法同性能表现最好的EKF2算法的估计结果

相近.此外,虽然EKF2算法的估计结果较好,但由于

系统维数的增加, 用时达到了惊人的 917.572 8 s, 远

大于其他算法.最后, 通过对非线性测试模型和修改

的Mackey-Glass模型的仿真结果,综合考虑滤波算法

的估计精度和稳定性,并结合工程中的实际需求可以

得出,相比于其他算法, 无论是低维系统还是高维系

统, CKF算法均是一种表现较为优越的非线性滤波算

法,且能够满足实际工程中对精度、稳定性和实时性

等方面的需求.

3 结结结 论论论

本文介绍了贝叶斯滤波框架下的EKF算法、

DDF算法、UKF算法和CKF算法等几种典型非线性

高斯滤波算法, 并以泰勒展开为工具, 对构建上述滤

波算法所对应的非线性函数进行逼近,从非线性变换

精度和数值稳定性两个角度进行了对比分析.分析和

仿真结果表明,综合考虑估计精度、数值稳定性和算

法耗时 3方面因素, 相比于其他算法, 在实际工程应

用中, CKF算法是一种较优的选择.
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