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摘 要: 针对有界状态干扰下的线性时变系统,提出一种新的时间最优模型预测控制算法. 在离线情况下通过求解

一系列的线性优化问题确定次优的多面体N步可达集,根据这些可达集在线优化计算得到的输入量使系统状态尽

快收敛到稳定区域.离线求解多面体可达集的方法可处理非对称约束,相比于以往的方法避免了在N增加时顶点数

可能呈指数增多的问题,同时省去了过多复杂的多面体间的运算,因而便于在实际问题中应用.
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Abstract: A new time optimal model predictive control paradigm is proposed for the linear time-varying system with

bounded state disturbance. The suboptimal polyhedral N -step reachable sets are determined offline by solving a series of

linear programs, and then the inputs are optimized online to render the states into the terminal set as fast as possible. This

method can handle asymmetric constraints. Compared with previous methods, it avoids the possibility that the number of

vertices increases exponentially with the step N , and thus eliminates excessive complex polytope operations. The results

show that the proposed approach is convenient for practical purposes.
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0 引引引 言言言

模型预测控制 (MPC)因为其处理约束的强大能

力被广泛应用到各个行业,并且针对不同的控制要求

发展出了不同类型的MPC[1-5]. 近年来, 针对一些要

求快速反应的系统 (如机电系统), 时间最优MPC受

到了研究界越来越多的关注[4-5]. 时间最优MPC是指

通过在线优化得到输入序列,使得系统状态能在最短

的时间里稳定到目标区域.对于没有干扰的名义系统,

目标区域指的是确定的稳定点;对于存在有界干扰的

系统,系统状态不可能收敛到单个稳定点, 而只能收

敛到相应名义系统稳定点附近的一个区域内.

文献 [4]提出了一种计算最优时间的方法, 它通

过逐个测试不同控制时域的优化问题是否有可行解

来选取一个时间最短的解作为时间最优解. 它因为

要在每个采样时间求解很多不同时间长度的可行性

优化问题,所以需要很大的在线计算量. 文献 [5]在文

献 [4]的基础上提出了一种新的牛顿迭代求根法, 它

相比于文献 [4]中的方法的每一步计算量少了很多,

但它仍需要求解一系列的可行解问题.

文献 [1]针对线性时不变系统提出了一种鲁棒时

间最优控制策略, 它离线求解系统满足约束条件情

况下的N步可达集, 然后通过在线确定当前状态所

在的可达集,并由此计算时间最优控制输入. 这种方

法在求解可达集过程中需要重复使用Minkowski和

(A ⊕ B = {a + b|a ∈ A, b ∈ B})与Minkowski差

(A ⊖ B = {x ∈ Rn|x + B ∈ A}), 这两种运算的工

作量随着集合A、B顶点的急剧增多会随比例增加,

且得到的可达集顶点数会随着N的增大而一直增加.

文献 [6]提出使用椭圆不变集离线计算系统的一系列

可达集, 这种方法离线计算量小, 每步在线计算时只
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需要比较一系列的不等式即可确定最小所需的步长,

进而确定约束条件,并优化得到系统的控制输入. 它

是一种便于实际应用的时间最优模型预测控制,但仍

受制于椭圆不变集难以处理非对称约束的限制,而且

没有考虑加法噪声干扰.

本文在文献 [1]的基础上提出了一种新的通过离

线求解一系列线性优化问题得到满足系统约束的N

步可达集的方法,避免了集合间复杂的Minkowski和

与差运算,同时可达集顶点数不会随着N的增加而一

直增大.使用离线求解确定的一系列可达集, 通过在

线计算求解线性优化问题得到时间最优控制策略,最

终使系统状态快速稳定到目标区域.

1 问问问题题题描描描述述述

考虑一类带有界干扰的线性时变系统

xk+1 = Fkxk +Gkuk + wk. (1)

其中: 状态变量xk ∈ Rn, 输入变量uk ∈ Rm, 状态

干扰wk ∈ Rn, Fk ∈ Rn×n, Gk ∈ Rn×m; [Fk Gk] ∈
Co{[F (1) G(1)], · · · , [F (L) G(L)]}. 状态变量、输入变

量和状态干扰满足约束条件

xk ∈ E = {Axxk 6 bx}, (2)

uk ∈ Ω = {Auuk 6 bu}, (3)

wk ∈ W = {Awwk 6 bw}. (4)

其中: E为包含原点的闭集, Ω和W 为包含原点的紧

集.

对系统 (1)使用一个准闭环控制律[3]进行控制,

即

uk+i|k = Kxk+i|k + ck+i|k, ck+N+i|k = 0, i > 0.

(5)

其中: K ∈ Rm×n, ck+i|k ∈ Rm, 0 = 0m×1.

在式 (5)中, 前N个控制量是在模态 1中使状态

量尽快到达终端集内, 而模态 2中的控制量为u =

Kx, 其中K是使得系统状态方程凸集内所有系统

都能稳定的线性状态反馈矩阵, 即保证谱半径 ρ(Fk

+ GkK) < 1. 时间最优MPC的目标就是在最多N

步的控制策略下将状态作用到原点 (稳定点)附近的

终端集X0内,并保证此后状态始终处于X0内,这里

的X0就是系统 (1)的最小鲁棒正不变集.

定定定义义义 1 最小鲁棒正不变集. 对于存在约束 (2)

∼ (4)的系统 (1), 如果对于 ∀xk ∈ X ⊆ E, ∀wk ∈ W

都存在输入uk = Kxk ∈ Ω使得

xk+1 = (Fk +GkK)xk + wk ∈ X,

则称集合X为系统 (1)的最小鲁棒正不变集.

最小鲁棒正不变集是包含原点的紧集[1,7-8].

定定定义义义 2 N步可达集. 对于系统 (1), 如果在 k

时刻, ∀xk ∈ XN ⊆ E对于任意状态干扰序列 {wk+i|
wk+i ∈ W, i = 0, 1, · · · , N − 1}, 都存在输入序列

{uk+i|uk+i ∈ Ω , i = 0, 1, · · · , N −1}使得xk+N ∈ X0,

则称集合XN为X0的N步可达集.

注注注 1 集合X0是自身的 0步可达集.

注注注 2 记Φk = Fk + GkK, X0为存在约束 (2)

∼ (4)时系统 (1)的终端不变集,由最小鲁棒正不变集

的定义可知, 终端集X0应当满足ΦkX0 ⊕ W ⊆ X0.

对于线性时不变系统 (L = 1),其终端集X0可以满足

ΦX0 ⊕W = X0;而对于线性时变系统 (L > 2),等式

Φ(l)X0⊕W = X0 (l = 1, 2, · · · , L)无法保证一定同时
成立,所以Φ(l)X0 ⊕W ⊆ X0, l = 1, 2, · · · , L.

文献 [8]给出了线性时变系统终端集的求解方

法,即

X0 =

W ⊕ Conv{(Fi +GiK)W, ∀i ∈ 1, 2, · · · , L}⊕

Conv{(Fi +GiK)(Fj +GjK)W,∀i, j ∈ 1, 2, · · · , L}⊕

Conv{(Fi +GiK)(Fj +GjK)(Fk +Gk)W,

∀i, j, k ∈ 1, 2, · · · , L} ⊕ · · · . (6)

结合文献 [7]中的方法,可根据式 (6)求解终端集

X0的任意近似. 注意到在X0内uk = Kxk, 则需

保证 ∀xk ∈ X0, Kxk ∈ Ω . 因此对于给定的线性

时变系统 (F, G, E, Ω , W ), 只有在系统参数凸集

Co{[F (1) G(1)], · · · , [F (L) G(L)]}尽量小、Ω足够大,

且状态干扰集W 较小时,终端集X0才存在
[1].

2 改改改进进进的的的求求求N步步步可可可达达达集集集的的的方方方法法法

假设终端集X0为多面体,其某一个顶点为x,沿

着原点与顶点的连线方向寻找一个新的点x
′
, 即x

′

= εx (ε > 1)[9]. 对于系统 (1),如果点x
′
对任意的w ∈

W , 都存在满足输入约束 (3)的u, 使得x
′+ ∈ X0, 其

中x
′+

= Fkx
′
+Gku+ w,则点x

′
可以一步进入终端

集X0.

不妨设X0顶点集合为 {X(1)
0 , X

(2)
0 , · · · , X(M)

0 },

记

ε∗ =max{ε|Fkεx+Gku+ w ∈ X0,

∃u ∈ Ω , ∀w ∈ W}. (7)

根据式 (7)对X0的所有顶点求取对应的 {ε∗(1),
ε∗(2), · · · , ε∗(M)}, 则由点 {ε∗(1)X(1)

0 , ε∗(2)X
(2)
0 , · · · ,

ε∗(M)X
(M)
0 }构成的集合X∗

1 内的点都可以一步进入

终端集X0. 同时考虑到系统状态约束 (2)的限制,一

步可达集X1 = X∗
1

∩
E.

对于N > 2的可达集XN ,按照同样的方法求解

一系列的优化问题即可得到 ε
(i)
N . 此时采用逐步后退

法进行求解,即要求可达集XN内的状态在任意可能
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的状态干扰下存在合适的输入使得系统状态在一步

之内进入到可达集XN−1内.

算算算法法法 1 求出系统的终端集X0
[7-8],令N = 1.

Step 1: 将N − 1步可达集表达为不等式形式

XN−1 = {x|AXN−1
x 6 bXN−1

}.

Step 2: 求解一系列关于 ε
(i)
N 的最优问题 (i =

1, 2, · · · ,M )

ε∗N
(i) = arg max

{ε(i)N ,c
(i)
N }

ε
(i)
N .

s.t. AXN−1
(ε

(i)
N Φ(l)X

(i)
0 +G(l)c

(i)
N +W (j)) 6 bXN−1

,

∀ j = 1, 2, · · · , VW , l = 1, 2, · · · , L; (8)

Au(ε
(i)
N KX

(i)
0 + c

(i)
N ) 6 bu. (9)

其中: VW 为干扰集W 的顶点数, X(i)
0 为终端集X0的

第 i个顶点, W (j)为状态干扰集W 的第 j个顶点.

Step 3: 记集合

X
′

N = Co{ε∗N
(1)X

(1)
0 , · · · , ε∗N

(M)X
(M)
0 },

系统的N步可达集为XN = X
′

N

∩
E.

Step 4: 如果N = N∗,则停止计算;否则N = N

+ 1,返回 Step 1, N∗为要计算的最大可达集步数.

定定定理理理 1 按照算法 1计算的一系列N (N >
1)步可达集XN都是凸集.

证证证明明明 假设N − 1步可达集XN−1为凸集,并且

可以表示成 Step 1中的线性不等式的形式, 由 Step 2

可计算得到点集 {ε∗N
(1)X

(1)
0 , · · · , ε∗N

(M)X
(M)
0 } 和相

应的控制参量 {c∗N
(1), · · · , c∗N

(M)}. 令

x̃=λ1ε
∗
N

(1)X
(1)
0 +λ2ε

∗
N

(2)X
(2)
0 +· · ·+λMε∗N

(M)X
(M)
0 ,

c̃ = λ1c
∗
N

(1) + λ2c
∗
N

(2) + · · ·+ λMc∗N
(M),

0 6 λ1, λ2, · · · , λM 6 1,

M∑
i=1

λi = 1.

式 (8)和 (9)所定义的约束都是线性不等式,因而

用 {x̃, c̃}代替约束 (8)和 (9)中的 {ε∗N
(i)X

(i)
0 , c∗N

(i)},

约束 (8)和 (9)也成立,由此 x̃ ∈ X
′

N . 于是 Step 3中的

X
′

N可以表示为由点集 {ε∗N
(1)X

(1)
0 , · · · , ε∗N

(M)X
(M)
0 }

构成的凸集. 而集合E也是一个多面体表示的凸集,

两个多面体凸集的交集仍是多面体凸集, 所以可达

集XN是凸集.

终端集X0是多面体表示的凸集, 因此所有的

N步可达集XN都是多面体凸集. 2
定定定理理理 2 按照算法 1计算的XN (N > 1)是鲁

棒正不变集,并且满足XN−1 ⊆ XN .

证证证明明明 假设XN−1 ⊆ XN , 需证明XN ⊆ XN+1.

算法 1求解XN+1时的优化问题如下:

ε∗N+1
(i) = arg max

{ε(i)N+1,c
(i)
N+1}

ε
(i)
N+1.

s.t. AXN (ε
(i)
N+1Φ

(l)X
(i)
0 +G(l)c

(i)
N+1 +W (j)) 6 bXN ,

∀ j = 1, 2, · · · , VW , l = 1, 2, · · · , L; (10)

Au(ε
(i)
N+1KX

(i)
0 + c

(i)
N+1) 6 bu. (11)

假设 {ε∗N
(i), c∗N

(i)}是优化问题 (8)和 (9)的最优

解,则有 {ε∗N
(i), c∗N

(i)} 满足约束 (9),所以它也满足约

束 (11);记x∗
jl = ε∗N

(i)Φ(l)X
(i)
0 +G(l)c∗N

(i)+W (j), ∀j, l,
有x∗

jl ∈ XN−1,从而x∗
jl ∈ XN ,所以{ε∗N

(i), c∗N
(i)} 满

足约束 (10).于是 {ε∗N
(i), c∗N

(i)}是式 (10)和 (11)的一

个可行解,所以

ε∗N+1
(i) > ε∗N

(i), ∀i = 1, 2, · · · ,M,

因而X
′

N ⊆ X
′

N+1, 于是 (X
′

N

∩
E) ⊆ (X

′

N+1

∩
E),

即XN ⊆ XN+1.

考虑到X0是鲁棒正不变集,用上面同样的推导

方法很容易证明X0 ⊆ X1,所以命题得证. 2
注注注 3 求解得到的N步可达集XN的顶点数

不一定与终端集X0的顶点数相等, 并且这些顶点

也不一定都在原点与终端集顶点的延长线上. 这是

由于点集 {ε(1)N X
(1)
0 , · · · , ε(M)

N X
(M)
0 }可能存在多点共

面的情况, 求凸集X
′

N时会合并一些顶点; 另外, 由

于XN = X
′

N

∩
E, XN要同时满足系统状态约束集

合E. 两个凸集的交集可能会产生一些新顶点, 所

以XN的顶点个数只与集合E和X
′

N的顶点数及其

相交情况有关,与N无关.

算法 1在计算每一步可达集时都需使用M个

点, 而文献 [1]的算法在求解第 1步可达集时需要用

到 rLM2个点 (r为系统输入集合Ω的顶点数), 并且

这些点的个数最多可能会随着可达集步数N的增加

而指数式增长. 假设在求解可达集过程中所有的点

都不是冗余的, 即都是凸集的顶点, 则可达集XN的

顶点数为M(rLM)N , 呈指数式增长. 但在实际中并

不是所有的点都是顶点,顶点增长方式根据具体情形

而定. 无论是本文还是文献 [1]的算法,求得的点不一

定都是凸集的顶点,所以需要先求出包含这些点的最

小凸集,再求解出对应的不等式表示形式. 求取包含

一系列点的最小凸集速度最快的算法是分而治之算

法,算法的时间复杂度为O(nplognp)
[10],其中np表示

点的个数. 文献 [11]给出了将凸集的顶点表示形式转

换为不等式表示形式的算法,这个算法的时间复杂度

为O(s2nv),其中 s为凸集顶点的个数, n为凸集所在

的空间维数, v为凸集的超平面个数. 算法 1 每一步

都只需考虑M个点, 相比于文献 [1]中的方法, 使用

的点的个数大为减少,所以离线计算的复杂度小.
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3 一一一步步步模模模型型型预预预测测测控控控制制制

按照前一节的方法可以方便地线下求解出带状

态干扰的线性时变系统的一系列N步可达集,根据这

些可达集可以计算出合适的输入使得系统的状态稳

定到终端集内.本文使用文献 [1]中提供的一步模型

预测控制方法, 首先确定一个最小的整数N , 使得当

前状态xk ∈ XN \ XN−1; 然后通过求解线性优化问

题得到一个输入uk, 使得对于任意 [Fk, Gk, wk]都能

保证将系统状态作用到可达集XN−1内.

算算算法法法 2 使用算法 1求解的一系列的可达集,

令 k = 0, Nmax = N∗.

Step 1: 令N = Nmax, Nmax − 1, · · · , 0,通过比较

一系列的线性不等式确定最小的整数Nk, 使得当前

状态xk ∈ XNk
\XNk−1.

Step 2: 如果Nk = 0, 即此时状态位于系统终端

集内,则算法终止,否则执行Step 3.

Step 3: 求解线性优化问题

min ν.

s.t. AXNk−1(Φ
(l)xk +G(l)ck +W (j)) 6 bXNk−1 + ν,

∀j = 1, 2, · · · , VW l = 1, 2, · · · , L; (12)

Au(Kxk + ck) 6 bu. (13)

其中: ν为非正实数, ck ∈ Rm. 根据优化结果得到当

前时刻的输入uk = Kxk + ck.

Step 4: 计算出下一时刻的状态xk+1 = Fkxk +

Gkuk + wk,令Nmax = Nk − 1, k = k + 1,返回 Step 1.

定定定理理理 3 按照算法 2优化得到的控制序列, 可

以使系统的初始状态x0在N0步之内进入终端集

X0内.

证证证明明明 因为根据算法 1计算得到的一系列可达

集可以保证 ∀x ∈ XN \ XN−1, 对于所有满足约束

的系统和状态干扰, 存在控制输入, 使得x可以一步

进入可达集XN−1内. 所以算法 2中的优化问题 (12)

和 (13)总存在可行解,并且使系统下一时刻的状态尽

可能地接近或进入终端集X0, 所以在可达集XN0内

的初始点x0可以在N0步之内进入终端集X0内. 2
4 数数数值值值仿仿仿真真真

给出线性时变系统

[Fk Gk] ∈ Co{[F1 G1], [F2 G2], [F3 G3]},

E = {xk ∈ R2| ∥xk∥∞ 6 1},

Ω = {uk ∈ R| ∥uk∥∞ 6 1},

W = {wk ∈ R2| ∥wk∥∞ 6 0.02}.

其中

K = [−0.719 5 0.289 8], G1 = G2 = G3 = G,

F1 =

[
0.975 6 −0.263 8

0.131 9 0.679 9

]
, F2 =

[
0.975 6 −0.263 8

0.131 9 0.479 9

]
,

F3 =

[
0.975 6 −0.263 8

0.231 9 0.479 9

]
, G =

[
0.337 1

0.024 4

]
,

首先求解出数值例子的终端集X0; 然后根据

算法 1计算出系统的一系列可达集XN , 并将其绘制

在图 1中. 此处求取包含一系列点的最小凸集是使

用Matlab中的函数 convhulln, 将凸集的顶点形式转

换为不等式形式使用函数 vert2lcon.
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图 1 N步可达集

图 1中的集合分为两类,由虚线绘制的集合是按

照算法 1求解得到的一系列集合X
′

N , 实线绘制的集

合则是系统的N步可达集XN . 实线集合从内到外

依次为系统的终端集X0、1步可达集、2步可达集直

至 7步可达集, 随后可达集的大小不再随着N的增

加而增大 (可达集X8 = X7), 这是由于系统状态约

束的限制,可达集XN已经与状态约束集E的大小相

等. 同时可以看出, 集合X
′

1, X
′

2, · · · , X
′

8的顶点是在

原点与终端集顶点的连线上, 点线即是其中一组顶

点所在的连线.而可达集X1, · · · , X8因为状态约束集

的限制, 其顶点不一定都在原点与终端集顶点的连

线上,并且顶点数也不一定相等,如可达集X7、X8只

有 4个顶点.

给定一个初始状态x0 = [0.95,−0.95]T, 按照算

法 2将状态稳定到终端集X0内,共进行 10次仿真,其

结果绘制在图 2中.
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图 2 系统状态轨迹
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由图 2可以看出, 算法 2在系统线性时变以及

存在有界状态干扰时都能保证状态最终进入到集

合X0内,并且稳定在终端集内. x0位于集合X7 \X6

内,表 1给出了 10次仿真过程中状态所处可达集的变

化情况. 由表 1可以看出,虽然系统的状态变化不是

完全相同, 但是都在第 4步时进入终端集, 由此始终

保持在终端集内.

表 1 10 次仿真中每一步测试得到的Nk

仿真次数
时间

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

第 1步 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5

第 2步 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4

第 3步 1 2 2 2 2 1 2 1 2 2

第 4步 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

第 4步之后 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

注意到初始状态位于系统的可达集X7内,这表

示状态可以在 7步以内稳定到终端集,而实际上系统

状态只经过 4步就进入到终端集. 造成两者存在很大

差别的原因在于,系统求解的一系列可达集是要满足

线性时变系统的所有可能,同时还要满足所有可能的

有界状态干扰, 这对于MPC在线算法中针对每一步

具体某个 “干扰值”求解的可达集相对保守.

图 3给出的是系统分别进行 10次仿真 2 000步

时状态进入终端集X0后的情况. 从中可以看出, 带

状态干扰的线性时变系统的状态在进入终端集后,在

控制律uk = Kxk 的作用下始终稳定在终端集内,并

且状态位置与终端集的边界仍有一定的距离, 这与

注 2是一致的 (ΦkX0 ⊕W ⊆ X0).
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图 3 系统状态在终端集内

5 结结结 论论论

本文针对带有有界状态干扰的线性时变系统提

出了一种新的时间最优模型预测控制方法,离线计算

部分使用求解一系列线性规划问题的方法替代复杂

的集合运算,计算每步可达集过程中所需优化的顶点

数保持不变;然后在线计算时只需要比较一系列不等

式,并求解一个线性优化问题即可确定系统最优输入.

这种方法方便地离线构造了次优的多步可达集,并且

能够处理非对称的线性约束, 而且在线计算量小, 也

能保证系统的快速稳定, 可方便应用于实际问题中.

最后通过数值仿真验证了算法的有效性.
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