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摘 要: 针对线性奇异摄动系统,提出一种基于 PI (proportional integral)观测器的故障诊断和最优容错控制方法. 基

于奇异摄动系统相关理论和矩阵变换技术,给出 PI全维观测器存在的条件,该观测器可以观测系统的快慢状态和

故障系统的状态. 在估测到系统状态的基础上进一步考虑最优性,应用最优控制理论,设计状态反馈控制器,提出基

于PI观测器的故障诊断器和最优容错控制器的设计方法. 最后的数值算例验证了所提出方法的可行性和正确性.
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Abstract: A fault diagnosis method and an optimal fault tolerant control method for singularly perturbed systems based on

proportional integral(PI) observer are proposed. Firstly, a condition for the existence of the PI observer is given in light of the

singularly perturbed system theory and the matrix transformation technique. This observer can detect the fast-slow state and

the state of fault system as well. Moreover, a state feedback controller is designed by using the optimal control theory. And

the fault diagnosis method and the optimal fault tolerant control method can be obtained based on the PI observer. Finally,

two numerical examples are used to illustrate the effectiveness and correctness of the proposed approach.
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0 引引引 言言言

在实际的工程领域中常常遇到一类具有不同时

间尺度的动力系统,将这类具有多时标特性系统的控

制问题归结到奇异摄动系统[1]的框架下研究是控制

理论的一项重要课题.奇异摄动系统经过半个多世纪

的发展,其具有的本质特性已得到越来越深刻的揭示,

与正常系统、广义系统相互对应,既存在内在联系又

有着本质区别.联系在于: 当小参数 ε = 0时,系统称

为广义系统,因此有些文献也将 ε = 0时的系统称为

奇异摄动系统的极限形式[2]. 当小参数 ε > 1时,经矩

阵变换可转化为正常的线性系统. 如果从矩阵Eε的

广泛取值来考虑, 奇异摄动系统是正常系统与广义

系统的推广. 由于正常系统、广义系统的研究基本成

熟,有一套较为完善的理论体系,所以为了与之区别,

习惯上以矩阵Eε含有小参数作为奇异摄动系统的明

显标志,以往一些结论推广到奇异摄动系统上来, 研

究的难点主要在于小参数的处理上, 从而使奇异摄

动系统理论成为一个独立的研究分支[3]. 目前的研究

主要是围绕稳定性[4]、正实性[5]、鲁棒性[6]、最优性[7]

等, 而对于故障诊断的研究还不多见,最新的有文献

[8]研究了带有未知扰动的奇异摄动系统故障诊断问

题,将故障诊断问题转化为标准的H∞控制问题.

考虑到实际系统一旦发生事故便有可能造成人

员和财产的巨大损失,故障诊断与容错控制的研究显

得尤为重要[9]. 文献 [10]介绍了具有单一开关的DC-

DC变换器在开关故障下的容错控制,可以检测切换

故障类型,并由现场可编程门阵列目标故障诊断和重

构策略,实现实时处理. 基于观测器的故障诊断方法
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在故障诊断的研究中具有不可替代的重要性. 对于奇

异摄动系统的观测器设计已有一些结论.文献 [11]研

究了奇异摄动系统非线性观测器的设计,采用降阶理

论分别对快-慢系统进行观测器的设计; 文献 [12]研

究了具有未知干扰的矩形广义系统 PI (proportional

integral)观测器的设计,主要应用矩阵变换技术,得到

的观测器效果较好且设计参数较为容易求取. 故障诊

断系统的设计采用了大量控制理论的经典方法,特别

是当故障诊断系统的设计指标转化为常见的H∞和

H2性能指标后, 故障诊断系统甚至可以和反馈控制

器同时进行设计[13],这也是本文的设计思路: 结合观

测器和状态反馈,研究奇异摄动系统的故障诊断和最

优容错控制.

本文针对一类线性奇异摄动系统, 提出一种基

于PI观测器的故障诊断和最优容错控制方法. 首先

将原系统和故障系统联立构成增广系统,基于奇异摄

动系统相关理论和矩阵变换技术,给出 PI全维观测器

存在的条件,该观测器可以观测系统的快慢状态和故

障系统的状态. 在估测到系统状态的基础上进一步考

虑最优性, 设计了状态反馈控制器, 使得整个闭环系

统不仅是渐近稳定的,并且使得给定线性二次指标达

到最小值.最后通过数值仿真算例验证了所提出方法

的可行性和正确性.

1 问问问题题题描描描述述述

考虑如下受传感器和执行器故障影响的线性奇

异摄动系统:Eεẋ(t) = Ax(t) +Bu(t) +D1f(t),

y(t) = Cx(t) +D2f(t).
(1)

其中: ε > 0为摄动参数,且Eε =

[
In1 0

0 εIn2

]
; x(t) ∈

Rn为状态变量, 包括n1维的慢变量和n2维的快变

量, n1 + n2 = n; u(t) ∈ Rm为系统输入; y(t) ∈ Rp为

系统输出; f(t) ∈ Rq 为故障; A,B,C,D1, D2为具有

适当维数的系数矩阵.

故障信号 f(t)包含有传感器故障 fa(t)和执行器

故障 fs(t),即

f(t) =

[
fa(t)

fs(t)

]
.

假设故障信号可以通过动态系统描述,具有如下

形式:  φ̇(t) = Gφ(t),

f(t) = Fφ(t).
(2)

其中: φ(t) ∈ R(na+ns)为故障系统的状态变量,且

φ(t) =

[
φa(t)

φs(t)

]
, G =

[
Ga 0

0 Gs

]
,

F =

[
Fa 0

0 Fs

]
.

将系统 1与故障系统 2联立,得到增广系统 Ēεψ̇ = Āψ + B̄u,

y = C̄ψ(t).
(3)

其中

Ēε =

[
Eε 0

0 I

]
, Ā =

[
A D1F

0 G

]
, B̄ =

[
B

0

]
,

C̄ = [C D2F ], ψ = [xT(t) φT(t)]T.

定义 1[1] 如果系统 (1)在 0 < ε ≪ 1时,快子系

统和慢子系统都是能控能观的, 则称系统 (1)是强能

控、强能观的.

采用广义系统的相关引理[14], 得到奇异摄动系

统的结论.

引理 1 系统 (1)是正则无脉冲的,当且仅当

rank

[
0 Eε

Eε A

]
= n+ rankEε.

引理 2 系统 (1)的慢子系统是能观的, 当且仅

当

rank

[
sEε −A

C

]
= n, ∀s ∈ C. (4)

引理 3 系统 (1)的快子系统是能观的, 当且仅

当

rank

[
Eε

C

]
= n. (5)

注 1 文献 [14]给出了广义系统 (ε = 0)的快、慢

系统能控能观的判据, 事实上容易证明, 引理 1∼引
理 3对于 0 < ε≪ 1的奇异摄动系统仍然适用.

对于系统 (1),线性二次最优指标为

J =
1

2

w ∞

0
[ψT(t)Qψ(t) + uT(t)Ru(t)]dt. (6)

其中: Q ∈ R(n+a+s×n+a+s), R ∈ R(m×m)为权重矩

阵, Q = QT > 0, R = RT > 0.

能够使得性能指标 (6)达到最小值的控制律,即

为最优容错控制律. 此外, 状态变量x(t)在实际中可

能是不可测的,因此考虑设计如下状态反馈控制器:

u(t) = Kψ̂(t). (7)

其中: ψ̂(t)为PI观测器估计值, K ∈ R(m×n)为控制

器增益.

本文的主要任务是针对系统 (1)和故障系统 (2),

设计 PI观测器和状态反馈控制器,使得闭环系统:
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1)是渐近稳定的;

2)通过PI观测器能够观测到包括故障信号在内

的增广系统所有状态;

3)性能指标 (6)达到最小值.

2 主主主要要要结结结论论论

2.1 PI全全全维维维状状状态态态观观观测测测器器器

针对增广系统 (3),构造 PI全维观测器,通过系统

的量测输出 y(t)估计状态ψ(t). 设计观测器具有如下

形式:
ż(t) = Nz(t) + L1y(t) + L2ŷ(t) + Γu(t),

ψ̂(t) = z(t) + T2y(t),

ŷ(t) = Cψ̂(t).

(8)

定理 1 对于系统 (3),存在 PI观测器 (8),使得 ψ̂

趋于ψ.

证证证明明明 由文献 [12]可知, 如果系统 (1)是强能观

的,则形如式 (8)的 PI观测器存在. 事实上,由引理 2、

引理 3、式 (4)和 (5)可知, 系统 (1)是脉冲能观、R能

检的.

假设 ψ̂(t)趋于ψ(t), 矩阵N、L1、L2、Γ、T1、T2

是能够使得状态估计误差趋于 0的矩阵. 定义 e(t) =

ψ(t)− ψ̂(t). 因为

rank

[
Ēε

C̄

]
= n+ na + ns,

所以存在一个行满秩矩阵,使得

[T1 T2]

[
Ēε

C̄

]
= In+na+ns .

比较原系统 (1)和观测器 (8)的状态,有

e(t) = ψ(t)− ψ̂(t) =

ψ(t)− z − T2C̄ψ(t) =

(I − T2C̄)ψ(t)− z(t) = T1Ēεψ(t)− z(t).

得到状态估计误差的导数为

ė(t) = ψ̇(t)− ˙̂
ψ(t) =

Ne(t) +X11ψ(t) + (T1B̄ − Γ )u(t).

其中

X11 = T1Ā− L1C̄ − L2C̄ −NT1Ēε.

令

T1B̄ = Γ , L1 = NT2, N = T1Ā− L2C̄, (9)

得到自治系统

ė(t) = (T1Ā− L2C̄)e(t).

定义

Aobs = T1Ā− L2C̄.

如果Aobs是Hurwitz的, 则估计误差系统必须为渐

近稳定的.它可通过增益矩阵L2来镇定, 当且仅当

(T1Ā, C̄)是可检测的,即对于任意 s ∈ C+,有

rank

[
sIn+na+ns − T1Ā

C̄

]
= n

成立. 事实上,有

rank

[
sĒε − Ā

C̄

]
= rank

 sĒε − Ā

sC̄

C̄

 =

rank

 T1 T2 0

0 −Ip sIp

0 0 Ip


 sĒε − Ā

sC̄

C̄

 =

rank

 sIn − T1Ā

0

C̄

 = n+ na + ns.

因此Aobs是Hurwitz,则 ψ̂(t)趋于ψ(t). 2

2.2 最最最优优优控控控制制制律律律

求解奇异摄动系统 (3)的最优控制问题.首先考

虑如下性质:

1) (Ēε, Ā)是无脉冲的;

2) (Ēε, Ā, B̄)是可镇定的, (Ēε, Ā, C̄)是可检测

的;

3)系统 (3)是脉冲能观的.

由前面的分析可知,式 (1)∼ (3)显然成立.

定理 2 对于奇异摄动系统 (3), 性能指标 (6)达

到最小值,当且仅当最优控制律为

u∗(t) = −R−1B̄TXψ(t), (10)

其中X为如下广义Riccati方程的解:

ĒT
ε X = XTĒε > 0, (11)

ĀTX +XTĀ+Q−XTB̄R−1B̄T = 0. (12)

最优性能指标为

J =
1

2
ψ0Ē

T
ε Xψ0 =

1

2
ψ0X̄

TĒεψ0. (13)

证证证明明明 必要性. 令

L =
1

2
[ψTQψ + uTRu],

定义Hamilton函数为

H(x, u, λ) = −L+ λT(Āψ + B̄u), (14)

应用极大极小值原理,状态方程为

Ēεψ̇ =
∂H

∂λ
= Āψ + B̄u, (15)

协状态方程为

ĒT
ε λ̇ = −∂H

∂x
= Qψ − ĀTλ, (16)

极值条件为
∂H

∂u
= 0 = −Ru+ B̄Tλ, (17)
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因此最优控制律为

u∗(t) = R−1B̄Tλ. (18)

因为 (Ēε, Ā, C̄)是可检测的, 所以ψ(∞) → 0, λ(t)

与ψ(t)有如下关系:

λ = −Xψ, (19)

其中X ∈ Rn满足式(11). 对式 (19)求导,并左乘 ĒT
ε ,

应用式 (18)得到

ĒT
ε λ̇ = (−XTĀ+XTB̄R−1B̄TX)ψ. (20)

将式 (19)代入协状态方程 (16),并与式 (20)比较可得

[ĀTX +XTĀ+Q−XTB̄R−1B̄T]ψ = 0.

对于任意ψ(t),式 (12)成立. 由于 (Ēε, Ā − R−1B̄TX)

稳定无脉冲, 对于广义Riccati方程存在一个容许解

X ,最优控制律为

u∗(t) = −R−1B̄TXψ(t).

充分性. 根据方程 (11)和 (12),定义

V (x, t) = ψTĒT
ε Xψ,

则有

V̇ (ψ, t) = (Ēεψ̇)
TXψ + ψ(t)TXTĒεψ̇ =

− ψT(t)Qψ − uTRu+MT
1 RM1 < 0,

其中M1 = u+R−1B̄TXψ. 由式 (6)可知

J =

1

2

w ∞

0

[
− d

dt
[ψTĒT

ε Xψ] +MT
1 RM1

]
dt =

1

2
xT0 Ē

T
ε Xx0 +

w ∞

0
MT

1 RM1dt,

得到u∗(t) = −R−1B̄TXψ(t)能够使得性能指标达到

最小值,且 J∗ =
1

2
ψT
0 Ē

T
ε Xψ0. 2

经观测器得到的最优控制律为

u∗(t) = −R−1B̄TXψ̂(t). (21)

3 数数数值值值算算算例例例

考虑形如式 (1)的奇异摄动系统,参数矩阵如下:

Eε =

[
1 0

0 0.02

]
, A =

[
−2 −2

1 0

]
,

B =

[
0

1

]
, C =

[
1 0.6

0 1

]
,

D1 =

[
1 0

2 −1

]
, D2 =

[
0 −1

1 0

]
.

故障信号 f(t)为 2维变量,且na = 2, ns = 1,其

特性可用形如式 (2)的动态系统描述,参数矩阵如下:

G =

 −0.4 0.5 0

−0.1 0 0

0 0 −1

 , F =

[
1 0 0

0 0 1

]
.

构造增广系统,得到

Ā =



−2 −2 1 0 0

1 0 2 0 −1

0 0 −0.4 0.5 0

0 0 −0.1 0 0

0 0 0 0 −1


, B̄ =



0

1

0

0

0


,

C̄ =

[
1 0.6 0 0 −1

0 1 1 0 0

]
,

Ēε =



1 0 0 0 0

0 0.02 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1


.

依据定理 1和式 (9),通过Matlab依次求得

T1 =



0.731 1 −0.006 4 0.161 2 0 0.268 9

−0.322 4 0.032 2 −0.805 9 0 0.322 4

0.161 2 −0.016 1 0.903 0 0 −0.161 2

0 0 0 1 0

0.268 9 0.006 4 −0.161 2 0 0.731 1


,

T2 =



0.268 9 −0.161 2

0.322 4 0.805 9

−0.161 2 0.097 0

0 0

−0.268 9 0.161 2


,

L1 =



−1.632 2 −1.081 8

0.313 6 −0.543 4

−0.205 2 −0.199 2

0.016 1 −0.009 7

−0.173 7 −0.433 0


,

N =

−2.468 7 −2.062 3 0.653 8 0.080 6 0.737 6

0.677 0 −0.355 3 −0.935 5 −0.403 0 −0.354 6

−0.338 5 −0.322 4 −0.232 2 0.451 5 0.177 3

0 0 −0.1 0 0

−0.531 3 −0.537 7 0.346 2 −0.080 6 −0.737 6


.

取初始条件为ψ0 = [1 1.5 1 0 1]T.

情况 1 选取L2 =



1 0

0 1

0 0

0 0

0 0


.

由定理 2,得到系统的最优反馈控制律为

u∗(t) =

− [0.083 7 0.815 7 0.676 5 0.067 4 − 0.313 2]ψ̂(t),

线性二次最优指标 J = 4.308 6.
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图 1和图 2为增广系统状态和观测器估计的状

态比较.
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图 1 L2取值下原系统状态与估计值比较曲线 (情况 1)
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图 2 L2取值下故障系统状态与估计值比较曲线 (情况 1)

情况 2 选取L2 =



0 0

0 1

−0.1 0

0 0

0 0


.

增广系统状态与观测器估计状态见图 3和图 4.

最优反馈增益由定理 2给出, 选取不同的L2并

不影响增益K和最优指标 J∗, 仅改变了状态观测器

中的系数矩阵, 即改变了 ψ̄(t). 由于最优反馈用到的

状态变量是观测器的估计值, 最优控制曲线u∗(t)略

微会有变化,两次最优反馈控制曲线比较如图 5所示.

由图 1∼图 5可见,选取不同的L2对观测结果会

有影响,通过选取不同的L2可以改变Aobs特征值在

复平面的位置,从而改变系统状态的实际值和估计值

逼近的速度.
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图 3 L2取值下原系统状态与估计值比较曲线 (情况 2)
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图 4 L2取值下故障系统状态与估计值比较曲线 (情况 2)
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图 5 不同L2对应的最优控制曲线u∗(t)

注 2 式 (8)中的所有未知参数在Aobs确定后都

可由式 (9)相应确定,而Aobs的选取仅要求保证稳定

即可, 设计自由度增加同时也导致 PI观测器不唯一.

在实际中,可以根据系统的性能要求选取合适的L2.

由以上结果和仿真曲线可知, 本文所设计的 PI

观测器能够很好地观测到系统的所有状态信息,即能

够检测到故障系统的状态. 同时,利用观测器观测到

的信号可以实现最优状态反馈,使整个系统在发生故

障时仍能达到稳定、最优.
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4 结结结 论论论

本文针对实际中常见的已知动态特性的故障,基

于PI全维观测器,对线性奇异摄动系统的故障诊断与

容错控制进行了研究.首先基于奇异摄动系统相关理

论和矩阵变换技术, 给出了 PI全维观测器存在的条

件,即系统发生此类故障时可诊断的条件.进一步,设

计了状态反馈控制器,使得整个闭环系统不仅是渐近

稳定的, 而且使得给定线性二次指标达到最小值.最

后的数值算例表明,应用所提出方法设计的 PI全维观

测器能够很好地观测到系统故障的状态,同时能够保

证闭环系统具有稳定性、最优性,从而验证了所提出

方法的可行性和正确性.
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