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摘 要: 针对现有灰色预测模型主要以一阶累加生成序列为建模序列这一现象,在互逆的分数阶累加生成算子

与分数阶累减生成算子的基础上, 建立分数阶算子离散灰色模型, 并给出最小平均相对误差下最优阶数的自适应

粒子群优化算法.多个实例表明,通过阶数优化,分数阶算子离散灰色模型相对于灰色模型GM(1,1)和离散灰色模

型DGM(1,1)表现出更优的拟合精度.
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Abstract: Differing from the existing grey prediction model mainly using one order accumulating generation sequence,

a discrete grey model based on the inverse fractional order accumulating generation operator and the reducing generation

operator is built, and the genetic algorithm for the optical order with the minimum average relative error is proposed. Case

study shows that the discrete grey model with fractional operators can achieve better fitting precision than GM(1,1) and

DGM(1,1).
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0 引引引 言言言

灰色系统理论以部分信息已知、部分信息未知

的小样本、贫信息不确定性系统为研究对象,主要通
过对部分已知信息的生成和开发提取有价值的信息,
实现对系统运行行为、演化规律的正确描述,进而实
现对其未来变化的定量预测[1-3].灰色预测模型作为
灰色系统理论的重要组成部分,其建模方法研究一直
非常活跃.研究人员提出了离散法[4-5]、累加生成改进

法[6]、离散指数函数优化法[7]、缓冲算子法[8]、初始值

优化法[9]、区间灰数建模法[10-11]、直接建模法[12], 以
及GM(1,1)模型的几种基本形式和适用范围[13].

这些建模和优化方法都是基于一阶累加生成序

列建模, 再一阶累减还原得到预测值.文献 [14]利用

分数阶泰勒展开式定义了分数阶累加算子;文献 [15-

18]使用二项式系数定义了分数阶累加生成算子, 阶

数 r ∈ (0, 1],定义α(r)X(0) = α(1)X(1−r),即先求X(0)

的 1−r阶累加生成序列X(1−r),再求X(1−r)的 1阶累

减生成序列,得到 r阶累减生成序列X(−r);文献 [18]

提出了基于分数阶累加的离散灰色模型, 给出分数

阶累加生成算子的表达式,但未给出分数阶累减生成

算子的解析表达式,也未研究分数阶累加生成算子和

分数阶累减生成算子的互逆性等重要性质,在建立分

数阶DGM(1,1)模型时,只是简单地将阶数设定为 1/2

和 2/3,阶数取值缺少依据,未给出阶数取值的优化算

法; 文献 [19-20]利用二次项系数与阶乘形式定义了

分数阶累加生成算子矩阵Ar = (arij)n×n, 再通过逆
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矩阵方式ArA−r = E得到分数阶累减生成序列; 文

献 [21]推导出分数阶累加生成算子和分数阶累减生

成算子的解析表达式,证明了两算子满足交换律和指

数率,同阶累加生成算子和累减生成算子满足互逆性.

本文在互逆的分数阶累加生成算子和分数阶累

减生成算子的基础上,建立分数阶算子离散灰色模型,
给出分数阶算子DGM(1,1)模型建模方法和最小平均
相对误差下阶数优化的遗传算法.

1 分分分数数数阶阶阶累累累加加加生生生成成成算算算子子子与与与累累累减减减生生生成成成算算算子子子

定义 1[21] 设序列X(0) = (x(0)(1), x(0)(2), · · · ,
x(0)(n))为原始序列, 且X(1) = (x(1)(1), x(1)(2), · · · ,
x(1)(n))为X(0)的一阶累加生成算子,其中

x(1)(k) =

k∑
i=1

x(0)(i), k = 1, 2, · · · , n. (1)

定理 1[21] 设序列X(0) = (x(0)(1), x(0)(2), · · · ,
x(0)(n))为原始序列, r ∈ R+, X(r) = (x(r)(1), x(r)(2),

· · · , x(r)(n))为X(0)的 r阶累加生成算子,其中

x(r)(k) =

k∑
i=1

Γ (r + k − i)

Γ (k − i+ 1)Γ (r)
x(0)(i),

k = 1, 2, · · · , n. (2)

定义 2[21] 设序列X(0) = (x(0)(1), x(0)(2), · · · ,
x(0)(n))为原始序列, X(−1) = (x(−1)(1), x(−1)(2), · · · ,
x(−1)(n))为X(0)的一阶累减生成算子,其中

x(−1)(k) = x(0)(k)− x(0)(k − 1),

k = 1, 2, · · · , n. (3)

定理 2[21] 设序列X(0) = (x(0)(1), x(0)(2), · · · ,
x(0)(n))为原始序列, r ∈ R+, 且X(−r) = (x(−r)(1),

x(−r)(2), · · · , x(−r)(n))为X(0)的 r阶累减生成算子,
其中

x(−r)(k) =

k−1∑
i=0

(−1)i
Γ (r + 1)

Γ (i+ 1)Γ (r − i+ 1)
x(0)(k − i),

k = 1, 2, · · · , n. (4)

定理 3[21] 设序列X(0) = (x(0)(1), x(0)(2), · · · ,
x(0)(n))为原始序列, 且有 p ∈ R+, q ∈ R+, X(p)是

X(0)的 p阶累加生成序列, X(−q)是X(0)的 q阶累减

生成序列, (X(p))(−q)是X(p)的 q阶累减生成序列,
(X(−q))(p)是X(−q)的 p阶累加生成序列.若 p− q>0,
则X(p−q)是X(0)的 p− q阶累加生成序列;若 p− q <

0,则X(p−q)是X(0)的 q − p阶累减生成序列.多重累
减生成算子和累加生成算子满足交换律和指数率,即

X(p−q) = (X(p))(−q) = (X(−q))(p). (5)

定理 4[21] 设序列X(0) = (x(0)(1), x(0)(2), · · · ,
x(0)(n))为原始序列, r ∈ R+, X(r)是X(0)的 r阶累加

生成序列, X(−r)是X(0)的 r阶累减生成序列, r阶累
加生成算子与 r阶累减生成算子互为逆运算,即

X(0) = (X(r))(−r) = (X(−r))(r). (6)

2 分分分数数数阶阶阶算算算子子子离离离散散散灰灰灰色色色模模模型型型

定义 3 设X(0)和X(r)如定理 1所示,则称

x(r)(k + 1) = β1x
(r)(k) + β2 (7)

为分数阶算子离散灰色模型.

特别地, 当 r = 1时, 分数阶算子离散灰色模型
x(r)(k + 1) = β1x

(r)(k) + β2变为x(1)(k + 1) =

β1x
(1)(k) + β2, 即DGM(1,1)模型; 当 r = 0时, x(r)(k

+1) = β1x
(r)(k)+β2 变为x(0)(k+1) = β1x

(0)(k)+β2,
即DGM(1,1)直接建模法.

定理 5 设X(0) = (x(0)(1), x(0)(2), · · · , x(0)(n))

为原始序列, r ∈ R+, X(r) = (x(r)(1), x(r)(2), · · · ,
x(r)(n))为X(0) = (x(0)(1), x(0)(2), · · · , x(0)(n))的 r

阶累加生成序列,其中

x(r)(k) =

k∑
i=1

Γ (r + k − i)

Γ (k − i+ 1)Γ (r)
x(0)(i),

k = 1, 2, · · · , n.

可以运用最小二乘法估计分数阶算子DGM(1,1)
模型x(r)(k + 1) = β1x

(r)(k) + β2中的参数向量 β̂ =

[β1, β2]
T,即

β̂ = (BTB)−1BTY.

其中

Y =


x(r)(2)

x(r)(3)
...

x(r)(n)

 , B =


x(r)(1) 1

x(r)(2) 1
...

...
x(r)(n− 1) 1

 . (8)

因为

x(r)(k) =

k∑
i=1

Γ (r + k − i)

Γ (k − i+ 1)Γ (r)
x(0)(i), k = 1, 2, · · · , n,

所以

Y =


x(r)(2)

x(r)(3)
...

x(r)(n)

=



2∑
i=1

Γ (r + 2− i)

Γ (2− i+ 1)Γ (r)
x(0)(i)

3∑
i=1

Γ (r + 3− i)

Γ (3− i+ 1)Γ (r)
x(0)(i)

...
n∑

i=1

Γ (r + n− i)

Γ (n− i+ 1)Γ (r)
x(0)(i)


=



rx(0)(1) + x(0)(2)
r(r + 1)

2
x(0)(1) + rx(0)(2) + x(0)(3)

...
n∑

i=1

Γ (r + n− i)

Γ (n− i+ 1)Γ (r)
x(0)(i)


,

B =


x(r)(1) 1

x(r)(2) 1
...

...
x(r)(n− 1) 1

 =
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1∑
i=1

Γ (r + 1− i)

Γ (1− i+ 1)Γ (r)
x(0)(i) 1

2∑
i=1

Γ (r + 2− i)

Γ (2− i+ 1)Γ (r)
x(0)(i) 1

...
...

n−1∑
i=1

Γ (r + n− 1− i)

Γ (n− 1− i+ 1)Γ (r)
x(0)(i) 1


=



x(0)(1) 1

rx(0)(1) + x(0)(2) 1
...

...
n−1∑
i=1

Γ (r + n− 1− i)

Γ (n− 1− i+ 1)Γ (r)
x(0)(i) 1


.

定理 6 设B、Y、β̂如定理 5所述, β̂ = [β1, β2]
T

= (BTB)−1BTY ,则有:

1) 分数阶算子DGM(1,1)模型的时间响应序列
表示为

x̂(r)(k) =
(
x(0)(1)− β2

1− β1

)
βk−1
1 +

β2

1− β1
,

k = 2, 3, · · · , n; (9)

或

x̂(r)(k) =x(0)(1)βk−1
1 +

1− βk−1
1

1− β1
β2, k = 2, 3, · · · , n.

(10)

2)还原值为

x̂(0)(k) = (x̂(r))(−r)(k) =

k−1∑
i=0

(−1)i
Γ (r + 1)

Γ (i+ 1)Γ (r − i+ 1)
x̂(r)(k − i),

k = 2, 3, · · · , n; (11)

x̂(0)(1) = x(0)(1).

定理 7 DGM(1,1)模型是分数阶算子DGM(1,1)
模型在 r = 1时的特例.

r = 1时为一阶累加生成算子, 定理 7结论显然
成立.

3 阶阶阶数数数优优优化化化

最小平均相对误差下分数阶算子DGM(1,1)模型
的最优阶数在于求解如下最优化问题:

min f(r) =
1

n− 1

n∑
k=2

|x(0)(k)− x̂(0)(k)|
x(0)(k)

, r ∈ R+.

(12)

最优阶数 r取值的自适应变异粒子群优化算

法[22]计算流程如下:

Step 1:随机初始化粒子群中粒子的位置和速度,
可取 pBest = 1,即DGM(1,1)模型.

Step 2:将粒子中的 pBest设置为当前位置,并将
gBest设置为初始群体中最佳粒子的位置.

Step 3:计算分数阶算子DGM(1,1)模型中当 r =

pBest时的平均相对误差.

1)计算原始序列X(0)的 r阶累加生成序列X(r);

2)求解参数 β̂ = [β1, β2]
T;

3)确定 x̂(r)(k)时间响应式;

4)计算X(r)的模拟值;

5)还原求出X(0)的模拟值 X̂(0);

6)计算平均相对误差 f(pBest);

7)判断 |f(pBest) − f(gBest)|是否小于给定收敛
值 δ,如果满足,则转向Step 9,否则执行Step 4.

Step 4:对粒子群中的所有粒子执行如下操作:

1)更新粒子的位置和速度;

2)如果粒子适应度优于 pBest的适应度,则 pBest
设置为新位置;

3)如果粒子适应度优于 gBest的适应度,则 gBest
设置为新位置.

Step 5:计算群体适应度方差σ2和 f(gBest).

Step 6:计算变异概率 pm.

Step 7:产生随机数 ε ∈ [0, 1], 如果 ε < pm, 则执
行变异操作,否则转向Step 8.

Step 8: 判断算法收敛准则是否满足, 如果满足,
则执行Step 9,否则转向 Step 3.

Step 9: 输出 gBest, 即阶数 r最优取值, 输出 r =

gBest分数阶算子DGM(1,1)模型的预测值 x̂(0)(k)、

相对误差∆k和平均相对误差∆,算法运行结束.

4 算算算例例例比比比较较较

例 1 文献 [9]提出了分段修正DGM(1,1)模型,
用我国1994∼ 2006年外汇储备建立DGM(1,1)模型,
再将原始数据分成 1994∼ 2000年和 2001∼ 2006年
两段, 建立分段修正DGM(1,1)模型.本文按照文献
[9]中的分段方式, 通过粒子群优化算法进行验证得
到: 1994∼ 2000 年数据在 r = 0.020时, 分数阶算子
DGM(1,1)模型有最小平均相对误差 4.333%, 2001∼
2006年数据在 r = 0.662时,分数阶算子DGM(1,1)模
型有最小平均相对误差 3.662%,综合平均相对误差为
4.028%,均小于DGM(1,1)模型和分段修正DGM(1,1)
模型的平均相对误差.结果比较如表 1所示.

例 2 文献 [12]提出了近似非齐次指数序列的

DGM(1,1)直接建模法, 比较了上升凸、上升凹、下降

凸、下降凹、严格非齐次、近似非齐次等 6种形式的

数据序列,对DGM(1,1)模型和DGM(1,1)模型直接建

模的模拟精度进行了比较.本文通过粒子群优化算

法, 使用分数阶算子DGM(1,1)模型对文献 [12]各数

据序列进行模拟, 分数阶算子DGM(1,1)模型全部具

有最小平均相对误差.各数据序列的最小平均相对

误差对应的最优阶数 r值、模拟数据、模拟精度与

DGM(1,1)模型、DGM(1,1)直接建模方法计算结果比

较如表 2所示.当最优阶数取值为 0时,表明原始数据

序列适合使用DGM(1,1)直接建模法; 当最优阶数 r

取值接近 1时, DGM(1,1)模型具有更好的拟合精度.
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表 1 我国外汇储备数据分数阶算子DGM(1,1)模型最小平均相对误差模拟结果

外汇储备 DGM(1,1) 文献 [9]模型 r = 0.020年份
x(0)(k) x̂(0)(k) ∆k /% x̂(0)(k) ∆k /% x̂(0)(k) ∆k /%

1994 51.620

1995 73.597 25.687 65.098 94.227 28.031 82.846 12.567

1996 105.049 34.109 67.530 106.679 1.552 107.697 2.521

1997 139.890 45.294 67.622 120.778 13.662 127.487 8.866

1998 144.959 60.145 58.509 136.740 5.670 143.251 1.178

1999 154.675 79.867 48.365 154.811 0.088 155.805 0.731

2000 165.574 106.055 35.947 175.271 5.856 165.796 0.134

平均相对误差∆ /% 9.143 4.333

2001 212.165 140.831 33.622 r = 0.662

2002 286.407 187.009 34.705 288.721 0.808 303.083 5.823

2003 403.251 248.329 38.418 407.365 1.020 431.186 6.927

2004 609.932 329.756 45.936 574.762 5.766 594.877 2.468

2005 818.872 437.882 46.526 810.949 0.968 806.887 1.464

2006 1 066.300 581.463 45.469 1 144.191 7.305 1 083.648 1.627

平均相对误差∆ /% 4.846 3.662

综合平均相对误差∆ /% 48.979 7.190 4.028

表 2 非齐次数据分数阶算子DGM(1,1)模型最小平均相对误差模拟结果

序列 建模数据 数据特征 模型 平均相对误差 /%

X1 (1.2, 2.9, 4.2, 5.1, 5.8) 上升凸

文献 [12] 0.295 8

r = 1 6.149 2

r = 0 0.295 49

X2 (8.5, 16.4, 32.3, 64.2, 128.1) 上升凹

文献 [12] 0.175 4

r = 1 0.562 1

r = 0.018 0.008 6

X3 (5.8, 5.1, 4.2, 2.9, 1.2) 下降凸

文献 [12] 0.332 1

r = 1 19.175 1

r = 0 0.331 36

X4 (128.1, 64.2, 32.3, 16.4, 8.5) 下降凹

文献 [12] 0.075 6

r = 1 0.737 1

r = 0.985 0.025 8

X5 (5, 11, 29, 83, 245) 严格非齐次

文献 [12] 0.000 0

r = 1 13.839 3

r = 0 0.000 0

X6 (1.4, 2, 2.8, 3.9, 5.4) 近似非齐次

文献 [12] 0.109 9

r = 1 0.276 6

r = 0.943 0.046 7

例 3 文献 [18]提出了基于分数阶累加的离散
灰色模型,用表 3中江苏省 2003∼ 2008年货物周转量
分别建立DGM1/2(1,1)模型和DGM2/3(1,1)模型, 并
预测 2009年的货物周转量.本文采用粒子群优化算
法,当 r = 0.27时,分数阶算子DGM(1,1)模型对 2003
∼ 2008年数据的拟合平均相对误差为 0.85%, 2009年
数据的预测误差为 0.61%, 预测误差小于DGM1/2(1,
1)模型、DGM2/3(1,1)模型和DGM(1,1)模型的计算
结果,结果比较如表 4所示.

表 3 江苏省 2003∼ 2009年货物周转量[20]

年份 x(0)(k)

2003 1 817.44

2004 2 398.13

2005 3 068.3

2006 3 644.14

2007 4 098.42

2008 4 707.5

2009 5 154.46

表 4 2009年预测值比较
模型 预测值 相对误差 /%

DGM1/2(1,1) 5 236.45 1.59
DGM2/3(1,1) 5 303.33 2.89
DGM(1,1) 5 585.60 8.36
r = 0.27 5 185.92 0.61

5 结结结 论论论

本文在互逆的分数阶累加生成算子和分数阶累

减生成算子的基础上, 提出了分数阶算子DGM(1,1)

模型, 通过粒子群优化算法求解最小平均相对误差

下的最优阶数, 给出了模型的计算方法.在最优阶数

下, 分数阶算子DGM(1,1)模型可取得比GM(1,1)模

型、DGM(1,1)模型和DGM(1,1)直接建模更高的拟合

精度.实际上, DGM(1,1)直接建模法和DGM(1,1)模

型分别是分数阶算子DGM(1,1)模型当 r = 0和 r = 1

时的两种特例.在更为普遍的情况下, 分数阶算子
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DGM(1, 1)模型将在阶数 r取值 0和 1之外具有最小

平均相对误差.分数阶算子DGM(1,1)模型对于提高

灰色预测模型的模拟精度,拓展灰色预测模型的应用

范围具有积极意义.分数阶算子DGM(1,1)模型对不

同特征数据序列的拟合精度和适用范围还有待研究.
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