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摘 要: 研究一类具有时滞和时变系数的离散多智能体系统的一致性问题.首先,通过构造合适的控制协议,并以第

一个智能体的位移作为参考状态,将原系统的一致性问题转化为误差系统中零解的渐近稳定性问题;然后,运用矩阵

范数理论研究误差系统零解的渐近稳定性,导出使多智能体系统实现一致的充分条件;最后,通过数值模拟验证了该

判据的正确性和有效性.
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Abstract: The problem of consensus on a discrete multi-agent system with delay and time-variant coefficients is considered.

Firstly, by constructing an appropriate control protocol and letting the position of the first agent be the reference state, the

consensus problem of the original system is transformed into the asymptotic stability problem of the error system. Then, the

asymptotic stability of the zero solution in the error system is investigated by using matrix norm theory, and some sufficient

conditions for the multi-agent system to achieve consensus are obtained. Finally, numerical simulations are also given to

validate the correctness and effectiveness of the proposed criteria.
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0 引引引 言言言

近十几年来, 人们对多智能体系统一致性问题

的研究越来越多[1-5]. 一致性意味着系统中所有智能

体的某些动力学变量 (如位置和速度等)在一些适当

的控制协议下渐近趋于恒同.随着人工智能研究的发

展和自动化技术的进步,多智能体系统的一致性理论

不断丰富和完善. Vicsek等[6]从统计力学的角度提出

了一个离散时间模型来刻画多智能体系统,模型中智

能体方向实现一致的现象激发了众多学者的研究兴

趣. Desai等[7]采用图论技术,讨论了在地形具有障碍

的情况下使一组机器人保持所需队形的问题. 基于

Vicsek模型, Jadbabaie等[8]阐明了系统在缺乏集中协

调时最近邻规则可导致所有智能体最终朝着同一个

方向移动, 并得到了一些使系统实现一致的新准则.

Blondel等[9]运用一种分布式算法,研究了具有无界互

通区间的时变系数离散系统,获得了一些确保系统收

敛的新结论. Ren等[10]研究了具有时变拓扑的多智能

体模型, 并运用图论知识指出,具有一个生成树的有

向图可以保证系统达成一致. Cao等[11]把Vicsek模型

改进为具有整数时滞的新模型,从图论的角度研究了

时滞系统的一致性问题. Olfati-Saber等[12]进一步讨

论了具有切换拓扑的多智能体系统的一致性.目前,

一致性算法已被广泛应用于一些工程系统[13-22].

本文把Li等[22]提出的具有数据包丢失的多智能

体系统扩展到具有时滞和时变系数的情形,研究时滞

和时变系数对系统一致性产生的影响,同时提出几个
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控制协议.与Li等[22]的研究方法不同,本文运用矩阵

范数理论,通过判定误差系统的系数矩阵范数和,得

到确保该多智能体系统实现一致的一些充分条件.首

先, 不失一般性, 令第 1个智能体的位移为参考状态,

并设计合适的控制协议,从而将原系统的一致性问题

转化为误差系统中零解的渐近稳定性问题.其次, 通

过判定该零解的渐近稳定性,得到使原系统实现一致

的一些充分性判据. 当误差系统中系数矩阵的范数和

小于或等于一个比 1小的正实数m时,原系统中所有

智能体将实现一致.再次, 进一步把所得结果推广到

系数矩阵的范数和局部大于 1的情形,得到确保该多

智能体系统实现一致的若干控制协议.最后, 将研究

结果推广到具有多重时滞的多智能体系统.数值模拟

验证了本文理论的正确性和有效性.

1 问问问题题题形形形成成成

在时不变多智能体系统的一致性问题上,人们已

取得了丰硕的成果.然而, 某些情形下具有时滞和时

变系数的多智能体系统模型更具有实际意义.本文通

过扩展Li等[22]提出的多智能体系统模型, 研究一类

含有N个智能体的具有时滞和时变系数的离散系统.

其第 i个智能体的运动规则为

xi(k + 1) =

cii1(k)xi(k) + cii2(k − 1)xi(k − 1) + ui(k),

i = 1, 2, · · · , N. (1)

其中: xi(k)和ui(k)分别表示第 i个节点在时刻 k的

位移和控制输入, cii1(k) (或 cii2(k))是当前 (或延迟)

时刻的权重系数.

令第 i个节点的控制项为

ui(k) =

− cii1(k)x1(k)− cii2(k − 1)x1(k − 1)+

N∑
j=1

dij2(k − 1)(xj(k − 1)− x1(k − 1))+

N∑
j=1

dij1(k)(xj(k)− x1(k)), i = 1, 2, · · · , N. (2)

其中: dij1(k) (或 dij2(k))表示在 k时刻第 i个节点收

到来自第 j个节点的当前 (或延迟)控制输入的权重

系数.

由式 (2),系统 (1)可以简写为

x(k + 1) =

A1(k)(x(k)− η(k)) +A2(k − 1)(x(k − 1)− η(k − 1)).

(3)

其中

x(k) = [x1(k), · · · , xN (k)]T;

η(k) = [x1(k), · · · , x1(k)]
T;

A1(k) = [aij1(k)]N×N ;

A2(k − 1) = [aij2(k − 1)]N×N ;

aij1(k) =

{
dij1(k) + cii1(k), i = j;

dij1(k), i ̸= j;

aij2(k − 1) =

{
dij2(k − 1) + cii2(k − 1), i = j;

dij2(k − 1), i ̸= j;

i, j = 1, 2, · · · , N.

为简便起见, 令第 1个节点的位移为参考状态,

则第 i个节点的状态相对于参考状态的偏差被定义为

e1i(k),即

e1(i+1)(k) = xi+1(k)− x1(k), i = 1, 2, · · · , N − 1.

(4)

在控制协议 (2)下系统 (1)达成一致意味着,当 k

→ ∞时所有节点的位移状态均能趋于恒同.因此,一

致性的具体形式为

lim
k→∞

N−1∑
i=1

∥ e1(i+1)(k) ∥= 0. (5)

2 主主主要要要结结结论论论

本节运用矩阵范数理论,研究一类含时滞和时变

系数的离散多智能体系统,得到了一些实现一致性的

充分性判据.

定定定理理理 1 在控制协议 (2)下, 如果存在正整数 p

和正实数m < 1,使得对于任意 k > p,有

∥ B1(k) ∥ + ∥ B2(k − 1) ∥6 m,

则系统 (1)实现一致.其中

B1(k) = [bij1(k)](N−1)×(N−1),

bij1(k) = a(i+1)(j+1)1(k)− a1(j+1)1(k),

B2(k − 1) = [bij2(k − 1)](N−1)×(N−1),

bij2(k − 1) = a(i+1)(j+1)2(k − 1)− a1(j+1)2(k − 1),

i, j = 1, 2, · · · , N − 1.

证证证明明明 通过一些简单的计算,可得

e1(i+1)(k + 1) =

xi+1(k + 1)− x1(k + 1) =

N−1∑
j=1

bij1(k)e1(j+1)(k)+

N−1∑
j=1

bij2(k − 1)e1(j+1)(k − 1). (6)

令 e(k) = [e12(k), · · · , e1N (k)]T, 则误差系统 (6)

可表示为

e(k + 1) = B1(k)e(k) +B2(k − 1)e(k − 1). (7)

因 {||B1(k)|| + ||B2(k − 1)|| : k 6 p}只含有有限项,
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故其有界,从而 {||e(1)||, · · · , ||e(p− 1)||, ||e(p)||}也有
界. 设L = max{||e(1)||, · · · , ||e(p − 1)||, ||e(p)||}为某
个常数,则

∥ e(p+ 1) ∥6

∥ B1(p) ∥ ||e(p)||+ ∥ B2(p− 1) ∥ ||e(p− 1)|| 6

(∥ B1(p) ∥ + ∥ B2(p− 1) ∥)L 6 mL,

∥ e(p+ 2) ∥6

∥ B1(p+ 1) ∥ ||e(p+ 1)||+ ∥ B2(p) ∥ ||e(p)|| 6

∥ B1(p+ 1) ∥ mL+ ∥ B2(p) ∥ L 6

(∥ B1(p+ 1) ∥ + ∥ B2(p) ∥)L 6 mL,

∥ e(p+ 3) ∥6

∥ B1(p+ 2) ∥ ||e(p+ 2)||+

∥ B2(p+ 1) ∥ ||e(p+ 1)|| 6

(∥ B1(p+ 2) ∥ + ∥ B2(p+ 1) ∥)mL 6 m2L,

∥ e(p+ 4) ∥6

∥ B1(p+ 3) ∥ ||e(p+ 3)||+

∥ B2(p+ 2) ∥ ||e(p+ 2)|| 6

∥ B1(p+ 3) ∥ m2L+ ∥ B2(p+ 2) ∥ mL 6

(∥ B1(p+ 3) ∥ + ∥ B2(p+ 2) ∥)mL 6 m2L.

类似地, 对于任意的正整数n都有 ∥ e(p + 2n −
1) ∥6 mnL和 ∥ e(p+ 2n) ∥6 mnL,从而

lim
n→∞

∥ e(p+ 2n− 1) ∥6 lim
n→∞

mnL = 0, (8)

lim
n→∞

∥ e(p+ 2n) ∥6 lim
n→∞

mnL = 0. (9)

由式 (8)和 (9),得

lim
k→∞

||e(k)|| = 0,

即

lim
k→∞

N−1∑
i=1

∥e1(i+1)(k)∥ = 0.

综上所述,误差系统 (7)的零解渐近稳定,从而系

统 (1)在控制协议 (2)下能实现一致. 2

推推推论论论 1 在控制协议 (2)下,若存在一个正整数

p,使得误差系统 (7)的系数矩阵满足

sup
k>p

max{||B1(k)||, ||B2(k − 1)||} <
1

2
,

则系统 (1)能实现一致.

考虑 t− 1 (t > 2)重时滞系统,其动力学形式为

xi(k + 1) =

t∑
s=1

ciis(k + 1− s)xi(k + 1− s) + ui(k),

i = 1, 2, · · · , N, (10)

其中 t是一个有限的正整数. 通过类似的分析可以得

到相应的结论.

令其控制项为

ui(k) = −
t∑

s=1

ciis(k + 1− s)x1(k + 1− s)−

t∑
s=1

N∑
j=1

dijs(k + 1− s)(xj(k + 1− s)−

x1(k + 1− s)), i = 1, 2, · · · , N. (11)

类似地,有

e1(i+1)(k + 1) = xi+1(k + 1)− x1(k + 1) =

t∑
s=1

N−1∑
j=1

aijs(k + 1− s)e1(j+1)(k + 1− s),

i = 1, 2, · · · , N − 1, (12)

于是

e(k + 1) =

t∑
s=1

Bs(k + 1− s)e(k + 1− s). (13)

其中

e(k) = (e12(k), · · · , e1N (k))T,

Bs(k) = [bijs(k)](N−1)×(N−1),

bijs(k) = a(i+1)(j+1)s(k − 1)− a1(j+1)s(k − 1),

i, j = 1, 2, · · · , N − 1, s = 1, 2, · · · , t.

定定定理理理 2 在控制协议 (11)下, 如果存在一个正

整数 p和正实数m < 1,使得对于任意 k > p,有
t∑

s=1

∥ Bs(k + 1− s) ∥ 6 m,

则系统 (10)能实现一致.

定理 2的证明过程与定理 1的类似,此略.

推推推论论论 2 在控制协议 (11)下, 如果存在一个正

整数 p,使得误差系统 (13)的系数矩阵满足: 对于任意

k > p,有

sup
k>p

max
s

∥ Bs(k + 1− s) ∥< 1

t
, s ∈ {1, 2, · · · , t},

则系统 (10)能实现一致.

以上着重研究了误差系统中系数矩阵范数和均

小于 1的情形. 然而,当其系数矩阵范数和局部大于 1

时,上述判定准则不再适用. 因此,考虑这些因素,下

面给出若干使系统 (1)和 (10)实现一致的更一般性的

充分条件.

定定定理理理 3 设 {hn, n = 1, 2, · · · }是自然数列的一
个子列, 且存在常数K > 2使得 2 6 h2n+1 − h2n 6
K.令误差系统 (7)的系数矩阵的范数和为α(k) ,
||B1(k)||+ ||B2(k− 1)||,且设其有界. 当 k ∈ {h2n−1 +

1, · · · , h2n}时α(k) > 1, 否则α(k) < 1.若存在m ∈
(0, 1),使得

α(h2n−1+1) · · ·α(h2n)max{α(h2n+ 1), α(h2n + 2)}×

max{α(h2n + 3), α(h2n + 4)} · · · ×
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max{α(h2n+1 − 2), α(h2n+1 − 1)}α(h2n+1) 6 m

(若h2n+1 − h2n是奇数),或

α(h2n−1+1) · · ·α(h2n)max{α(h2n+ 1), α(h2n+ 2)}×

max{α(h2n + 3), α(h2n + 4)} · · · ×

max{α(h2n+1 − 3), α(h2n+1 − 2)}α(h2n+1) 6 m

(若h2n+1 − h2n是偶数)成立,则系统 (1)在控制协议

(2)下能实现一致.

证证证明明明 因去掉有限项不改变数列的收敛性,故不

失一般性,可令h1 = 1. 令L1 = max{||e(1)||, ||e(2)||}.

因 k ∈ {h1 + 1, · · · , h2}时α(k) > 1,则由式 (7)可得

∥e(3)∥ 6 (∥ B1(2) ∥ + ∥ B2(1) ∥)L1 6 α(2)L1,

||e(4)|| 6 ||B1(3)||||e(3)||+ ||B2(2)||||e(2)|| 6

||B1(3)||α(2)L1 + ||B2(2)||L1 6

||B1(3)||α(2)L1 + ||B2(2)||α(2)L1 =

α(3)α(2)L1,

...

重复上述过程 (不超过K次),可得

∥e(h2 + 1)∥ 6 α(2) · · ·α(h2)L1,

||e(h2 + 2)|| 6

||B1(h2 + 1)||||e(h2 + 1)||+ ||B2(h2)||||e(h2)|| 6

||B1(h2 + 1)||α(2) · · ·α(h2)L1+

||B2(h2)||α(2) · · ·α(h2 − 1)L1 6

(||B1(h2 + 1)||+ ||B2(h2)||)α(2) · · ·α(h2)L1 =

α(2) · · ·α(h2)α(h2 + 1)L1.

因 k ∈ {h2 + 1, · · · , h3}时α(k) < 1,故

||e(h2 + 3)|| 6

||B1(h2 + 2)||||e(h2 + 2)||+

||B2(h2 + 1)||||e(h2 + 1)|| 6

||B1(h2 + 2)||α(2) · · ·α(h2)α(h2 + 1)L1+

||B2(h2 + 1)||α(2) · · ·α(h2)L1 6

(||B1(h2 + 2)||+ ||B2(h2 + 1)||)α(2) · · ·α(h2)L1 =

α(2) · · ·α(h2)α(h2 + 2)L1,

||e(h2 + 4)|| 6

||B1(h2 + 3)||||e(h2 + 3)||+

||B2(h2 + 2)||||e(h2 + 2)|| 6

||B1(h2 + 3)||α(2) · · ·α(h2)α(h2 + 2)L1+

||B2(h2 + 2)||α(2) · · ·α(h2)α(h2 + 1)L1 6

(||B1(h2 + 3)||+ ||B2(h2 + 2)||)α(2) · · ·α(h2)×

max{α(h2 + 1), α(h2 + 2)}L1 =

α(2) · · ·α(h2)max{α(h2 + 1), α(h2 + 2)}α(h2 + 3)L1,

...

重复上述过程 (不超过K次),可知:若h3−h2是奇数,

则

||e(h3 + 1)|| 6

||B1(h3)||||e(h3)||+ ||B2(h3 − 1)||||e(h3 − 1)|| 6

α(2) · · ·α(h2)max{α(h2 + 1), α(h2 + 2)} · · ·

max{α(h3 − 2), α(h3 − 1)}α(h3)L1 6 mL1;

若h3 − h2是偶数,则

||e(h3 + 1)|| 6

α(2) · · ·α(h2)max{α(h2 + 1), α(h2 + 2)} · · ·

max{α(h3 − 3), α(h3 − 2)}α(h3)L1 6 mL1.

从而,有

||e(h3 + 1)|| 6 mL1.

以此类推,有

||e(h2n+1)|| 6 mnL1.

进一步,由于 {α(k)}有界,存在某个正常数M1,对于

任意 k ∈ {h2n−1 + 1, · · · , h2n+1},有

∥e(k)∥ 6 M1m
n−1L1.

由 0 < m < 1,得 lim
k→∞

||e(k)|| = 0.因此,误差系

统 (7)的零解渐近稳定, 从而系统 (1)在控制协议 (2)

下能实现一致. 2

由上述定理,可得下面推论.

推推推论论论 3 设定理 3的前提条件成立.令 βn =

max{α(hn−1 + 1), α(hn−1 + 2), · · · , α(hn)}, n = 2, 3,

· · · . 若存在m ∈ (0, 1),使得

sup
n
{βh2n−h2n−1

2n β
[(1+h2n+1−h2n)/2]
2n+1 } 6 m

成立,则系统 (1)能实现一致.这里, [∗]表示不大于数 ∗
的最大整数.

类似地,对于 t − 1重时滞系统 (10),可以导出相

应的结果.

定定定理理理 4 设 {hn, n = 1, 2, · · · }是自然数列的一
个子列,且存在常数K > 2使得 2 6 hn+1 − hn 6 K.

在控制协议 (11)下,令误差系统 (13)的系数矩阵的范

数和为α(k)
∆
=

t∑
s=1

∥ Bs(k + 1− s) ∥,且设其有界. 当

k ∈ {h2n−1 + 1, · · · , h2n}时α(k) > 1,否则α(k) < 1.

令 βn = max{α(hn−1 + 1), α(hn−1 + 2), · · · , α(hn)},

n = 2, 3, · · · . 若存在 0 < m < 1,使得

sup
n
{βh2n−h2n−1

2n β
[(t−1+h2n+1−h2n)/t]
2n+1 } 6 m

成立,则系统 (10)能实现一致.这里, [∗]表示不大于数
∗的最大整数.
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定理 4的证明过程与定理 3的类似,此略.

3 数数数值值值模模模拟拟拟

下面通过数值例子验证本文得到的理论结果.由

于误差系统的系数矩阵范数和严格小于 1的理论结

果比较直观,这里仅给出误差系统的系数矩阵范数和

局部大于 1的数值模拟.

例 1 (矩阵范数和局部大于 1) 考虑含有 4个节

点的系统 (1),其中式 (3)中的系数矩阵为

A1(4n+ 2) =


3.8 1.3 0.5 0.5

0 1.0 0 0

2.3 1.8 1.2 0.1

5.2 1.9 0.3 1.0

 ,

A1(4n+ 3) =


3.5 0.7 1.9 0.8

3.1 1.1 1.6 0.9

0 0 1.0 0

4.2 0.8 1.9 1.1

 ,

A1(4n+ 4) = A1(4n+ 5) =

1

16


24.8 13.0 5.0 21.0

14.2 13.3 4.5 21.2

7.7 13.2 5.3 20.7

39.6 12.5 5.2 21.5

 ,

A2(4n+ 1) =


4.2 2.3 3.7 2.1

3.8 2.6 3.8 2.6

2.9 2.1 4.0 2.2

5.1 2.4 3.9 2.1

 ,

A2(4n+ 2) =


2.1 3.1 1.8 4.3

3.5 3.3 2.8 5.0

1.7 2.2 2.2 4.1

2.8 3.7 1.4 5.2

 ,

A2(4n+ 3) = A2(4n+ 4) =

1

48


11.0 13.0 7.0 23.0

35.0 13.5 7.4 23.3

6.0 13.3 6.7 22.8

27.0 13.2 7.3 23.5

 .

从而,误差系统 (7)的系数矩阵为

B1(4n+ 2) =

 −0.3 −0.5 −0.5

0.5 0.7 −0.4

0.6 −0.2 0.5

 ,

B1(4n+ 3) =

 0.4 −0.3 0.1

−0.7 −0.9 −0.8

0.1 0 0.3

 ,

B1(4n+ 4) = B1(4n+ 5) =

1

16

 0.3 −0.5 0.2

0.2 0.3 −0.3

−0.5 0.2 0.5

 ,

B2(4n+ 1) =

 0.3 0.1 0.5

−0.2 0.3 0.1

0.1 0.2 0

 ,

B2(4n+ 2) =

 0.2 1.0 0.7

−0.9 0.4 −0.2

0.6 −0.4 0.9

 ,

B2(4n+ 3) = B2(4n+ 4) =

1

48

 0.5 0.4 0.3

0.3 −0.3 −0.2

0.2 0.3 0.5

 .

于是,通过简单计算可得

α(k) = ||B1(k)||+ ||B2(k − 1)|| =
2, k = 4n+ 2;

3, k = 4n+ 3;

1

12
, k = 4n, 4n+ 1.

故m可以取为 0.75,推论 3的条件满足.

设初始条件x(1) = [ 5.0 7.0 2.0 9.0 ]T和x(2)

= [ 4.0 1.0 9.0 7.0 ]T,则得到在系统 (1)中随着时间

的推移各智能体的运动状态变化规律,如图 1所示.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

k

20

15

10

5

0

-5

x
k

i(
)

x1

x2

x3

x4

图 1 系统 (1)中各智能体xi(k)的轨迹

同时, 也得到了误差系统 (7)中各智能体状态关

于参考智能体状态的误差轨迹,如图 2所示. 综合图 1

和图 2可知,系统 (1)迅速达成了一致.实验结果有效

验证了本文理论的正确性.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

k

14

10

6

2

-2

-6

e
k

1
i(

)

e12

e13

e14

图 2 误差系统 (7)中 e1i的轨迹
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4 结结结 论论论

本文主要讨论了具有时滞和时变系数的离散多

智能体系统的一致行为.运用矩阵范数理论,研究了

该系统达成一致的充分条件,确定了误差系统中时变

系数矩阵之间的约束关系,获得了一些判定准则.数

值模拟验证了本文理论结果的正确性和有效性. 在多

智能体系统的设计中,这些一致性判定定理或许能够

提供一些可行的准则.
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