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摘 要: 针对多元线性或非线性回归系统,将耦合辨识思想与带遗忘因子有限数据窗辨识理论相结合,提出一种耦

合带遗忘因子有限数据窗递推最小二乘辨识算法. 该算法每次递推计算时既不涉及矩阵求逆运算,又可以克服数据

饱和现象,因此,该算法不仅计算效率高,而且可以快速地跟踪时变参数,获得精确的参数估计.通过辨识基于多元模

型的永磁同步电机参数的实例,验证了所提出算法的有效性和实用性.

关键词: 多元系统；有限数据窗；最小二乘；参数辨识；永磁同步电机
中图分类号: TP273 文献标志码: A

Coupled finite-data-window RLS identification approache with forgetting
factors for multi-variate systems
SHI Zhen-wei, JI Zhi-cheng, WANG Yan
(School of Internet of Things Engineering，Jiangnan University，Wuxi 214122，China. Correspondent：JI Zhi-cheng,

E-mail：zcji@jiangnan.edu.cn)

Abstract: For multi-variable linear/nonlinear regression systems, this paper combines the coupling identification idea with

the finite-data-window with forgetting factors theory to present a coupled finite data-window RLS algorithm with forgetting

factors. Because the proposed algorithm can avoid the matrix inversion at each recursive calculation and can overcome

the data saturation phenomenon, it not only has a highly efficient computation, but also tracks effectively the time-varying

parameter and obtains accurate parameter estimates. The application example of parameter identification of the permanent

magnet synchronous machine based on the multi-variable model shows the effectiveness and feasibility of the proposed

algorithm.
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0 引引引 言言言

多元系统在工业过程中有着广泛的应用,许多控

制对象可以转变成多元模型来研究[1-5]. 例如: 陆超

等[1]在电网运行过程中,在考虑负荷随机类噪声的情

况下,研究了基于多元自回归滑动平均模型的电力系

统的自适应控制问题.李春燕等[2]针对电力系统的非

线性特性,建立了反映系统潮流与各机组出力间非线

性关系的多元非线性回归模型. 在图象处理中,孙棣

华等[3]提出了一种基于样条变换多元回归模型的摄

像机标定算法,利用这种拟多元线性回归模型相对独

立的局部性质,建立图像上点的像素坐标与其相应世

界坐标之间的非线性映射关系,完成摄像机的隐式标

定. 张崇欣等[4]以多元线性回归模型为基础, 研究了

一类煤矿自移式破碎机系统生产能力的预测问题.对

于批过程重复控制系统、周期时变系统和迭代学习控

制系统等,也可以采用多元模型来描述. 因为对于同

一个时不变参数系统 (可以是标量系统),使用不同的

输入信息序列多次激励这些系统,进行重复实验, 得

到输入输出数据,就可以表示成多元模型[5].

对于多元 (或多变量)系统的参数辨识,许多学者

提出了相应的辨识方法[6-8]. 如: Han等[6]针对具有滑

动平均噪声的多变量系统,提出了递阶最小二乘法迭
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代辨识方法; Ding等[7]推导了基于数据滤波的递推最

小二乘估计算法, 用于辨识多元伪线性自回归系统;

Ding等[8]根据辅助模型和多新息辨识理论,研究了多

元线性回归模型的多新息随机梯度辨识方法. 但这些

辨识算法大多会涉及到矩阵的求逆运算,因此算法的

计算量较大.

耦合辨识方法[5,9]是近年来出现的一种新颖的辨

识思想,可以用来研究结构复杂、子系统间存在参数

耦合的线性或非线性多变量系统的参数辨识问题.其

主要的思想是通过子系统参数估计的耦合关系,避免

子系统参数向量的冗余估计,减小辨识算法的计算量,

从而提高辨识算法的收敛速度和参数的估计精度[5].

在不少国际和国内的期刊上,都刊登了耦合辨识算法

方面的文章. 例如: 耦合最小二乘辨识方法[10]、部分

参数耦合随机梯度辨识方法[11]、多变量方程误差类

系统的部分耦合迭代辨识方法[12]和耦合多新息随机

梯度类辨识方法[13]等.

本文将耦合辨识思想加以推广,与有限数据窗递

推最小二乘辨识理论[14]相结合,提出一种耦合带遗忘

因子有限数据窗最小二乘 (FF-C-FDWRLS)算法, 用

于研究多元系统的参数辨识问题. FF-C-FDWRLS算

法的特点在于: 不仅能避免传统多变量带遗忘因子有

限数据窗递推最小二乘算法由于需要进行矩阵求逆

运算而产生计算负担大的缺点,又能通过子系统参数

估计的耦合关系减小子系统参数向量的冗余估计,进

而减小辨识算法的计算量,加快 FF-C-FDWRLS算法

的收敛速度,同时又保留了结合遗忘因子后有限数据

窗最小二乘算法更加快速跟踪时变参数的优点.

1 系系系统统统描描描述述述与与与辨辨辨识识识模模模型型型

首先介绍一些符号:上标T表示向量或矩阵的转

置,符号 In表示维数n×n的单位矩阵,符号1n表示n

维单位列向量, “a =: x”或 “x =: a”表示 a定义为x,

N+表示正整数.

考虑下列一类多元线性或非线性回归系统的辨

识问题:

y(k) = ΦT(k)θ + v(k). (1)

其中: y(k) ∈ Rm是系统的输出向量, ΦT(k) = [Φ1,

Φ2, · · · , Φm]T ∈ Rm×n是系统的回归信息矩阵, θ ∈
Rn是待辨识的系统参数向量, v(k) ∈ Rm是零均值

不相关白噪声向量. 假设当 k < 0时, y(k) = 0, v(k)

=0和ΦT(k)=0. 在式 (1)中,当回归信息矩阵ΦT(k)

中的信息项是线性关系时, 式 (1)可以表示成多元线

性回归模型[15];当回归信息矩阵ΦT(k)中的信息项是

非线性关系时,式 (1)表示为多元非线性回归模型 (参

见第 4节的实例).

2 耦耦耦合合合带带带遗遗遗忘忘忘因因因子子子有有有限限限数数数据据据窗窗窗递递递推推推最最最小小小二二二

乘乘乘算算算法法法

下面推导基于耦合辨识原理带遗忘因子有限数

据窗递推最小二乘辨识方法.令ΦT
i ∈ R1×n是ΦT(k)

的第 i行,则多元系统 (1)分解成m个子系统,即

yi(k) = ΦT
i (k)θ + vi(k), i = 1, 2, · · · ,m. (2)

在这m个子系统中,多包含一个共同的参数向量 θ ∈
Rn,为了提高参数的辨识精度,有必要利用所有采集

的观测数据来辨识 θ.

对式 (2)中每个子系统的参数向量 θ, 分别用带

遗忘因子有限数据窗最小二乘算法 (FF-FDWLS)来

辨识. 为了清楚起见,用 θi表示式 (2)中第 i个子系统

的参数 θ,则可得到如下子系统FF-FDWLS辨识算法:

θ̂i(k) = θ̂i(k − 1) + Pi(k)Φi(k)[yi(k)−

ΦT
i (k)θ̂i(k − 1)], (3)

P−1
i (k) = λiP

−1
i (k − 1) + Φi(k)Φ

T
i (k)−

λqiΦi(k − q)ΦT
i (k − q). (4)

其中: Pi(k) ∈ Rn×n是第 i个子系统的协方差阵, 0 <

λi 6 1是第 i个子系统的遗忘因子, q是数据窗长度.

在这m个子 FF-FDWLS算法中, 可以辨识得到m个

不同的参数估计值 θ̂i(k).为了得到唯一的参数估计

值 θ̂(k),采用其平均作为参数向量的估计值,即

θ̂(k) =
θ̂1(k) + θ̂2(k) + · · ·+ θ̂m(k)

m
∈ Rn. (5)

式 (3)∼ (5)就构成了子系统带遗忘因子有限数

据窗最小二乘算法 (FF-S-FDWLS). 在式 (4)中, 将子

协方差矩阵Pi(k)改写成如下形式:

P−1
i (k) = λiQ

−1
i (k − 1) + Φi(k)Φ

T
i (k),

0 < λi 6 1, i = 1, 2, · · · ,m; (6)

Q−1
i (k − 1) =

P−1
i (k − 1)− λi

q−1Φi(k − q)ΦT
i (k − q). (7)

分别对式 (6)和 (7)运用矩阵求逆引理

(A+BC)−1 =

A−1 −A−1B(I + CA−1B)−1CA−1, (8)

可得

Qi(k − 1) =

Pi(k − 1)+

Pi(k − 1)Φi(k − q)ΦT
i (k − q)Pi(k − 1)

λi
1−q − Φi

T(k − q)Pi(k − 1)Φi(k − q)
, (9)

Pi(k) =

1

λi

[
Qi(k − 1)−
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Qi(k − 1)Φi(k)Φ
T
i (k)Qi(k − 1)

λi + Φi
T(k)Qi(k − 1)Φi(k)

]
. (10)

式 (3)、(5)、(9)和 (10)构成了递推形式的子系

统带遗忘因子有限数据窗递推最小二乘 (FF-S-

FDWRLS)算法.

注 1 在 FF-S-FDWRLS算法中, 对共同的参数

向量 θ要重复计算, 这将造成大量的冗余计算. 为了

避免冗余计算,下面介绍FF-C-FDWRLS算法.

根据递推辨识算法,假设参数估计值随着数据长

度的增大而总是收敛于真参数. 即认为第 i−1个子系

统在时刻 k的参数估计值 θ̂i−1(k)比第 i个子系统在

时刻 k− 1的参数估计值 θ̂i(k− 1)更接近真参数 θ. 本

文借鉴文献 [5]中部分耦合随机梯度辨识算法的基本

原理和雅可比、高斯赛德尔迭代的思想[16-17],推导出

FF-C-FDWRLS算法: 在式 (3)的右边,用 θ̂i−1(k)代替

θ̂i(k − 1), i = 2, 3, · · · ,m, 当 i = 1时, 式 (3)右边的

θ̂1(k − 1)用 θ̂m(k − 1)代替; 用Pi−1(k)代替式 (4)右

边的Pi(k − 1), i = 2, 3, · · · ,m, 当 i = 1时, 式 (4)右

边的P1(k − 1)用Pm(k − 1)代替.于是可以得到如下

FF-C-FDWLS辨识算法:

θ̂i(k) =

θ̂i−1(k) + Pi(k)Φi(k)[yi(k)− ΦT
i (k)θ̂i−1(k)], (11)

P−1
i (k) =

λi [P
−1
i−1(k)− λq−1

i Φi(k − q)ΦT
i (k − q)]︸ ︷︷ ︸

Q−1
i (k−1)

+

Φi(k)Φ
T
i (k) = λiQ

−1
i (k − 1) + Φi(k)Φ

T
i (k),

0 < λi 6 1, i = 2, 3, · · · ,m; (12)

和

θ̂1(k) =

θ̂m(k − 1) + P1(k)Φ1(k)[y1(k)− ΦT
1 (k)θ̂m(k)], (13)

P−1
1 (k) =

λ1 [P
−1
m (k − 1)− λq−1

1 Φ1(k − q)ΦT
1 (k − q)]︸ ︷︷ ︸

Q−1
m (k−1)

+

Φ1(k)Φ
T
1 (k) = λ1Q

−1
m (k − 1) + Φ1(k)Φ

T
1 (k),

0 < λ1 6 1. (14)

为避免计算式 (12)和 (14)中矩阵Pi(k) ∈ Rn×n

和矩阵Qi(k) ∈ Rn×n的逆,应用矩阵求逆引理 (8)于

式 (12)和 (14),则 FF-C-FDWLS算法可以等价表示为

如下递推形式:

θ̂i(k) =

θ̂i−1(k) + Pi(k)Φi(k)[yi(k)− ΦT
i (k)θ̂i−1(k)],

0 < λi 6 1, i = 2, 3, · · · ,m; (15)

Qi(k − 1) =

Pi−1(k)+

Pi−1(k)Φi(k − q)ΦT
i (k − q)Pi−1(k)

λi
1−q − ΦT

i (k − q)Pi−1(k)Φi(k − q)
; (16)

Pi(k) =

1

λi

[
Qi(k − 1)− Qi(k − 1)Φi(k)Φ

T
i (k)Qi(k − 1)

λi + ΦT
i (k)Qi(k − 1)Φi(k)

]
;

(17)

和

θ̂1(k) =

θ̂m(k − 1) + P1(k)Φ1(k)[y1(k)−

ΦT
1 (k)θ̂m(k − 1)], θ̂m(0) = 1n/p0; (18)

Q1(k − 1) =

Pm(k − 1)+

Pm(k − 1)Φ1(k − q)ΦT
1 (k − q)Pm(k − 1)

λ1
1−q − ΦT

1 (k − q)Pm(k − 1)Φ1(k − q)
,

Pm(0) = p0In; (19)

P1(k) =

1

λ1

[
Q1(k − 1)−

Q1(k − 1)Φ1(k)Φ
T
1 (k)Q1(k − 1)

λ1 + ΦT
1 (k)Q1(k − 1)Φ1(k)

]
. (20)

在上述FF-C-FDWRLS中, λi为第 i子系统的遗

忘因子, q为有限数据窗的长度, θ̂i(k)和Pi(k)分别为

第 i子系统在时刻 k时的参数估计值和协方差矩阵,

θ̂i−1(k)和Pi−1(k)分别为第 i − 1子系统在时刻 k时

的参数估计值和协方差矩阵, θ̂m(k−1)和Pm(k−1)分

别为第m子系统在时刻 k − 1时的参数估计值和协方

差矩阵. FF-C-FDWRLS算法 (15)∼ (20)的关系如图 1

所示.

FF-C-FDWRLS算法的计算步骤如下:

Step 1:设置初始值.选择合适的数据窗长度 q,使

k = q, θ̂m(0) = 1n/p0, Pm(0) = p0In, λ1−q
i

=

(0.995)1−q, i = 1, 3, · · · ,m和 p0 = 106.

Step 2: 收集每个子系统的观测信息, 形成 yi(k)

和ΦT
i ∈ R1×n,其中 i = 1, 3, · · · ,m.

Step 3:用式 (19)计算矩阵Q1(k−1),用式 (20)计

算协方差矩阵P1(k),用式 (18)更新参数估计值 θ̂1(k).

Step 4: 对每一个 i (i = 2, 3, · · · ,m),用式 (16)计

算矩阵Qi(k− 1),用式 (17)计算协方差矩阵Pi(k),用

式 (15)更新参数估计值 θ̂i(k).

Step 5: 令 k + 1,跳到 Step 2.
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图 1 FF-C-FDWRLS算法示意图

3 计计计算算算量量量比比比较较较

将本文所提出的 FF-C-FDWRLS算法与 FF-M-

FDWRLS[18]及FF-S-FDWRLS算法的计算量进行比

较. 表 1给出了这 3个算法在每一次递推计算中的乘

法次数和加法次数,其中方括号中的数字表示系统阶

数n = 5, 输出量m = 3时, 算法的每一次递推计算

量. 从表 1中可以明显地看出, FF-C-FDWRLS算法比

其他两个算法计算量更小,效率更高.

表 1 3种辨识算法的计算量

辨识算法 乘法次数 加法次数

FF-M-FDWRLS 4m4 + 12m3 + (16 + 4n)m2 + (9m + 1)n2+

(2n − 4)m + 4 + q = [1 694 + q]

2m3 + (6n − 4)m2 + (7n2 − 9n + 2)m+

2n2 − 2 = [732]

FF-S-FDWRLS m(6n2 + 6n + 1) + n + q − 1 = [546 + q] m(5n2 + n) + n(m − 1) = [400]

FF-C-FDWRLS m(6n2 + 6n + 1) + q − 1 = [541 + q] m(5n2 + n) = [390]

注 1 相比于其他两个辨识算法, 本文的FF-C-

FDWRLS算法在每一次递推计算中既不要求计算两

个n×n阶逆矩阵,也不需要计算参数 θ̂i(k)的平均值,

因此, FF-C-FDWRLS算法具有较小的计算负担.

4 实实实例例例验验验证证证

4.1 永永永磁磁磁同同同步步步电电电机机机的的的多多多元元元非非非线线线性性性回回回归归归模模模型型型

为了验证所提出的辨识算法的有效性,下面给出

一个永磁同步电机 (PMSM)参数辨识的例子. 在 dq0

同步旋转坐标系下, PMSM的电压方程和磁链方程[19]

可表示为 
uq = Rsiq +

dψq

dt
+ ωeψd,

ud = Rsid +
dψd

dt
− ωeψq;

(21)

和 {
ψq = Lqiq,

ψd = Ldid + ψf .
(22)

其中: uq、ud和 iq、id分别为 q、d轴的电压和电流;

Rs、Lq、Ld分别为定子绕组的电阻和 q、d轴的电感;

ψq、ψd为定子绕组在 q、d轴的磁链分量; ψf为永磁

体磁链; ωe为同步角速度.

联立式 (21)和 (22),可以得到如下 PMSM连续系

统的参数辨识模型:[
ud

uq − ωeψf

]
=

 id −ωeiq
did
dt

iq
diq
dt

ωeid


 Rs

Ld

Lq

 . (23)

在式 (23)中,对微分量
did
dt
、
diq
dt
进行离散化处理[20],

可得 
did
dt

=
id(k)− id(k − 1)

Ts
,

diq
dt

=
iq(k)− iq(k − 1)

Ts
.

(24)

联立式 (24), 对式 (23)进行离散化, 可以得到

PMSM离散化参数辨识模型为 ud(k)

uq(k)− ωe(k)ψf

 =

 id(k) −ωe(k)iq(k)
id(k)− id(k− 1)

Ts

iq(k)
iq(k)− iq(k− 1)

Ts
ωe(k)id(k)



Rs

Ld

Lq

.
(25)

根据式 (25),可以得到如下多元非线性回归模型:

y(k) = ΦT(k)θ + v(k). (26)

其中: 输出向量

y(k) =

 y1(k)

y2(k)

 =

 ud(k)

uq(k)− ωe(k)ψf

 , (27)

信息矩阵

ΦT(k) =

 ΦT
1 (k)

ΦT
2 (k)

 =
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id(k)− id(k − 1)

Ts

iq(k)
iq(k)− iq(k − 1)

Ts
ωe(k)id(k)

 ,
(28)

参数向量θ = [Rs Ld Lq]
T, v(k) =

[
v1(k)

v2(k)

]
为零均

值随机量测噪声, Ts为A/D数据采样周期.

显然,式 (28)可以分成两个子系统

yi(k) = ΦT
i (k)θ + vi(k), i = 1, 2, (29)

这两个子系统都包含一个共同的参数向量 θ ∈ R3.

4.2 实实实验验验结结结果果果

基于 dSPACE (digital signal processing and control

engineering)单板DS1104系统,构建了 PMSM参数辨

识的数据采集平台. PMSM参数为: 额定功率PN =

1800W,额定转速ωN = 1000 r/min,额定转矩TmN =

5N·m, 极对数np = 2, 额定电压U = 220V, 定子电

阻Rs = 2.873Ω, 永磁体磁链ψf = 0.275Wb, 电感

Ld = Lq = 0.008 5H.实验中,功率单元模块的 PWM

调制频率设为 10 kHz, A/D采样时间Ts = 0.000 1 s.

为了能够充分激励系统的所有模态以获得系统的辨

识信息, PMSM输入信号必须满足在辨识时间内持续

激励系统, 本文选择M序列伪随机序列信号作为辨

识信号[21].

4.2.1 PMSM参参参数数数定定定常常常辨辨辨识识识

PMSM运行在额定工况下, PMSM参数为定

常值 θ = [Rs Ld Lq]
T = [2.873 0.008 5 0.008 5]T, 数

据长度 q = 1000.分别采用 FF-C-FDWRLS、FF-M-

FDWRLS和 FF-S-FDWRLS算法,辨识PMSM的参数

的估计误差 δ =: ∥θ̂(k)− θ∥/∥θ∥, 随数据长度 k的变

化情况如图 2所示, PMSM的参数估计值及其估计误

差如表 2所示.

0 5 15 20 25 3010

0

0.05

0.10

0.15

0.20

FF-M-FDWRLS

FF-C-FDWRLS
FF-S-FDWRLS

k /10
2

δ

图 2 参数估计误差随数据长度 k的变化

由图 2和表 2可以看出, 3种辨识算法得到的

PMSM参数估计值 θ̂都一致收敛于真实值, 但FF-C-

表 2 3种算法参数估计值及误差

辨识算法 k R̂s L̂d L̂q δ/%

100 2.868 44 0.008 46 0.008 64 0.228 29

500 2.861 27 0.008 50 0.008 50 0.477 66

FF-M-

FDWRLS
1 000 2.862 48 0.008 49 0.008 51 0.435 33

2 000 2.862 48 0.008 50 0.008 57 0.435 37

3 000 2.860 58 0.008 52 0.008 56 0.501 71

100 2.839 64 0.008 46 0.009 11 1.229 97

500 2.834 46 0.008 38 0.008 49 1.410 16

FF-S-

FDWRLS
1 000 2.830 85 0.008 39 0.008 50 1.535 68

2 000 2.841 10 0.008 40 0.008 52 1.179 15

3 000 2.842 57 0.008 39 0.008 53 1.128 00

100 2.855 61 0.008 50 0.008 59 0.883 18

500 2.874 71 0.008 48 0.008 59 0.218 89

FF-C-

FDWRLS
1 000 2.877 68 0.008 48 0.008 50 0.115 41

2 000 2.875 57 0.008 48 0.008 58 0.188 98

3 000 2.873 70 0.008 48 0.008 70 0.253 90

真值 2.873 0.008 50 0.008 50

FDWRLS算法的收敛速度和精度好于其他两种算法,

这是因为 FF-C-FDWRLS算法每次递推运算时,能够

重复利用前一次参数的辨识值和协方差信息[10],从而

获得了理想的辨识效果.其中, d轴电感 L̂d辨识收敛

速度和精度好于 q轴电感 L̂q的辨识,这是因为 q轴电

流 iq容易引起 q轴电感磁饱和, 所以 L̂q出现较大的

波动[22].

4.2.2 PMSM参参参数数数阶阶阶跃跃跃时时时变变变辨辨辨识识识

在实际运行环境中, PMSM定子电阻Rs会随着

电机运行温度的升高而变化, 同时也为了验证 FF-C-

FDWRLS算法辨识阶跃时变参数的辨识能力,本文选

择定子电阻Rs作为时变参数,有

θ = [Rs(k) Ld Lq]
T = [Rs(k) 0.008 5 0.008 5]T.

其中

Rs(k) =

{
2.873Ω, 0 < k 6 2 000;

4Ω, 2 000 < k.

PMSM的运行状态和上个实验的状态相同.

图 3∼图 5为定子电阻Rs阶跃时变时, 3种算法

分别辨识PMSM参数的比较.其中: 图 3为定子电阻

Rs的辨识结果比较, FF-C-FDWRLS算法的收敛速度

和辨识精度要好于其他两种辨识算法的辨识结果;

图 4和图 5分别为 d、q轴电感Ld、Lq的辨识结果的

比较,显然, FF-C-FDWRLS算法的辨识误差最小.
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图 3 定子电阻Rs阶跃时变的辨识
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图 4 d轴电感Ld的辨识
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图 5 q轴电感Lq的辨识

5 结结结 论论论

本文将耦合辨识思想与带遗忘因子有限数

据窗辨识理论相结合, 研究了多元系统的FF-C-

FDWRLS辨识算法.相比于 FF-M-FDWRLS和FF-S-

FDWRLS算法, FF-C-FDWRLS算法计算量少, 易于

实现, 能够快速跟踪时变参数, 可以获得高精度参数

估计.理论分析和仿真实验结果均验证了上述结论.

本文所提出的 FF-C-FDWRLS算法也可以结合

其他先进的控制理论,进一步地研究 PMSM的高性能

控制问题.这一工作有待于深入研究.
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