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摘 要: 针对一类线性时变系统的控制问题,提出一种基于扩张状态观测器的自学习滑模控制方法. 首先设计两种

非线性光滑函数;然后将两种光滑函数分别应用于扩张状态观测器和滑模趋近律的设计.为了进一步提高系统的自

适应控制能力,使用最速下降法对滑模控制器的增益参数进行自学习镇定. 仿真结果表明,所提出的控制方法不仅

响应速度快、控制精度高,而且能够有效解决现有理论方法难以解决的问题,是一种有效的不依赖于被控对象模型

的LTV系统控制方法.
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Abstract：：：A self-learning sliding mode control(SLSMC) method is proposed for a class of linear time-varying(LTV)

systems based on extended state observer(ESO). Firstly, two kinds of nonlinear smooth functions(NSF) are designed, and

then two smooth functions are applied to the design of the extended state observer and the sliding mode reaching law. In

order to further improve the adaptive control ability of linear time-varying systems, the steepest descent method is used to

update gain parameters of the sliding mode controller through the self-learning algorithm. Simulation results show that the

proposed control method not only has fast response and high control precision, but also can effectively solve the problem

that the existing theoretical methods are difficult to solve, hence it is an effective control method independent of the model

of the controlled LTV systems.
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0 引引引 言言言

与线性时不变系统 (LTI)的分析与控制相比, 线

性时变系统 (LTV)的分析与控制问题要复杂得多. 近

年来, 国内外学者已取得了许多有关LTV系统的研

究成果[1-17]. 然而, 目前还没有一种统一的方法用于

解决LTV系统的控制问题. LTV系统的可观性、可控

性以及稳定性是LTV系统控制方法中的基础理论问

题, 文献 [2-3,5-9]分别进行了相应的理论研究, 得出

了非完全可观、非完全可控以及稳定性条件.此外,文

献 [10-12]分别将一些非线性系统的控制方法应用于

LTV系统的控制中,并获得了较好的控制结果.

在现有的研究成果中, 较少涉及有关基于ESO

的LTV输出反馈控制方法.文献 [17]得到的标准型与

非线性系统高增益观测器[18-19]中的研究对象相似,利

用高增益观测器思想分别设计了状态反馈控制器和

状态观测器.然而,文献 [17]根据文献 [18-19]设计的

观测器完全依赖于LTV系统模型,不仅需要满足 3个

假设条件,而且计算量较大,特别是当系统模型参数

不确定时,该方法难以取得预期的控制效果.

针对现有控制方法存在的局限性,本文提出一种

通用的LTV系统控制方法.本文方法在满足系数矩阵

中各元素及其一阶导数是有界的假设条件下,不依赖
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于LTV系统的具体模型,只需要观测部分状态即可实

现LTV系统的有效控制, 特别是在不确定LTV系统

的控制领域具有重要的理论意义和应用价值.

1 LTV系系系统统统描描描述述述
考虑下述线性时变系统[17]:{

ẋ(t) = A(t)x(t) +B(t)u(t),

y(t) = C(t)x(t).
(1)

其中: x(t) ∈ Rn是LTV系统的状态变量, u(t) ∈ R、

y(t)∈R分别为LTV系统的输入和输出, A(t)、B(t)、

C(t)分别为相应维数的时变系数矩阵.

本文对系统 (1)作如下假设:

假假假设设设 1 系数矩阵A(t)、B(t)、C(t)中各元素

及其一阶导数都是有界的.

为了便于分析,以二阶LTV系统为例,分别设

x(t) = [x1(t), x2(t)]
T, C(t) = [1, 0],

A(t) =

[
a11(t) a12(t)

a21(t) a22(t)

]
, B(t) = [0, 1]T,

则由式 (1)可得
ẋ1 = a11(t)x1 + a12(t)x2,

ẋ2 = a21(t)x1 + a22(t)x2 + u,

y = x1.

(2)

设 {
y1 = x1,

y2 = a11(t)x1 + a12(t)x2,
(3)

则有 
ẏ1 = y2,

ẏ2 = y3 + u,

y = y1 = x1.

(4)

其中

y3(t) = (ȧ11 + a12a21)x1 + a11y2+

(ȧ12 + a12a22)x2 + (a12 − 1)u. (5)

如果将 y3(t)作为内外扰动的总和, 并当作扩张

状态, 显然, 根据假设 1, y3和 ẏ3都是有界的, 并记 ẏ3

= w(t),则系统 (4)可以扩张为三阶线性时变系统
ẏ1 = y2,

ẏ2 = y3 + u,

ẏ3 = w,

y = y1 = x1.

(6)

由系统 (6)可知, 可以设计一个扩张状态观测器

(ESO)对 y1、y2和 y3进行观测.

为了有效避免现有扩张状态观测器和滑模控制

中普遍使用非线性组合幂次函数引起固有高频抖振

的局限性,下面详细研究两种非线性光滑函数以及基

于非线性光滑函数的扩张状态观测器与滑模控制器

的设计方法.

2 非非非线线线性性性光光光滑滑滑函函函数数数

由文献 [20]可知,非线性组合幂次函数为

fal(e, α, δ) =

{
|e|αsign(e), |e| > δ;

e/δ1−α, |e| 6 δ.
(7)

由式 (7)可知,非线性组合幂次函数 fal仍然与符

号函数有关,而且是非光滑函数. 如果将其应用于扩

张状态观测器和滑模控制器的设计中,则难以避免高

频抖振现象.为此,本文提出两种非线性光滑函数,分

别介绍如下:

1)类Sigmoid函数. 类Sigmoid函数定义为

f(x, δ) =
1− exp(−x/δ)

1 + exp(−x/δ)
. (8)

2)免疫函数. 免疫函数定义为

g(x, δ) =
x

δ2
exp(−x2/2δ2). (9)

类 Sigmoid函数和免疫函数的曲线如图 1所示.

由图 1可知: 当 |x| > 6δ时,类 Sigmoid函数值分别接

近于 1和−1;当 |x|>4δ时,免疫函数值接近于 0,而且

x = ± δ时分别取最大、最小值.显然,免疫函数对大

误差具有典型的免疫功能,而且突出了“小误差大增

益、大误差小增益”的显著工程特性.若将类 Sigmoid

函数和免疫函数合理使用,则有利于改善扩张状态观

测器的观测性能以及滑模控制器的控制性能.
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图 1 两个非线性光滑函数曲线

3 扩扩扩张张张状状状态态态观观观测测测器器器与与与滑滑滑模模模控控控制制制器器器设设设计计计

3.1 扩扩扩张张张状状状态态态观观观测测测器器器 (ESO)设设设计计计

针对扩张的三阶LTV系统 (6), 为了有效避免高

频抖振现象,使用类 Sigmoid函数 f(x, δ)替代非线性

组合幂次函数 fal(e, α, δ), 根据ESO的设计思想[20],

设计如下的三阶非线性扩张状态观测器:
e1 = z1 − y,

ż1 = z2 − β01f(e1, δ1),

ż2 = z3 − β02f(e1, δ2) + u,

ż3 = −β03f(e1, δ3).

(10)

其中: β01 = 1/h, β02 = 6/h, β03 = 30/h,且h为采样

周期; δ1 > 0, δ2 > 0, δ3 > 0. 只要合理设置宽度因子

δ1、δ2、δ3,便有 z1 → y1、z2 → y2、z3 → y3.

3.2 滑滑滑模模模控控控制制制器器器 (SMC)设设设计计计

设参考轨迹为 r(t),跟踪误差为 e = r − y,则有



第 11期 曾喆昭等: 基于ESO的一类线性时变系统自学习滑模控制方法 2103

ė = ṙ − ẏ = ṙ − ẏ1 = ṙ − y2, (11)

ë = r̈ − ẏ2 = r̈ − y3 − u. (12)

设滑模函数

s = c0e+ ė, (13)

则有

ṡ = c0ė+ ë = c0(ṙ − y2) + r̈ − y3 − u. (14)

考虑到 z2 → y2、z3 → y3,式 (14)可改写为

ṡ = c0ė+ ë = c0(ṙ − z2) + r̈ − z3 − u. (15)

设滑模趋近律为 ṡ = −c1g(s, δ4),结合式 (15),可

得滑模控制律为

u = c0(ṙ − z2) + c1g(s, δ4) + r̈ − z3. (16)

其中: c0 > 0, c1 > 0, δ4 > 0.

3.3 滑滑滑模模模控控控制制制器器器稳稳稳定定定性性性分分分析析析

设Lyapunov函数为

V (s) = 0.5s2, (17)

则有

V̇ = sṡ = s[−c1g(s, δ4)] = −c1sg(s, δ4). (18)

因为 c1 > 0,由式 (9)可知

sg(s, δ4) =
s2

δ24
exp(−s2/2δ24) > 0,

因此有 V̇ =sṡ60. 显然,只要参数 c1>0,则Lyapunov

函数V (s)为正定, V̇ (s)为负定, 满足Lyapunov稳定

性定理,因此,滑模控制系统是大范围渐近稳定的.

3.4 滑滑滑模模模控控控制制制器器器增增增益益益参参参数数数自自自学学学习习习方方方法法法

为了进一步提高滑模控制器的自适应控制能力,

本文对滑模控制律 (16)的两个增益参数进行自学习

更新,具体方法如下:

∆c0 = −η
∂V

∂c0
= −η

∂V

∂s

∂s

∂c0
= −ηse, (19)

∆c1 = −η
∂V

∂c1
= −η

∂V

∂s

∂s

∂e

∂e

∂y

∂y

∂u

∂u

∂c1
. (20)

根据式 (17)、(13)和 (16),分别有
∂V

∂s
= s,

∂s

∂e
= c0,

∂e

∂y
= −1,

∂u

∂c1
= g(s, δ4),

代入式 (20),可得

∆c1 = +ηsc0g(s, δ4)
∂y

∂u
. (21)

系统 (6)是一个三阶的线性时变系统,其系统的

解析表达式难以获得,因此偏微分 ∂y/∂u的计算存在

困难.由于 ∂y/∂u只是控制增益参数更新公式的一个

相乘因子, 其符号决定收敛方向,其值只影响收敛速

度,用符号函数近似代替 ∂y/∂u, 既不影响收敛方向,

又可简化计算方法. 具体方法如下:

当u(k − 1) ̸= u(k − 2)时

yu =
∂y

∂u
= sign

[ y(k)− y(k − 1)

u(k − 1)− u(k − 2)

]
; (22a)

当u(k − 1) = u(k − 2)时

yu =
∂y

∂u
= sign[y(k)− y(k − 1)]. (22b)

经过式 (22)的简化后,滑模控制器的增益参数更

新算法如下:{
c0 = c0 − ηse,

c1 = c1 + ηsc0g(s, δ4)yu.
(23)

其中: η为学习率,且 0 < η < 1.

4 仿仿仿真真真实实实例例例

为了验证本文算法的有效性,以文献 [17]给出的

线性时变对象为例进行仿真实验.仿真过程中, 设采

样周期为h,则ESO的增益参数分别为 β01=1/h, β02

= 6/h, β03 = 30/h;设ESO的宽度因子分别为 δ1 = 1,

δ2=10, δ3=1;滑模控制律 (16)的初始增益 c0=10, c1
= 1;学习率 η = 0.02.下列两个仿真实例都采用与上

述相同的参数设置方法,其余参数,如采样周期、初始

状态和免疫因子则在下列仿真实例中分别单独列出.

实实实例例例 1 考虑下述二阶线性时变系统[17]:{
ẋ(t) = A(t)x(t) +B(t)u(t),

y(t) = C(t)x(t).
(24)

其中

A(t) =

[
−1 + 1.5 cos 2t 1− 1.5 cos t sin t

−1− 1.5 cos t sin t −1 + 1.5 sin2 t

]
,

B(t) = [0, 1]T, C(t) = [1, 0].

显然,式 (24)可以表示为
ẋ1 = a11(t)x1 + a12(t)x2,

ẋ2 = a21(t)x1 + a22(t)x2 + u,

y = x1.

(25)

其中

a11 = −1 + 1.5 cos 2t, a12 = 1− 1.5 cos t sin t,

a21 = −1− 1.5 cos t sin t, a22 = −1 + 1.5 sin2 t.

由文献 [17]的分析可知, 当u = 0时, 该系统是

不稳定的.本文使用式 (16)所示的基于ESO的自学

习滑模控制器,使得闭环系统 (25)渐近稳定.

仿真实验中,设采样周期为h = 0.01 s,免疫因子

δ4 = 0.25;初始状态x1(0) = 5, x2(0) = −5;给定参考

轨迹 r = 0. 仿真结果如图 2所示,基于ESO的滑模控

制器增益参数实时更新结果如图 3所示.由图 2可以

看出,被控系统两个状态变量在 10 s之内就能收敛到

不稳定零点, 而文献 [17]则需要至少 15 s才能稳定.

显然,本文控制方法比文献 [17]具有更快的响应速度.

此外,还可以看出,在整个控制过程中,控制信号不存

在高频抖振现象,有效解决了现有滑模控制中普遍存

在高频抖振现象的难题.
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图 2 被控系统状态变量与控制信号动态曲线 (实例 1)
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图 3 控制器增益参数动态曲线 (实例 1)

实实实例例例 2 考虑下述二阶线性时变系统[17]:
ẋ1 = −x1 − e2tx2 + e2tu,

ẋ2 = −x2 + e−tx1,

y = x1.

(26)

文献 [17]根据状态观测器与状态反馈控制器分

离设计原则,得到下述输出反馈控制器:{
˙̂x2 = −ẋ2 + ety,

u = x̂2.
(27)

由式 (26)和 (27)构成的闭环系统的解析解[17]为

x1(t) =

x̂2(0)− x2(0)

2
et +

x2(0)− x̂2(0) + 2x1(0)

2
e−t,

x2(t) =

x̂2(0)− x2(0)

2
− x2(0)− x̂2(0) + 2x1(0)

2
e−2t.

(28)

由式 (28)可见,闭环系统的状态x1是发散的,表

明分离设计原则在LTV系统输出反馈控制器的设计

中并非总是有效的.然而,本文提出的基于ESO的滑

模控制方法却能有效解决系统 (26)的稳定控制问题,

具体方法如下.

设 y1 = x1, y2 = −x1 − e2tx2 + e2tu,则有
ẏ1 = y2,

ẏ2 = y3 + u,

y = x1,

(29)

其中 y3 = (1−et)x1−(1+3e2t)u.显然,如果要求 y3有

界,则当 t→∞时, x1→0, u→0;如果 ẏ3有界,且 ẏ3=

w(t), 则以 y3作为扩张状态, 系统 (29)可以扩张为三

阶线性时变系统 
ẏ1 = y2,

ẏ2 = y3 + u,

ẏ3 = w,

y = y1 = x1.

(30)

根据系统 (30)可建立形如式 (10)的扩张状态观

测器 (ESO).

在仿真过程中, 设采样周期为h = 0.1ms, 免疫

因子 δ4 = 0.125;初始状态x1(0) = 1, x2(0) = −1;给

定参考轨迹 r = 0. 仿真结果如图 4所示,基于ESO的

滑模控制器增益参数实时更新结果如图 5所示. 由图

4可以看出,被控系统状态变量x1在 0.1 s之内稳定到

零点, 而文献 [17]则无法实现有效控制. 在整个控制

过程中, 控制信号不存在高频抖振现象,进一步表明

了本文提出的滑模控制方法不存在高频抖振现象的

问题.从图 5的控制器增益参数的动态曲线可以看出,

本文提出的增益参数自学习更新算法有利于提高控

制器的自适应控制能力,如果仅凭经验镇定增益参数,

则难以获得预期的控制效果.
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图 4 被控系统状态变量与控制信号动态曲线 (实例 2)
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图 5 控制器增益参数动态曲线 (实例 2)

5 结结结 论论论

针对一类线性时变系统,本文分别提出了基于类
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Sigmoid函数的扩张状态观测器设计以及基于免疫函

数的滑模趋近律设计,然后将扩张状态观测器与滑模

控制融为一体,实现了具有自抗扰能力和无高频抖振

现象的滑模控制方法.该控制方法表明, 只要控制器

增益参数满足 c1 > 0的条件,就能完全保证基于ESO

的滑模控制系统是大范围渐近稳定的.为了进一步

提高滑模控制的自适应控制能力, 研究了滑模控制

器增益参数的自学习更新算法, 并通过理论分析和

仿真实验验证了所提出方法的有效性.与文献 [17]相

比,本文控制方法具有更快的响应速度,不仅解决了

文献 [17]能解决的控制问题 (仿真实例 1), 而且也能

解决现有控制方法不能解决的闭环控制问题 (仿真实

例 2).此外, 本文提出的控制方法, 控制器结构简单,

理论模型清晰,不依赖被控对象的数学模型, 只需要

观测被控对象的一个状态变量 y = x1就能实现任意

线性时变系统的有效控制.因此, 本文控制方法特别

适合于未知线性时变对象或难以建模线性时变对象

的实时控制.
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