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摘 要: 通过研究同性缓冲算子作用样本数据序列所得灰色预测模型的预测精度问题,发现同类缓冲算子对于相同

样本数据序列的预测值一致,对于具体预测问题,某个缓冲算子在此类问题中有效,用到另一类问题上可能失效. 为

此,提出一种同性缓冲算子的组合方法,通过对同性缓冲算子的有效组合可以得到一种新的缓冲算子,该缓冲算子不

但能够提高模型的预测精度,而且可以扩大缓冲算子的适用范围.实例验证表明,所提出的组合方法是有价值的.
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Abstract: By studying the prediction accuracy of the grey prediction model through the same type of buffer operator, it

is found find that the predict result of the same buffer operator is very different in the same sample data sequence. For the

specific prediction problem, a buffer operator is effective in this kind of problem, but ineffctive in anothers. Therefore, a new

method is proposed to improve the prediction accuracy of the grey model, and the application range of the buffer operator

can be expanded by using the combination method of the same type of buffer operator. Examples are given to illustrate that

the proposed method is valuable.
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0 引引引 言言言

灰色预测技术是通过对样本序列数据的整理和

建立灰色预测模型, 以挖掘系统的发展变化规律,从

而定量预测系统未来发展状态,为下一步的决策提供

技术支持的一门技术. 自邓聚龙提出灰色理论以来,

灰色预测技术已在社会、经济、管理、工程技术等众

多领域得到了广泛应用, 成功地解决了生产、科研、

管理中大量的预测问题.灰色预测技术与其他预测技

术比较,本质不同的地方在于对样本序列数据的处理

方法. 它通过对样本序列数据进行一系列缓冲运算,

以发现隐藏在样本数据中系统动态行为的规律性. 一

个平稳运行的动态系统,其行为是不难预测的, 如果

该动态系统受到某种不确定因素干扰后,则可能使得

定量预测的结果与人们的直观判断有很大出入. 如何

排除干扰的影响,恢复系统行为本身的真实变化规律,

是缓冲算子理论要解决的重要问题.

自Liu等[1]建立了基于缓冲算子理论的公理化

方法, 证明了部分弱化、强化缓冲算子的性质后, 大

量的文献主要从两个方面较为充分地研究了缓冲算

子: 构建特殊的缓冲算子和利用缓冲算子解决实际预

测问题. 文献[1] 采用对样本序列作滑动平均来构造

实用的缓冲算子,并用实例验证了这些缓冲算子所建

模型可有效地进行预测. 文献 [2-4]所构造的二阶弱

化缓冲算子能有效预测我国反倾销立案数量等.文献

[5-7]利用加权平均方法构造缓冲算子,研究了所构造

缓冲算子之间的关系.文献 [8]根据时间序列发展速

度的思想, 构造了一类强化缓冲算子. 文献 [9-10]构

造的若干缓冲算子对所举预测实例是有效的.文献
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[11]通过单调函数方法构造缓冲算子. 文献 [12]指明

指数型强化缓冲算子对后半段增长缓慢的样本序列

特别有效. 文献 [13]利用反向累积方法构造的强化缓

冲算子具有更一般的意义,并证明了党氏强化缓冲算

子是其特例. 文献 [14]提供了对不等间距的样本序列

进行缓冲算子计算的一种思路. 文献 [15]应用数据融

合结合缓冲算子很好地解决了随机振荡型多目标雷

达跟踪问题,这为组合利用缓冲算子与其他数据处理

技术提供了一个有价值的示例. 文献 [16]提供了基

于发展速度的缓冲算子. 文献 [17]构造了大量指数

型、对数型和变权缓冲算子.

综合现有的研究文献可见,缓冲算子理论的研究

主要集中在针对实际应用问题构造新的缓冲算子. 然

而, 对不同的问题单纯地采用某一种缓冲算子技术,

或者同一个预测问题用不同的缓冲算子,其预测结果

的差异有时会非常大,将各种不同的缓冲算子有效地

综合利用以提高模型的预测精度是很有意义的. 本文

研究同性缓冲算子的综合利用问题,证明同性缓冲算

子的组合性质,为缓冲算子的选择和综合提供一个理

论基础,并通过具体实例验证所提出理论的正确性.

1 缓缓缓冲冲冲算算算子子子基基基本本本理理理论论论

1.1 缓缓缓冲冲冲算算算子子子基基基本本本概概概念念念

公理 1 设X(0)为系统的样本序列,若D满足

X(0)(n)D = X(0)(n), (1)

则D为序列X(0)的一个算子.

公理 2 算子应充分利用系统样本序列X(0)中

每一个数据x(0)(k), k = 1, 2, · · · , n.

公理 3 任意x(0)(k)d (k = 1, 2, · · · , n)都可由统
一的初等解析式表达.

定义 1[1] 满足公理 1∼公理 3的序列算子为缓

冲算子.

定义 2[1] 对系统样本序列X(0)用缓冲算子D

作缓冲运算,有:

1) 若X(0)D较X(0)的变化速度减弱或振幅变

小,则称缓冲算子D为X(0)的弱化算子;

2) 若X(0)D较X(0)的变化速度增强或振幅变

大,则称缓冲算子D为X(0)的强化算子.

1.2 缓缓缓冲冲冲算算算子子子的的的基基基本本本性性性质质质

定理 1[1] 设X(0)为单调增长序列, X(0)D为缓

冲序列,有:

1) D为弱化算子⇔ x(0)(k) 6 x(0)(k)d, k = 1, 2,

· · · , n;

2) D为强化算子⇔ x(0)(k) > x(0)(k)d, k = 1, 2,

· · · , n.

定理 2[1] 设X(0)为单调递减序列, X(0)D为缓

冲序列,有:

1) D为强化算子⇔ x(0)(k) 6 x(0)(k)d, k = 1, 2,

· · · , n;

2) D为弱化算子⇔ x(0)(k) > x(0)(k)d, k = 1, 2,

· · · , n.

定理 3[1] 设X(0)为单调增长序列, X(0)D为缓

冲序列,有:

1)若D为弱化算子,则

max
16k6n

{x(0)(k)} > max
16k6n

{x(0)(k)d}, k = 1, 2, · · · , n;

min
16k6n

{x(0)(k)} 6 min
16k6n

{x(0)(k)d}, k = 1, 2, · · · , n.

2)若D为强化算子,则

max
16k6n

{x(0)(k)} 6 max
16k6n

{x(0)(k)d}, k = 1, 2, · · · , n;

min
16k6n

{x(0)(k)} > min
16k6n

{x(0)(k)d}, k = 1, 2, · · · , n.

2 缓缓缓冲冲冲算算算子子子的的的组组组合合合性性性质质质

定义 3 称D1, D2, · · · , Dm为同性缓冲算子,即

D1, D2, · · · , Dm或同为弱化算子,或同为强化算子.

定理 4 设X(0)为样本序列, D1, D2, · · · , Dm为

其序列缓冲算子,则下式仍为缓冲算子:

D =
w1D1 + w2D2 + · · ·+ wmDm

w1 + w2 + · · ·+ wm
, (2)

其中wi是不全为 0的实数. 若D1, D2, · · · , Dm为同

性算子,则算子D与Di同性.

证证证明明明 根据缓冲算子定义, 只需验证算子D是

否满足公理 1∼公理 3即可.显而易见,算子D满足公

理 2和公理 3. 根据缓冲算子定义,有

wix
(0)(n) = wix

(0)(n)di,

进而有

x(0)(n)d=

m∑
i=0

wix
(0)(n)di

m∑
i=0

wi

=

x(0)(n)

m∑
i=0

wi

m∑
i=0

wi

=x(0)(n),

满足公理 1,算子D为缓冲算子.

再证D算子与Di同性.不失一般性,令w1, w2 ̸=
0, wi = 0 (i = 3, 4, · · · ,m), D1、D2同为弱化缓冲算

子, X(0)为单增序列,有

w1x
(0)(k) 6 w1x

(0)(k)d1, w2x
(0)(k) 6 w2x

(0)(k)d2,

x(0)(k)d =
w1x

(0)(k)d1 + w2x
(0)(k)d2

w1 + w2
>

w1x
(0)(k) + w2x

(0)(k)

w1 + w2
= x(0).

同理, D1、D2同为强化缓冲算子, X(0)为单减序

列或振荡序列. 2

定理 4表明, 对于一组缓冲算子生成的序列, 其

加权算术平均序列仍为缓冲算子生成序列,即被不同
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缓冲算子作用的缓冲生成序列经加权算术平均运算

不改变序列是缓冲的这一性质.

推论 1 设X(0)为样本序列, D1, D2, · · · , Dm为

其序列缓冲算子,则下式仍为缓冲算子:

D =
D1 +D2 + · · ·+Dm

m
. (3)

令定理 4中所有wi = 1即可证明推论 1成立,此

略.

定理 5 设X(0)为样本序列, D1, D2, · · · , Dm为

其序列缓冲算子,则下式仍为缓冲算子:

D =
( m∏

i=1

Dpi

i

) 1
m

, (4)

其中 pi为正整数. 若D1, D2, · · · , Dm为同性算子,则

算子D与Di同性.

证证证明明明 D满足公理 2和公理 3,只需证明D满足

公理 1即可.因为

x(0)(n)Dpi

i =x(0)(n)Dpi−1
i = · · ·=x(0)(n)Di=x(0)(n),

有

x(0)(n)D =
( m∏

i=1

x(0)(n)Dpi

i

) 1
m

=

( m∏
i=1

x(0)(n)
) 1

m

= x(0)(n).

再证D算子与Di同性. 不失一般性,令 p1, p2 ̸=
0, pi = 0 (i = 3, 4, · · · ,m), D1、D2同为弱化缓冲算

子, X(0)为单增序列,有

w1x
(0)(k) 6 w1x

(0)(k)d1, w2x
(0)(k) 6 w2x

(0)(k)d2,

x(0)(k)d = (x(0)(k)dp1

1 × x(0)(k)dp2

2 )
1
2 >

(x(0)(k)× x(0)(k))
1
2 = x(0)(k).

同理, D1、D2同为强化缓冲算子, X(0)为单减序

列或振荡序列. 2

定理 6 设X(0)为样本序列, D11, D12, · · · , D1n,

D21, D22, · · · , D2n, · · · , Dm1, Dm2, · · · , Dmn为其序

列缓冲算子,则下式仍为缓冲算子:

D =
( m∏

i=1

( n∑
j=1

wijDij

/ n∑
j=1

wij

)pi

i

) 1
m

, (5)

其中 pi为正整数.若D11, D12, · · · , D1n, D21, D22, · · · ,
D2n, · · · , Dm1, Dm2, · · · , Dmn为同性算子, 则算子D

与Dij同性.

证证证明明明 由定理 4可得

Di =

n∑
j=0

wijdij

/ m∑
j=0

wij

为缓冲算子,且Di与Dij同性.

由定理 5可得

D =
( m∏

i=1

( n∑
j=1

wijDij

/ n∑
j=1

wij

)pi

i

) 1
m

仍为缓冲算子,且D与Dij同性. 2

定理 4∼定理 6为构造新的缓冲算子提供了一

个理论基础. 如果选择一组缓冲算子,缓冲样本序列

后的分布都不够理想,则可以用该组缓冲算子组合出

新的缓冲算子,以得到分布比较理想的缓冲序列.

3 缓缓缓冲冲冲算算算子子子的的的选选选择择择和和和生生生成成成

选择缓冲算子的基本结论: 设样本序列是单增

的, 若序列变化曲线呈正加速变化态势, 则可用强化

缓冲算子作用该序列使其变得相对平缓,反之则用弱

化缓冲算子. 若样本序列是单减的,则选择缓冲算子

的方法正好相反.总之,利用缓冲算子作用于样本序

列,使所得序列具有良好的分布,即满足指数分布律.

在对同一样本序列进行缓冲运算的过程中,一般

选择同性缓冲算子进行计算以得到缓冲序列. 若用这

些缓冲序列所作预测的精度不能令人满意,则可以考

虑利用定理 6缓冲算子的组合性质生成新的缓冲算

子来提高预测精度.所谓不满意, 是指预测相对误差

大于预设的相对误差限,或预测值超出该方面预测专

家所估计的预测区间.

利用定理 6的关键是对权系数w的选取. 利用缓

冲算子是为了提高预测精度,评判预测精度的一个基

本标准是预测的相对误差百分比,且预测是面向未来

的, 所以, 重视近期的相对误差而淡化前期的相对误

差,这为选择权系数w提供了一个基本思路.

对序列X(0), 分别用m个同性缓冲算子D1, D2,

· · · , Dm作用于其上得到预测模型, 设预测精度为

δ1, δ2, · · · , δm,如果对所得的预测精度都不满意,则可

取权重因子w1, w2, · · · , wm,使得
m∑
i=1

wiδi → min, (6)

其中精度高的选取的权重要大一些.

下面给出几个常用的缓冲算子[17]用于实例分析:

1) XD1 = (x(1)d1, x(2)d1, · · · , x(n)d1).其中:

x(k)d1 = x(k)e
x(n)−x(k)

x(k) , D1为指数型弱化缓冲算子.

2) XD2 = (x(1)d2, x(2)d2, · · · , x(n)d2).其中:

x(k)d2 = x(k)e
(x(k)x(n))

1
2 −x(k)

x(k) , D2为指数型弱化缓冲

算子.

3) XD3 = (x(1)d3, x(2)d3, · · · , x(n)d3).其中:

x(k)d3 = x(k)e

n∑
i=k

x(i)

n−k+1
−x(k)

x(k) , D3为指数型弱化缓冲算

子.

4) XD4 = (x(1)d4, x(2)d4, · · · , x(n)d4).其中:

x(k)d4 = x(k) log
m

(x(k)

x(n)
+ m − 1

)
, D4为对数型强

化缓冲算子.

5) XD5 = (x(1)d5, x(2)d5, · · · , x(n)d5).其中:

x(k)d5=x(k)+ln
x(k)

x(n)
, D5为对数型强化缓冲算子.
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6) XD6 = (x(1)d6, x(2)d6, · · · , x(n)d6).其中:

x(k)d6 = x(k)
(n− k + 1) lnx(k)

ln
( n∏

i=k

x(i)
) , D6为对数型强化

缓冲算子.

4 实实实例例例分分分析析析

4.1 实实实例例例 1

采用某市 2008∼ 2012年全社会用电量数据为

例,验证指数型弱化缓冲算子组合构造问题,见表 1.
表 1 某市 2008年∼ 2012年全社会用电量

年 份
指标

2008 2009 2010 2011 2012

用电量/亿KWh 879.45 963.55 1 024.63 1 079.96 1 095.84

增长率/% ― 9.56 6.34 5.40 1.47

由表 1可知, 全社会用电量增长率分别为

9.56%、6.34%、5.40%、1.47%, 逐渐递减, 且其增长率

的变化率为负.利用表 1样本序列直接建模 (记为 X̂),

分别采用弱化缓冲算子D1, D2, D3对 2008∼ 2011年

数据进行弱化缓冲,建立GM(1, 1)模型, 进行数值预

测, 并与直接采用原序列X(0)构造GM(1, 1)模型的

预测值 X̂进行比较. 以 2012年数据进行预测以验证

预测精度,得到预测值与相对误差,见表2.
表 2 某市全社会用电量预测值和相对误差

序列 X X̂ XD1 XD2 XD3 XD

预测值/千亿kWh 1.096 1.230 1.001 1.125 1.112 1.101

相对误差/% ― 12.23 −8.67 2.65 1.46 0.46

由表 2可见, 直接采用GM(1, 1)模型预测, 相对

误差高达 12.23%,误差偏大,根据一阶微分方程的变

化规律可以推断, 越往后预测, 误差会变得越大. 经

D1, D2, D3弱化缓冲后所建立的GM(1, 1)模型,预测

精度有所提高,如表 2中XD1,误差为−8.60%, XD2误

差为 2.70%等,预测精度因不同的缓冲算子作用而不

同.应该说, XD3的预测相对误差为 1.46%,比较令人

满意. 对于本例, 选取缓冲算子XD3是合适的. 对于

一般的预测问题,需要用所有缓冲算子分别建模预测,

比较预测误差后进行取舍. 如果对上述的预测精度仍

不够满意,可按式 (6),相对于缓冲算子D1, D2, D3分

别取对应的权重w1 = 0.67, w2 = 1, w3 = 2, 由式 (2)

构造新的缓冲算子, 记为D, 对应的预测值和预测相

对误差见表 2. 选择权重w1 = 0.67, w2 = 1, w3 = 2,

是为了重视预测精度高的缓冲算子. 由表 2 可见,组

合算子预测的值为 1.101 (千亿 kWh), 与真实值 1.096

(千亿 kWh)非常接近,预测相对误差可达 0.46%,预测

精度明显高于D1, D2, D3缓冲后的预测精度.

4.2 实实实例例例 2

以文献 [6]某企业开发新产品销售额数据为例,

具体见表 3. 由表 3可见, 该企业某种新产品每月销

售额的增长率为加速增长的发展态势, 需采用强化

缓冲算子进行缓冲. 利用数型强化缓冲算子D4, D5,

D6分别对 1∼ 6月数据进行强化缓冲,对 7月数据进

行预测并作为验证数据. 记直接采用样本序列所作的

灰色预测的预测值为 X̂ ,上述所得预测值与相对误差

记录见表 4.
表 3 新产品月销售额

月份 1 2 3 4 5 6 7

销售额/万元 60.8 62.6 65.7 70.4 77.4 86.7 96.8

增长率/% ― 2.96 4.95 7.15 9.94 12.02 11.65

表 4 新产品月销售额的预测值和相对误差

序列 X X̂ XD4 XD5 XD6 XD

预测值/万元 96.8 92.6 97.96 92.70 93.30 97.43

相对误差/% ― −4.34 1.20 −4.20 −3.62 0.65

由表 4可见, 对样本序列直接进行预测, 所得模

型相对误差为−4.43%,预测值为 92.60 (万元),预测误

差较大. 采用D4, D5, D6缓冲算子作用后, 得到的相

对误差分别为 1.20%、−4.20%、−3.62%, 预测精度有

所提高,其中缓冲算子D4的预测误差高达 1.20%. 如

果认为预测精度仍不满意, 则按式 (6)取D4, D5, D6

同性缓冲算子所对应的权系数w4 = 2, w5 = 0.1, w6

= 0.25. 选取 pi = 1,由式 (5)进行缓冲算子组合,将预

测值记为XD,见表 4. 组合算子的预测值为 97.43 (万

元), 更接近于真实值 96.8 (万元), 相对误差为 0.65%,

误差精度提高较多. 该实例表明,根据同性缓冲算子

的组合性质综合缓冲算子对于提高预测的精度是有

效的. 注意到,在选择组合缓冲算子参数时,组合后的

缓冲算子作用于原样本序列后所得的生成序列数据

与原样本数据序列对应数据的符号应一致.

5 结结结 论论论

对于受到冲击干扰的系统行为序列,需采用缓冲

算子以生成新的序列, 从而突出该系统的真实行为.

然而, 对于不同的缓冲算子, 所能挖掘出的行为序列

并不一致,所得的预测值差别可能相当大.一般的作

法是构造大量的缓冲算子,在尝试利用各种缓冲算子

作用后, 考查所建模型的预测精度,从中选择最优的

缓冲算子. 如果实际的问题发生改变,采用上面所选

择的最优缓冲算子便不一定适用. 这表明,单纯地构

造缓冲算子以提高模型的预测精度可能是一种较为

盲目的做法,若将各种缓冲算子根据缓冲算子的组合

性质有效综合起来,则有可能使得所构建的缓冲算子

适应较为广泛的预测问题.通过两个实例分析,验证

了不论是强化缓冲算子还是弱化缓冲算子,将它们组

合起来产生的新缓冲算子可以更好地完成预测任务.

如何优化各种参数 (如权系数、缓冲算子的阶数)以适

应更广泛的灰色预测是下一步研究的问题.
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