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摘 要: 多准则群决策是决策领域的研究热点,如何在信息不确定性和评价主观性背景下选择合适的决策方法则是

研究的难点. 为了解决这一问题,提出一个新的基于粗糙数的多准则群决策方法. 首先,提出基于粗糙数的最优最劣

方法 (RBWM) 确定评价准则的权重;然后,利用粗糙数改进的逼近理想解排序法 (RTOPSIS)评价备选方案并做出最

优决策;最后,利用一个实例对所提出的群决策方法进行应用和灵敏度分析,并与其他决策方法进行对比分析,验证

了所提出方法的有效性和准确性.
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BWM-TOPSIS multi-criteria group decision-making method based on
rough number
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Abstract: The multi-criteria group decision-making(MCGDM) problem is a hot topic in the decision-making area, especially

in the environment with much uncertainty and subjectivity. A new MCGDM method based on the rough number is proposed

to solve this problem. The RBWM is proposed for calculating weights of criteria firstly, and then the RTOPSIS is applied to

alternative evaluation and selection. Finally, a practical example is given to illustrate the application of the proposed method

and its sensitivity analysis. The comparison with other methods verify the effectiveness and accuracy of the proposed method.
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0 引引引 言言言

多准则决策 (MCDM)是决策理论的一个重要分

支. 面对复杂的问题和多变的环境,单个决策者受思

维方式、知识经验所限,作出的决策难以体现客观公

正性,需要采用群体决策方式. 鉴于此,多准则群决策

方法 (MCGDM)应运而生[1], 成为近年来决策研究的

热点, 并广泛应用于经济分析、战略规划、供应链管

理、医学诊断、风险投资等领域.

多准则群决策可以分为两个过程：一是确定准

则权重,单个决策者根据其对准则的认知进行重要性

评估, 再将群体评估结果进行有效整合,确定每个准

则的权重; 二是备选方案排序,根据不同备选方案在

每个准则上的得分进行评价并排序,进而选取最优方

案.传统的多准则群决策方法是建立在完全信息的前

提之下,利用精确数值表示专家的认知. 但环境的复

杂性和人类思想固有的主观性加剧了信息的模糊性

和不确定性,决策者难以获取准则和备选方案的精确

信息.为了保证对信息描述的客观性、准确性,众多学

者将精确数值拓展到区间数或模糊数,提出了一系列

改进的多准则群决策方法[2-9]. 文献 [2-3]分别利用区

间数AHP和区间数TOPSIS方法获得区间权重,用来

反映决策者的主观判断; 文献 [4-9]将模糊集理论与

传统方法相结合,提出模糊AHP、模糊TOPSIS、模糊

VIKOR等方案选择模型.

多准则群决策研究成果众多,但仍然面临诸多困

境: 1)决策群体由差异化较大的若干个体组成,如何

有效整合每个决策者的评价, 构成综合评价结果,较

少有相关研究; 2)许多准则是语言变量, 难以精确表

述和优劣排序,现有的区间数、模糊数等方法需要借

助先验知识,评价结果存在主观性; 3) 现有对准则权
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重的研究均利用两两成对比较方法 (如AHP),但由于

专家认知的主观性和两两比较的复杂性,判断矩阵经

常会出现不一致现象,导致评价结果有偏差.

本文将粗糙数[10]引入多准则群决策问题 (粗糙

数是新加坡学者Zhai根据粗糙集理论提出的一种量

化专家认知的新方法,它无需效用函数、隶属函数等

先验知识, 完全依靠原始数据对专家个体认知进行

整合,形成群体偏好),利用粗糙数对一种新的准则比

较方法—–最优最劣方法[11]进行改进, 得到RBWM

权重计算方法; 随后将粗糙数引入TOPSIS, 结合

RBWM权重得到新的方案排序方法RTOPSIS. 最后

利用一个案例对RBWM-RTOPSIS群决策方法进行

应用研究,并通过与其他决策方法的结果比较, 验证

了所提出方法的有效性和先进性.

1 预预预备备备知知知识识识

1.1 粗粗粗糙糙糙数数数

定义 1[10] 设U是论域,共有n个类,表示为

R = {C1, C2, · · · , Cn}.

如果存在序关系C1 < C2 < · · · < Cn,则对于任意的

Ci ∈ R, Y ∈ U , Ci的下近似、上近似分别为

Apr(Ci) =
∪

{Y ∈ U/R(Y ) 6 Ci}, (1)

Apr(Ci) =
∪

{Y ∈ U/R(Y ) > Ci}; (2)

Ci的粗糙数下限、上限分别为

Ci =
1

ML

∑
R(Y )|Y ∈ Apr(Ci), (3)

Ci =
1

MU

∑
R(Y )|Y ∈ Apr(Ci); (4)

Ci的粗糙数为

RN(Ci) = [Ci] = [Ci, Ci]. (5)

其中: ML和MU分别为Ci的下近似和上近似中包含

的对象个数, R(Y )为对象Y 所在的类.

群决策研究在选取个体偏好集结方法时,多采用

效用函数和模糊数方法[6],但预先设定的效用函数或

隶属函数加入了主观色彩,不同函数得到的决策结果

也容易产生分歧.粗糙数方法完全依靠原始数据对个

体偏好进行集合,保证了信息的完备性和结果的客观

性.

粗糙数本质上是一种区间数, 因此粗糙数的运

算法则也与区间数一致. 设粗糙数 [a] = [a, a], [b] =

[b, b], a, a, b, b > 0,常数α > 0,有以下运算

[a]× α = [α× a, α× a], (6)

[a] + [b] = [a+ b, a+ b], (7)

[a]× [b] = [a× b, a× b], (8)

[a]

[b]
=

[a
b
,
a

b

]
. (9)

1.2 最最最优优优最最最劣劣劣方方方法法法

最优最劣方法 (BWM)与AHP类似,也是基于成

对比较的思想,但并不是任意准则两两比较, 而是构

造一种结构化的比较方式[11],具体操作步骤如下.

Step 1: 在准则集 {c1, c2, · · · , cn}中选取最优准
则CB和最劣准则CW .

Step 2: 利用 1∼ 9标度打分, 确定最优准则相比

于其他所有准则的偏好程度, 构建比较向量AB =

(aB1, aB2, · · · , aBn), 其中 aBi代表最优准则与准则 i

相比的偏好程度.

Step 3: 确定其他所有准则相比于最劣准则的偏

好程度,构建比较向量AW = (a1W , a2W , · · · , anW )T.

Step 4: 构建数学规划问题并求解, 得出最优权

重 (w∗
1 , w

∗
2 , · · · , w∗

n). 其中目标函数的意义是: 对于所

有的 j,取全部
∣∣∣wB

wj
− aBj

∣∣∣、∣∣∣ wj

wW
− ajW

∣∣∣中最大的一
个,使其最小化,即

min max
j

{∣∣∣wB

wj
− aBj

∣∣∣, ∣∣∣ wj

wW
− ajW

∣∣∣};
s.t.

∑
j

wj = 1, wj > 0, for all j. (10)

BWM实际只需进行 2n − 3次比较, 而AHP需

要n(n− 1)/2次比较[11]. 两两成对比较虽然保证了打

分的全面性,但过程复杂繁琐,且比较次数越多,错误

风险越大,越容易导致判断不一致,即使用其他方法

进行修正,仍会造成结果的偏差,增加成本. BWM方

法通过筛选最优和最劣两种特殊准则,简化比较过程,

降低不一致风险, 保证判断的准确性, 获得更为可靠

的结果.

2 基基基于于于粗粗粗糙糙糙数数数的的的BWM-TOPSIS方方方法法法
多准则群决策评价主要包含两步:第 1步是确定

准则权重; 第 2步是备选方案的排序及选择. 本节按

照这两个步骤对所提出的方法进行阐述.

2.1 粗粗粗糙糙糙数数数BWM权权权重重重计计计算算算方方方法法法 (RBWM)

RBWM方法将粗糙数与BWM有效融合, 用于

计算准则的粗糙权重. 具体过程如下.

Step 1: 通过专家讨论确定最优准则 cB和最劣准

则 cW ,若不能达成一致,则新增一个被专家广泛认可

的准则 c0作为最优 (最劣)准则.

Step 2: 进行专家打分,得到两个比较向量AB和

AW ,第 k个专家打分得到两个向量,分别为

Ak
B = (akB1, a

k
B2, · · · , akBn), (11)

Ak
W = (ak1W , ak2W , · · · , aknW ). (12)

其中: 1 6 k 6 s, 1 6 j 6 n, n为准则个数, s为专家

人数.
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Step 3: 构造整合比较向量,分别为

AB = (aB1, aB2, · · · , aBn), (13)

AW = (a1W , a2W , · · · , anW ). (14)

其中: aBj = {a1Bj , a
2
Bj , · · · , asBj}为全部专家对最优

准则 cB相比于准则 cj的偏好程度打分的集合;同理

可知 ajW 的含义.

Step 4: 构造粗糙比较向量. 利用式 (1)∼ (5)将整

合向量中的元素转换为粗糙数

RN(akBj) = [akBj , a
k
Bj ],

RN(akjW ) = [akjW , akjW ], (15)

则粗糙序列可以表示为

RN(aBj) =

{[a1Bj , a
1
Bj ], [a

2
Bj , a

2
Bj ], · · · , [a

s
Bj , a

s
Bj ]}, (16)

RN(ajW ) =

{[a1jW , a1jW ], [a2jW , a2jW ], · · · , [asjW , asjW ]}. (17)

求解粗糙序列的平均粗糙数

R̃N(aBj) = [aBj , aBj ] =
1

s

s∑
k=1

[akBj , a
k
Bj ], (18)

R̃N(ajW ) = [ajW , ajW ] =
1

s

s∑
k=1

[akjW , akjW ]. (19)

最终得到两个粗糙比较向量

RAB =

([aB1, aB1], [aB2, aB2], · · · , [aBn, aBn]), (20)

RAW =

([a1W , a1W ], [a2W , a2W ], · · · , [anW , anW ]). (21)

Step 5: 计算每个准则的粗糙权重 ([w1], [w2], · · · ,
[wn]). 最优区间数权重应满足

[wB ]

[wj ]
= [aBj ],

[wj ]

[wW ]
= [ajW ],

即
[wB , wB ]

[wj , wj ]
= [aBj , aBj ],

[wj , wj ]

[wW , wW ]
= [ajW , ajW ].

为了计算最终的粗糙权重, 利用如下数学规划, 求满

足全部h([wB ]/[wj ], [aBj ])和h([wj ]/[wW ], [ajW ])中最

大值极小的权重 [wi]:

minmax
j

{
h
( [wB ]

[wj ]
, [aBj ]

)
, h

( [wj ]

[wW ]
, [ajW ]

)}
;

s.t. wB = 1, wj > wj > 0, for all j. (22)

其中: h([x], [y]) =
√

(x− y)
2
+ (x− y)

2为区间 [x]与

[y]的相离度[12], [wB ]为最优准则的权重. 选取wB=1

作为标准化条件, 保证任意准则 j的权重满足 [wj ]

⊆ [0, 1]. 为求解方便,上述数学规划可以改写为

min ζ;

s.t.

√(wB

wj
− aBj

)2

+
(wB

wj
− aBj

)2

6 ζ,√( wj

wW
− ajW

)2

+
( wj

wW
− ajW

)2

6 ζ,

wB = 1, wj > wj > 0, for all j. (23)

求解即可得到粗糙权重 ([w1, w1], [w2, w2], · · · , [wn,

wn]).

2.2 粗粗粗糙糙糙数数数TOPSIS排排排序序序方方方法法法 (RTOPSIS)

TOPSIS难以处理模糊和不确定性数据, 利用粗

糙数对TOPSIS进行改进, 可以避免将模糊问题精确

化时产生的误差. RTOPSIS方法步骤如下.

Step 1: 构建粗糙数决策矩阵. 专家对每个备选方

案在每个准则上的表现进行打分并整合,得到群决策

矩阵,利用粗糙数方法将其转换成粗糙数矩阵

M = [(xij , xij)]m×n.

其中: m 为备选方案个数, n为准则个数.

Step 2: 确定正理想解X+ = (x+
1 , x

+
2 , · · · , x+

n )和

负理想解X− = (x−
1 , x

−
2 , · · · , x−

n ),其中

x+
j = {max

i
xij , j ∈ T1;min

i
xij , j ∈ T2}, (24)

x−
j = {min

i
xij , j ∈ T1; max

i
xij , j ∈ T2}. (25)

T1为效益型准则集合, T2为成本型准则集合.

Step 3: 计算每个备选方案到正理想解和负理想

解的粗糙距离向量 d+i 和 d−i ,有

d+i = ([d+i1], [d
+
i2], · · · , [d

+
in]), (26)

d−i = ([d−i1], [d
−
i2], · · · , [d

−
in]). (27)

其中

[d+ij ] = [d+ij , d
+
ij ] = [x+

j − xij , x
+
j − xij ], j ∈ T1;

[xij − x+
j , xij − x+

j ], j ∈ T2.
(28)

[d−ij ] = [d−ij , d
−
ij ] = [xij − x−

j , xij − x−
j ], j ∈ T1;

[x−
j − xij , x

−
j − xij ], j ∈ T2.

(29)

对 d+i 和 d−i 进行标准化,得到标准化粗糙距离向

量 d+
′

i 和 d−
′

i ,有

d+
′

i = ([d+
′

i1 ], [d
+′

i2 ], · · ·, [d
+′

in ]), (30)

d−
′

i = ([d−
′

i1 ], [d
−′

i2 ], · · ·, [d
−′

in ]). (31)

其中

[d+
′

ij ] =
[d+ij ]

max
i

{d+ij}
, [d−

′

ij ] =
[d−ij ]

max
i

{d−ij}
. (32)
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Step 4: 计算每个备选方案对正理想解和负理想

解的加权粗糙距离 [D+
i ]和 [D−

i ],有

[D+
i ] = [D+

i , D
+
i ] =

n∑
j=1

([wj ]× [d+
′

ij ]), (33)

[D−
i ] = [D−

i , D
−
i ] =

n∑
j=1

([wj ]× [d−
′

ij ]), (34)

其中 [wj ]为根据RBWM方法得到的准则 v的粗糙权

重.

Step 5: 引入风险偏好系数α (0 6 α 6 1),将加权

粗糙数距离转换为精确数距离D+∗
i 和D−∗

i ,有

D+∗
i = (1− α)D+

i + αD+
i , (35)

D−∗
i = αD−

i + (1− α)D−
i . (36)

如果决策者是风险偏好型, 则可以选择较大的风险

偏好系数 (α > 0.5), 否则选择较小的偏好系数 (α <

0.5);不考虑决策者的风险偏好态度,可以令α = 0.5.

Step 6: 计算所有备选方案对正理想解的相对贴

近度Si,并进行方案排序,有

Si =
D−∗

i

D−∗
i +D+∗

i

. (37)

与其他多准则群决策方法相比, RBWM-

RTOPSIS具有如下优势:

1) 评价结果更加客观可靠. 传统的多准则群决

策方法难以解决不确定性,引入区间数、模糊数又需

要加入先验知识.本文利用粗糙数对专家判断进行集

合,能够有效反映多准则决策问题的主观性和不确定

性,评价过程完全依靠原始数据,结果更加客观可靠.

2)改进了现有的权重计算方法.无论是模糊AHP

还是粗糙AHP,必须要求判断矩阵满足一致性, 否则

需要相关专家进行重新修正, 不仅耗时耗力, 增加成

本,而且容易因二次打分造成误差. RBWM能够有效

保证判断一致性,同时比较次数的减少又能大大简化

粗糙数运算过程,用最小的成本获得最准确可靠的结

果.

3) 引入风险偏好, 方案排序更加灵活. TOPSIS

采用欧氏距离测量方案到正负理想解的距离,

RTOPSIS方法利用粗糙数距离进行计算, 能够有效

反应不确定性,同时引入风险偏好系数确定方案排序,

充分考虑决策者的风险偏好,增加了决策的灵活性.

3 案案案例例例应应应用用用

采用文献 [13]中的案例对所提出的方法进行应

用. 某厂计划生产一种新的光刻机,有 6个备选方案

(详细信息见文献 [13]表 2), 7个待评价准则,分别为:

线宽 (c1)、字段长度 (c2)、产能 (c3)、套刻精度 (c4)、照

明均匀度 (c5)、制造成本 (c6)、能源消耗 (c7). 厂家邀

请 5位专家依据其观点和判断对准则和方案进行打

分. 整个评价过程由本文方法分为权重计算和方案排

序两个步骤.

3.1 RBWM计计计算算算准准准则则则权权权重重重

对方案进行评价排序之前,必须知道各个评价准

则的权重. 由BWM方法制作打分表,邀请 5位专家对

准则重要程度进行打分, 然后利用RBWM方法计算

各个准则的粗糙权重向量.

Step 1: 由文献 [13]中专家打分矩阵可知, 5位专

家均认为 c1是最优准则, c7 是最劣准则. 5对打分向

量分别为

A1
1 = (1, 5, 4, 2, 3, 5, 9), A1

7 = (9, 5, 5, 9, 9, 5, 1),

A2
1 = (1, 5, 3, 1, 1, 4, 9), A2

7 = (9, 5, 7, 9, 7, 3, 1),

A3
1 = (1, 7, 3, 1, 3, 5, 9), A3

7 = (9, 3, 5, 9, 5, 3, 1),

A4
1 = (1, 7, 5, 2, 3, 7, 9), A4

7 = (9, 3, 5, 7, 7, 4, 1),

A5
1 = (1, 7, 5, 1, 2, 5, 7), A5

7 = (7, 3, 5, 7, 5, 2, 1).

Step 2: 整合打分向量,构造整合比较向量

A1 =

({1, 1, 1, 1, 1}, {5, 5, 7, 7, 7}, · · · , {9, 9, 9, 9, 7}),

A7 =

({9, 9, 9, 9, 7}, {5, 5, 3, 3, 3}, · · · , {1, 1, 1, 1, 1}).

Step 3: 将A1和A7转换为粗糙数比较向量

RA1 = ([1, 1], [5.72, 6.68], · · · , [8.28, 8.92]),

RA7 = ([8.28, 8.92], [3.32, 4.28], · · · , [1, 1]).

Step 4: 构造数学规划并利用Matlab求解, 得到

最优区间值权重向量

W =

([0.826, 1], [0.156, 0.215], [0.231, 0.343], [0.608, 0.781],

[0.468, 0.599], [0.199, 0.271], [0.067, 0.092]),

其中 ξ = 0.25.

3.2 RTOPSIS确确确定定定方方方案案案排排排序序序

5位专家针对每个备选方案在不同准则上的表

现打分, 具体结果见文献 [13]的表 3.利用RTOPSIS

方法对备选方案进行排序,选择最优方案.

Step 1: 将打分矩阵转换为粗糙数矩阵,识别每个

准则的最优值和最劣值, 确定正理想解和负理想解,

如表 1所示.其中: 效益型准则集合为T1 = {c2, c3,
c5},成本型准则集合为T2 = {c1, c4, c6, c7}.

表 1 准则的理想解

c1 c2 c3 c4 c5 c6 c7

x+
j 85.78 858.75 208.46 7.65 98.84 4.49 4.30

x−
j 97.83 851.30 200.12 12.64 97.36 8.68 8.92



第 10期 贾 凡等: 基于粗糙数的BWM-TOPSIS多准则群决策方法 1919

Step 2: 计算粗糙距离向量并标准化,得到标准化

粗糙距离向量 d+
′

i 和 d−
′

i . 根据RBWM得出的权重向

量计算加权粗糙距离 [D+
i ]和 [D−

i ], 选取风险偏好系

数α = 0.5,计算精确数距离D+∗
i 和D−∗

i ,如表 2所示.

表 2 方案评价及排序

加权粗糙距离 精确数距离
方案

[D+
i ] [D−

i ] D+∗
i D−∗

i

Si rank

A1 [1.407,2.862] [0.310,1.531] 2.135 0.921 0.301 6

A2 [1.054,2.227] [0.824,1.956] 1.641 1.390 0.459 5

A3 [1.047,2.189] [0.876,1.937] 1.618 1.407 0.465 4

A4 [0.357,1.291] [1.596,2.797] 0.824 2.197 0.727 1

A5 [0.884,1.834] [1.136,2.166] 1.359 1.651 0.549 3

A6 [0.822,1.786] [1.187,2.231] 1.304 1.709 0.567 2

Step 3:计算相对贴近度Si,并根据结果得到方案

排序.由表 2可知,方案优劣排序为A4 > A6 > A5 >

A3 > A2 > A1,因此在选取风险偏好系数为 0.5时得

到的最优方案为A4.

3.3 比比比较较较与与与分分分析析析

灵敏度分析用来描述决策者风险偏好对最终方

案排序的影响.表 3为在不同风险偏好取值下的方案

得分和排序变化.可见,无论风险偏好系数取值多少,

A4总是最优方案.当α = 0, 即决策者抱持绝对风险

厌恶态度时, 方案排序为A4 > A6 > A5 > A2 > A3

> A1. 方案A2和A3的优劣排序与决策者的风险偏

好有关, 只有当决策者为绝对风险厌恶者时才会出

现A2 > A3的结果,而其他方案的排序相对于决策者

风险偏好是独立的.

表 3 灵敏度分析

α = 0 α = 0.1 α = 0.2 α = 1
方案

Score R Score R Score R
· · ·

Score R

A1 0.521 6 0.476 6 0.431 6 · · · 0.098 6

A2 0.649 4 0.611 5 0.573 5 · · · 0.270 5

A3 0.648 5 0.612 4 0.575 4 · · · 0.286 4

A4 0.887 1 0.856 1 0.825 1 · · · 0.553 1

A5 0.710 3 0.678 3 0.646 3 · · · 0.382 3

A6 0.731 2 0.699 2 0.667 2 · · · 0.399 2

为了表明准则权重计算的有效性,将粗糙BWM

与模糊AHP和粗糙AHP进行比较, 如图 1所示. 3种

方法得到的权重排序是一样的, 但区间值有所区别.

区间宽度代表结果的模糊程度,不同的方法得到的权

重区间不同. 很明显, FAHP由于加入了模糊隶属函

数,区间宽度最大,模糊度最高,利用粗糙数方法能够

有效降低模糊性; RAHP利用准则两两比较, 精确信

息多,模糊性最低,但两两比较操作复杂繁琐,导致不

一致现象和错误风险增加; RBWM既能降低模糊性,

又可以保证判断的一致性,结果更具说服力.
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图 1 准则权重比较

为了验证方案评价结果的有效性, 利用传统

AHP-TOPSIS、模糊AHP-TOPSIS计算案例, 并与所

提出的方法进行比较分析. 图 2为应用不同方法得

到的评价结果. 可见, 3种方法得到的方案排序结果

一致, 验证了所提出方法的有效性和准确性.与其

他两种方法相比, RBWM-RTOPSIS 方法更具优势:

传统AHP-TOPSIS不能描述出评价的模糊性, FAHP-

FTOPSIS方法虽然体现了模糊性,但因为模糊隶属函

数的选择增加了额外的主观性. RBWM-RTOPSIS方

法充分考虑到了评价过程的不确定性,利用粗糙数整

合决策者的评判结果,不需要任何先验知识和隶属函

数, 既保留了不确定性知识, 又避免了决策者主观影

响.同时,所提出方法引入风险偏好系数,将决策者的

风险态度加入到最终的结果,使得方案排序的灵活性

更强. 传统方法和模糊方法忽视了决策者风险偏好,

只能得出单一的排序结果,无法适应复杂多变的环境.
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图 2 方案排序比较

4 结结结 论论论

如何有效整合决策群体的意见、处理决策过程

的不确定性是处理多准则群决策问题时面临的两大

困扰. 本文利用粗糙数对BWM和TOPSIS进行改进,

提出一种新的多准则群决策方法. 粗糙数能够客观有

效地整合群体决策, 对BWM和TOPSIS的改进不仅

能够降低决策过程的不确定性,而且可以在不增加主

观性的前提下保留更多的决策信息.引入粗糙数为多

准则决策问题提供了新的思路,在下一步的研究中还

可以考虑决策者的相对重要度,提出更加符合现实的

加权粗糙数方法,进一步完善多准则群决策问题的解

决方法.
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