
第 31卷 第 11期
Vol. 31 No. 11

控 制 与 决 策
Control and Decision

2016年 11月
Nov. 2016

有向图下考虑暂态响应的多智能体H∞一致性控制

文章编号: 1001-0920 (2016) 11-2053-06 DOI: 10.13195/j.kzyjc.2015.1581

周绍磊, 祁亚辉, 康宇航, 闫 实

(海军航空工程学院 控制工程系，山东烟台 264000)

摘 要: 研究有向通信拓扑条件下线性多智能体满足一定暂态响应性能的H∞一致性控制.相比于已有的无向通信

拓扑条件下的结论,所得结论对通信拓扑结构要求大为降低,更具一般性.通过对有向图下Laplacian矩阵特定形式

的分解,将系统一致性问题转化成低维系统的稳定性问题,进而根据Lyapunov稳定性分析给出满足暂态性能指标的

充分条件.给出相应的控制器设计方法,并结合空间二维二阶运动模型进行仿真,仿真结果表明,所提出的控制器设

计方法有效.
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Abstract: H∞ consensus control synthesised with transient perfomance for linear muilt-agent systems in directed networks

is investigated. Compared with the existing conclusions in undirected networks, the one presented in the article depends

less on the structure of the communication topology which is more common. A matrix decomposition of Laplacian matrix

is introduced, then the H∞ consensus problem is converted into an H∞ control problem of a lower dimension system

via a proper linear variable transformation, which can be analyzed by using the Lyapunov method. A sufficient condition to

achieve H∞ consensus synthesised with transient perfomance is presented. Finally, the effectiveness of the theoretical results

is illustrated via a numerical simulation on a two demensional second-order UAV model.
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0 引引引 言言言

近年来,多智能体的协同控制受到广泛的关注和

研究, 尤其在蜂拥 (flocking)[1]、集结 (rendezvous)[2]和

编队控制 (formation control)[3-4]等群体性行为领域.

协同控制的一个基础问题就是一致性控制,一致性控

制是只根据系统中相邻节点的信息[5]设计分布式控

制器, 使多智能体达到共同的目标.多智能体间信息

交互一般用图表述, 通常表示为无向图或有向图.多

智能体状态能否达到一致,不光取决于单个智能体的

动态特性,也与多智能体间的通信拓扑有关.

作为多智能体分布式协同控制的一个基础性问

题,一致性相关研究已经取得了大量成果.文献 [6]分

析了具有一阶积分动力学模型的多智能系统一致

性控制问题,得到了若使系统达成一致,则通信拓扑

图 (或联合拓扑图)需要包含一个生成树的结论; 文

献 [7-8]研究了具有二阶积分器模型的多智能体系统

的一致性问题, 该模型被应用于描述具有位置-速度

系统模型的一致性研究中;文献 [9-10]系统地分析了

具有一般线性时不变模型的多智能体系统的一致性

问题,给出了基于状态信息反馈的一致性控制器设计

方法.

考虑到外部扰动,文献 [11]给出了无向图下线性

多智能体系统能够实现H∞一致性的等价条件;进一

步,文献 [12]给出了无向图下考虑暂态性能的H∞一

致性控制器设计方法;文献 [13]给出了具有强连通特

性有向图下的多智能体系统H∞一致性控制器设计
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方法; 文献 [14-15]分别用基于观测器的方法研究了

二阶和高阶多智能体系统抑制外部扰动的一致性控

制方法.

大部分关于多智能体系统一致性问题的研究都

是基于无向图假设的, 这在实际中很可能并不满足,

显然无向通信拓扑只是有向通信拓扑的一部分特

例.通过文献 [12-13, 16]可知: 有向图下Laplacian矩

阵与对角阵相似,从而多智能体闭环系统的某些特性

可以等价为N或N − 1个子系统的相关特性;而在一

般有向图下, Laplacian矩阵与约当阵相似, 当系统有

外加干扰项时, 无法解耦,所以很难得到低维度线性

矩阵不等式 (LMI)条件使系统达到H∞一致.本文根

据Zhou等[17]对一般通信拓扑条件下Laplacian矩阵

性质的分析,对其进行特定形式的分解, 通过变量代

换将一致性问题转换为较低维度系统的稳定性问题,

把多智能体系统H∞一致性和满足一定暂态响应性

能的H∞一致性控制器设计方法推广到一般通信拓

扑条件下.

1 常常常用用用标标标记记记、、、图图图论论论及及及相相相关关关引引引理理理

1.1 常常常用用用标标标记记记

在本文中:符号Rn×n和Cn×n分别表示n×n维

的实矩阵和复矩阵; 对于任意µ ∈ C, 其实部表示为

Re(µ); In表示n × n维的单位矩阵; ∥ · ∥表示诱导 2

范数; λ(A)表示方阵A的特征值, rank(A)表示矩

阵A的秩; L2[0,∞)表示在 [0,∞)上的平方可积函数;

max{λ(A)}和min{λ(A)}分别表示矩阵A的最大和

最小特征值; A > B和A > B分别表示A−B是正定

和半正定的; A⊗B表示矩阵A与B的Kronecker积.

1.2 图图图论论论知知知识识识

称G = (V, E ,A)为一个有向图.其中: V = {v1,
v2, · · · , vN}为图的节点集; E ⊆ V × V为图的边集
合; A = [aij ]N×N为图的具有非负元素 aij的邻接

矩阵, aij为节点 vi与 vj之间的连接权重, aij = 1表

示节点 vi可以接收到节点 vj的信息,否则 aij = 0.图

中的Laplacian矩阵L = (Lij) ∈ RN×N定义为Lii =
N∑
j=1

aij , Lij = −aij , i ̸= j.图G中两个不同节点之间

的路径是指由互不相同的边组成的有向序列.如果

存在一个节点 vi, 从这个点出发沿着有向边可以到

达图中的任意其他点, 则称图G包含一个有向生成
树 (spanning tree),该节点称为根节点 (root).

1.3 相相相关关关引引引理理理

引理 1[6] 图G的Laplacian矩阵L 至少有一个
零特征值, 其他非零特征值均具有正实部.如果G包

含一个有向生成树,则零是L的单特征值, 1N是其对

应的右特征向量,特征根满足

0 =λ1 < Re(λ2(L)) 6 · · · 6 Re(λN (L)).

引理 2[17] 如果矩阵A = [Aij ] ∈ RN×N的行和

均为零, 即A1N = 0, 则存在一个矩阵B ∈ RN×N−1

使得A = BE.其中: E ∈ RN−1×N为一个行满秩矩

阵,其定义如下:

E =


1 −1 0 · · · 0

0 1 −1 · · · 0
...

...
. . .

...
...

0 0 0 1 −1

 .

特别地, 如果 0是A的单特征根, 则B是列满秩

的,并且EB的特征根是BE的非零特征根.

引理 3[18] 如果矩阵A的所有特征根均包含正

的实部,则存在一个正定矩阵B > 0,满足

ATB +BA > 0.

2 有有有向向向图图图下下下考考考虑虑虑暂暂暂态态态响响响应应应的的的H∞一一一致致致性性性

控控控制制制

2.1 问问问题题题描描描述述述

考虑一个由N个具有外部扰动的多智能体组成

的多智能体系统,智能体的系统模型描述如下：

ẋi = Axi +Bui +Dωi,

yi = Cxi, i = 1, 2, · · · , N. (1)

其中: xi ∈ Rn, ui ∈ Rp, yi ∈ Rq, ωi ∈ L2[0,∞)分别

为第 i个智能体的系统状态、控制输入、控制输出和

外部扰动; A、B、C和D为具有相容维数的常数系统

矩阵.

为了达成一致,基于局部邻居相对状态信息构建

如下分布式一致性控制器:

ui = cK

N∑
j=1

aij(xj − xi), i = 1, 2, · · · , N. (2)

其中: K ∈ Rp×n为待设计的反馈控制矩阵, c为待设

计的耦合强度参数.

当存在外部扰动时,多智能体系统往往难以达成

一致.因此,本文的目的是设计合适的一致性控制器,

使得智能体系统在不存在外部扰动时能够达成一致,

存在外部扰动时,能够对外部扰动具有良好的抑制能

力,并满足一定的暂态性能指标.为此,定义如下的一

致性性能变量:

zi =
1

N

N∑
j=1

C(xi − xj), i = 1, 2, · · · , N, (3)

其中C ∈ Rq×n为给定的常数矩阵.

由式 (1)∼ (3)可得如下多智能体系统的闭环系
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统方程:

ẋ = (IN ⊗A− cL ⊗BK)x+ (IN ⊗D)ω,

z = (H ⊗ C)x. (4)

其中

x = [xT
1 , x

T
2 , · · · , xT

N ]T, ω = [ωT
1 , ω

T
2 , · · · , ωT

N ]T,

z = [zT1 , z
T
2 , · · · , zTN ]T,

H = IN −
1

N
1N1TN =

1− 1

N
− 1

N
· · · − 1

N

− 1

N
1− 1

N
· · · − 1

N
...

...
. . .

...

− 1

N
− 1

N
· · · 1− 1

N


,

L ∈ RN×N为图的Laplacian矩阵.

可以看出, 0为矩阵H的单特征值, 1N为其对应

的特征向量, 1为矩阵H代数重数为N − 1的特征值.

对于系统 (4), 考虑暂态性能的H∞一致性指标

定义为[19]

γw = sup
∥ω∥2+x(0)TR̃x(0) ̸=0

∥z∥

(∥ω∥2 + x(0)
T
R̃x(0))

1/2
.

其中: R̃ = IN ⊗R, R = RT > 0为给定的权值矩阵.

对于给定的限定参数 γ > 0,若满足以下条件[12]:

① 当ωi = 0 时, 有 lim
t→∞

∥xi(t)− xj(t)∥ = 0, ∀i, j =

1, 2, · · · , N ;② 当ωi ̸= 0时, γw < γ.则控制器 (2)解

决了系统 (4)满足暂态响应性能的H∞一致性控制.

由文献 [12]可以得到, 系统 (4)的H∞一致性指

标为

γ∞ = sup
∥ω∥≠0

∥z∥
∥ω∥

.

由此可知,在 0初始条件下, γw = γ∞.

考虑系统 (4)的一致性问题, 令 ξi = xi − xi+1,

i = 1, 2, · · · , N − 1, 则有 ξ = (E ⊗ In)x.其中: ξ =

[ξT1 , ξ
T
2 , · · · , ξTN ]T, E定义同引理 2.

根据引理 2可以得到,存在列满秩矩阵M和W ,

使得L = ME, H = WE,其中E定义同上文.

对闭环系统方程 (4)进行适当的变量代换,可以

得到

ξ̇ = (IN−1 ⊗A− cEM ⊗BK)ξ + (E ⊗D)ω,

z = (W ⊗ C)ξ. (5)

由 ξ的定义可知, 当且仅当x1 = x2 = · · · = xN

时, ξ = 0.因此,如果等价闭环系统 (5)在零点稳定且

满足条件②,则控制器 (2)可解决系统 (1)满足暂态响

应性能的H∞一致性控制.

2.2 分分分布布布式式式控控控制制制器器器设设设计计计

假设系统通信拓扑包含有向生成树,其Laplacian

矩阵为L,那么考虑暂态响应性能的H∞一致性控制

器 (2)可以设计如下:

算法 1 ① 给定矩阵M = LET(EET)−1和一

个小于矩阵L所有非零特征根实部两倍的正数α,求

解如下LMI,得到一个可行解Q > 0:

(EM)TQ+QEM > αQ. (6)

② 对于给定的限定参数 γ, 求解下列两个LMI,

得到可行的正定矩阵P 和正数 c:
ATP + PA− cαPBBTP CT PD

C − η

β
Iq 0

DTP 0 − γ2

φϕ
In

 < 0,

(7)

P <
γ2

ϕφ
R. (8)

其中: β = max{λ(WTW )}, W = HET(EET)−1; φ =

max{λ(Q)}; ϕ = max{λ(EET)}; η = min{λ(Q)}.

③设计反馈矩阵K = BTP ,耦合强度参数取②

中 c.

定理 1 假设系统通信拓扑包含有向生成树,且

对于给定的限定参数 γ > 0, P > 0, c > 0, 线性矩

阵不等式 (7)和 (8)成立,那么依据算法 1设计得到的

控制器就能使系统在满足暂态性能指标情况下达

到H∞一致.

证证证明明明 首先对式 (6)求解的可行性进行说明.由

引理 2可知, EM的特征根等于矩阵L 的非零特征
根,又根据引理 1, EM特征根均具有正的实部,即有

Re(λ(EM)) > 0.进一步有Re
(
λ
(
EM − 1

2
αI

))
> 0,

其中 0 < α < 2min{Re(λ(EM))},即α为小于矩阵L
所有非零特征根实部两倍的正数.进一步,根据引理

3,存在正定矩阵Q > 0,满足(
EM − 1

2
αI

)T

Q+Q
(
EM − 1

2
αI

)
> 0.

变换后可以得到式 (6),所以式 (6)必然可解.

考虑如下Lyapunov函数:

V = ξT(Q⊗ P )ξ,

其中Q和P 分别为矩阵不等式 (6)∼ (8)的可行解.

上述Lyapunov函数沿着系统 (5)的导数为

V̇ = 2ξT(IN−1 ⊗A− cEM ⊗BK)T(Q⊗ P )ξ+

2ωT(ETQ⊗DTP )ξ. (9)

将K = BTP 代入式 (9),可得
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V̇ = ξT(Q⊗ (ATP + PA))ξ−

ξT(c((EM)
T
Q+QEM)⊗ PBBTP )ξ+

2ωT(ETQ⊗DTP )ξ. (10)

根据式 (6),有

V̇ 6 ξT(Q⊗ (ATP + PA− cαPBBTP ))ξ+

2ωT(ETQ⊗DTP )ξ. (11)

根据 Schur补引理,当且仅当

ATP + PA− cαPBBTP +
β

η
CTC+

ϕφ

γ2
PDDTP < 0 (12)

时,式 (7)成立,式 (12)成立显然有

ATP + PA− cαPBBTP < 0, (13)

则当ωi = 0时,有 V̇ < 0.

由式 (5)中的 z可以得到

zTz = ξT(WTW ⊗ CTC)ξ 6

βξT(I ⊗ CTC)ξ 6 β

η
ξT(Q⊗ CTC)ξ, (14)

其中β、η定义如前文.

当ωi ̸= 0时,对 V̇ 进行适当缩放,可得

V̇ 6 ξT(Q⊗ (ATP + PA− cαPBBTP ))ξ+

2ωT(ETQ⊗DTP )ξ +
β

η
ξT(Q⊗ CTC)ξ−

zTz + γ2ωTω − γ2ωTω =[
ξ

ω

]T

Θ

[
ξ

ω

]
− zTz + γ2ωTω, (15)

其中

Θ = Q⊗
(
ATP + PA− cαPBBTP +

β

η
CTC

)
ETQ⊗DTP

→

←
QE ⊗ PD

−γ2(IN−1 ⊗ In)

]
.

根据 Schur补引理可知,当且仅当

Q⊗
(
ATP + PA− cαPBBTP +

β

η
CTC

)
+

1

γ2
QEETQ⊗ PDDTP < 0 (16)

时, Θ < 0.

因为QEET < ϕφIN−1且Q > 0,根据式 (12)可

知式 (16)成立,所以根据式 (14),有

zTz < γ2ωTω − V̇ . (17)

对式 (17)两边同时积分可得w ∞

0
zT(t)z(t)dt < γ2∥ω∥22 + V (0) =

γ2∥ω∥22 + x(0)T(ETQE ⊗ P )x(0).

对于此式,考虑零初始条件,有w ∞

0
zT(t)z(t)dt < γ2∥ω∥22,

即有 γ∞ < γ, 称系统实现了具有一定抗干扰能力的

H∞一致性.

当初始状态不为零时, 根据式 (8)和ETQE <

ϕφIN ,有w ∞

0
zT(t)z(t)dt < γ2(∥ω∥22 + x(0)

T
R̃x(0)), (18)

即有 γw < γ,系统能够在满足一定暂态性能指标下达

到H∞一致. 2

注 1 本文研究内容的部分概念与文献 [12]相

似, 但是本文方法适用于更为普通的通信拓扑结构,

即有向图.在一般有向拓扑图下,系统Laplacian矩阵

一般为非对称阵, 其相似于约当阵, 在有外部干扰项

的情况下无法对多智能体闭环系统进行解耦分析.本

文通过变量代换, 将原系统的一致性问题变成了降

维系统的稳定性问题, 从而可以利用Lyapunov稳定

理论求解,最终得到的LMI条件与文献 [12]中维度一

致.事实上,无向图只是有向图的特例,所以本文方法

更具有普遍性和实用性.

注 2 文献 [14-15]研究了有向图下多智能体抗

干扰一致性, 但是这两篇文章中都假设了已知干扰

项的动态模型, 通过建立观测器, 增加状态量, 将抗

干扰一致性问题转化为自治系统的稳定性问题,根据

Laplacian矩阵与约当阵相似的性质, 可以解耦处理,

得到相应的结论.本文中扰动项随时间消失,但是扰

动的存在是随机的, 在转化成稳定性问题时, 由于扰

动附加项的存在无法直接解耦, 采用本文方法解决

了无向图下存在短时有界噪声的多智能体一致性问

题.而对于此类噪声,在实际中也是有意义的,比如多

无人机编队飞行中阵风的影响.

3 仿仿仿真真真与与与分分分析析析

这里考虑空间二维运动的无人机二阶运动模

型[8],假定多无人机飞行在不同高度,不会发生碰撞.

第 i个飞行器模型表述如下:

xi =


xi1

xi2

xi3

xi4

 , A =


0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 1

0 0 0 0

 , B =


0 0

1 0

0 0

0 1

 ,

C =

[
1 0 0 0

0 0 1 0

]
, D = I4,

ωi(t) = [0 1.6ω̄(t) 0 1.2ω̄(t)]T × r.
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其中

ω̄(t) =

 2, 4 6 t 6 5;

0, otherwise.

r服从 (0, 1)上均匀分布, xi1、xi2、xi3和xi4可以理解

为第 i个无人机的东向位置、东向速度、北向位置、北

向速度, ω(t)可以理解为阵风影响.

多智能体系统共包含 4个无人机,初始状态为

x1 = [−3 2 4 −1]T, x2 = [5 −2 5 3]T,

x3 = [−7 0 10 1]T, x4 = [ 3 −3 −5 2]T.

通信拓扑如图 1所示.

1

2

3

4

图 1 通信拓扑

显然该拓扑图包含一个有向生成树,其Laplacian

矩阵为

L =


2 −1 0 −1
−1 1 0 0

0 −1 1 0

0 −1 0 1

 ,

L的非零特征值实部最小为 1,因此可以取α = 1.9.

在本例中,设定H∞限定参数 γ = 3, R = 4I4.取

c = 5, 根据算法 1求取可行解Q和P , 得到H∞反馈

矩阵和满足暂态响应性能的H∞反馈矩阵分别为

K∞ =

[
0.439 7 0.370 4 0 0

0 0 0.439 7 0.370 4

]
,

K ′
∞ =

[
1.231 5 1.099 3 0 0

0 0 1.231 5 1.099 3

]
.

在两种控制律下, 4个无人机东向位置和速度从

初始状态趋向于一致的过程如图 2∼图 5所示.
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图 2 H∞控制律下多无人机东向位置
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图 3 考虑暂态响应的H∞控制律下多无人机东向位置
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图 4 H∞控制律下多无人机东向速度
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6

图 5 考虑暂态响应的H∞控制律下多无人机东向速度

北向位置和速度具有相似运动趋势, 这里省略.

从图中可以看出:对于短时有界扰动,两种控制器都

能使 4个无人机位置和速度趋向于一致,但是控制品

质存在差异.在 4 s时, 即外部扰动出现的时刻, 考虑

暂态响应的H∞控制器已经使多智能体系统达成一

致, 但是通常的H∞控制器作用的多智能系统不管

是速度还是位置都明显存在差异.在扰动出现的 4∼
5 s内,考虑暂态响应的H∞控制器仍然使多智能体基

本保持一致, 而通常的H∞控制器则在扰动消失 2 s

后才使多智能体状态趋向一致.对于单个智能体,考

虑暂态响应的H∞控制器使各智能体快速平滑地趋

向于一致状态,而通常的H∞控制器作用下的第 3个

智能体在趋向于一致的过程中出现了明显的震荡.所

以,本文提出的考虑暂态响应的H∞控制器设计方法

不但可以解决有向图下存在短时有界扰动多智能体

系统的H∞一致性问题,而且能够提高暂态性能.

4 结结结 论论论

本文通过对一般通信拓扑条件下Laplacian矩阵

进行特定形式的分解和变量代换, 将多智能体系统

的H∞一致性问题转化成了较低维度系统的H∞控
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制问题,通过构建合适的Lyapunov函数,给出并证明

了多智能系统在受到外部短时有界干扰时,达到H∞

一致性,并且满足一定暂态性能指标的LMI条件.仿

真结果验证了本文方法的有效性.相比于已有工作和

结论,本文的主要创新点在于, 对多智能体系统各个

体间通信拓扑条件要求的降低,使其在有向通信拓扑

条件下受到外部短时有界干扰时, 能够达到一致性,

并且提高暂态性能,具有实用性.
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