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摘 要: 针对不相关并行机调度问题,提出一种基于信息熵的自适应分布估计算法. 根据问题特性,设计了面向工

件机器分配的概率模型及其基于增量学习的更新方式,学习速率基于信息熵进行调整. 为了增强算法局部寻优能力,

采用基于关键机器的邻域结构进行局部搜索;同时讨论了信息熵与学习速率的关系,并探讨了关键参数对算法性能

的影响.基于标准算例的测试结果与算法比较,验证了学习速率的自适应调整机制以及所提出算法的有效性.

关键词: 不相关并行机；分布估计算法；自适应机制；信息熵
中图分类号: TP18 文献标志码: A

An adaptive estimation of distribution algorithm for solving the unrelated
parallel machine scheduling
WU Chu-ge, WANG Ling, ZHENG Xiao-long
(Department of Automation，Tsinghua University，Beijing 100084，China．Correspondent：WANG Ling，E-mail:

wangling@mail.tsinghua.edu.cn)

Abstract: An entropy-based adaptive estimation of the distribution algorithm(AEDA) is proposed to solve the unrelated

parallel machine scheduling problem. According to the characteristic of the problem, a job-machine assignment oriented

probabilistic model and its incremental learning based updating method are designed. The learning rate is adjusted with

the guidance of the information entropy. To enhance the local exploitation ability, a neighborhood structure based on the

critical machine is used for local search. Moreover, the relation between information entropy and learning rate is discussed,

and the effect of key parameters on the performance of the algorithm is investigated. Testing results and the comparisons

to the existing algorithms by using the benchmark instances demonstrate the effectiveness of both the adaptive adjusting

mechanism of the learning rate and the proposed algorithm.
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0 引引引 言言言

并行机调度是实际生产制造过程中的一类典型

调度问题[1]. 不相关并行机调度问题 (UPMSP)是并行

机调度最普遍的一类问题,工件的加工时间取决于所

分配的机器. UPMSP具有广泛的应用背景,譬如纺织

制造[2]、半导体加工[3]、云计算[4]等. 数学上, UPMSP

已被证明为NP-hard问题[1].大规模UPMSP的求解相

当困难, 其高效算法的研究一直是相关领域的重要

课题.早期算法主要是精确求解方法和调度规则,包

括动态规划[5]、分枝定界[6]和启发式规则[7]. 精确求

解方法所需计算量和存储空间均较大, 难以高效求

解大规模问题.启发式规则虽然易于实施,但所得解

的质量一般不高. 对于大规模问题,近些年智能算法

及其与启发式规则的混合算法得到了广泛关注. 譬

如,两阶段蚁群算法[8]、基于贪婪迭代的局部搜索方

法[9-10]、遗传算法[11]、禁忌搜索及其与分枝定界的混

合算法[11].

分布估计算法 (EDA)[12]是一种基于统计学原理

的群体进化算法. EDA采用概率模型描述解空间,通

过采样概率模型产生新个体,并基于优势个体的信息

更新概率模型. 概率模型是EDA的关键.对于最小化

最大完成时间的UPMSP, 在不考虑工件的加工设置

时间的前提下, 求解问题的关键就是要解决工件-机

器的合理分配. 为了使用EDA有效求解UPMSP,本文

采用变量不相关的概率模型描述工件-机器的分配关

系,并利用信息熵自适应调整模型的学习速率,同时
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采用基于关键机器的局部搜索加强局部搜索能力,进

而提出一种基于信息熵的自适应EDA (AEDA).

1 不不不相相相关关关并并并行行行机机机调调调度度度问问问题题题

UPMSP考虑n个工件在m台不相关并行机上的

加工过程, 假设不考虑工件的加工设置时间, 调度目

标是通过工件-机器的合理分配来最小化最大完成时

间. R||Cmax
[13] 的数学模型描述如下:

min Cmax; (1)
m∑
i=1

xij = 1, j = 1, 2, · · · , n; (2)

n∑
j=1

pijxij 6 Cmax, i = 1, 2, · · · ,m; (3)

xij ∈ {0, 1}, i = 1, 2, · · ·,m, j = 1, 2, · · · , n. (4)

其中: xij = 1表示将工件 j分配至机器 i, Cmax表示

工件的最大完成时间, 工件加工时间 pij取决于所分

配的加工机器.

2 自自自适适适应应应分分分布布布估估估计计计算算算法法法

本节首先介绍基本EDA的流程, 然后给出自适

应EDA的编码、概率模型的初始化与更新机制、局部

搜索操作,最后给出自适应EDA的流程.

2.1 EDA

基于统计学习的原理, EDA根据问题信息建立

概率模型来模拟解空间中个体的分布,进而通过对模

型的随机采样产生新种群,并利用优势个体的信息更

新模型,如此反复,进而实现种群的进化.

标准分布估计算法的步骤如下:

Step 1: 初始化概率模型;

Step 2: 随机采样概率模型产生新种群;

Step 3: 确定种群中的优势个体;

Step 4: 利用优势个体更新概率模型;

Step 5: 判断终止条件是否满足,若满足,则输出

最优解,否则返回Step 2.

2.2 编编编码码码方方方式式式

鉴于UPMSP的特点, 采用针对工件的排列编

码方式,即 [m1,m2, · · · ,mi, · · · ,mn],其中mi表示工

件 i被分配的加工机器. 该编码方式简单、直观.

2.3 概概概率率率模模模型型型的的的初初初始始始化化化

AEDA采用变量不相关模型, 即概率矩阵Q =

[qij ]来指导种群的产生,其中 qij = p(xij)表示工件 j

分配到机器 i加工的概率.显然
m∑
i=1

qij = 1.初始化模

型时,采用如下均匀分布方式以实现对解空间的均匀

抽样:

qij =
1

m
, i = 1, 2, · · · ,m, j = 1, 2, · · · , n. (5)

2.4 概概概率率率模模模型型型的的的更更更新新新机机机制制制

EDA的核心搜索操作是基于概率矩阵采样产生

新个体.对于每个编码个体的第 j (j = 1, 2, · · · , n)位,

根据 qij(i = 1, 2, · · ·,m)利用轮盘赌的方式确定机器

编号.一旦确定了所有位上的机器, 就确定了该个体

的具体加工情况,进而可评价其最大完成时间. 按上

述方式产生M个个体构成当前种群. 对于当前种群,

选择目标值最好的N个个体 (N < M )作为优势个

体,进而采用群体增量学习 (PBIL)[14]方式更新概率矩

阵

ql+1
ij = (1− α)qlij + α

1

N

N∑
k=1

δkl (i, j). (6)

其中: qlij为第 l代中工件 j分配到机器 i的概率, α (0

< α < 1)为学习速率.若 l代第 k个优势个体mi = j,

则 δkl (i, j) = 1,否则, δkl (i, j) = 0.

2.5 基基基于于于关关关键键键机机机器器器的的的局局局部部部搜搜搜索索索

改善智能算法性能的关键之一是要增强并均衡

全局探索与局部趋化能力. EDA基于概率模型进行全

空间的采样, 全局搜索能力较强.为了增强局部趋化

搜索能力,采用针对问题的特定局部搜索操作进行深

度搜索. 针对UMPSP的特点,采用交换邻域结构和基

于关键机器的插入邻域结构[9]进行局部搜索操作,其

中关键机器指完成时间最大的机器.

交交交换换换操操操作作作 两两交换所有工件的加工机器,每次

交换后, 若两个工件的加工时间之和减小且Cmax不

增加, 则接受加工机器的交换.交换搜索的伪代码如

下:

for i = 1; i 6 n; i++ do

for j = i; j 6 n; j ++ do

if p(i,mi) + p(j,mj) > p(i,mj) + p(j,mi)

and C ′
max 6 Cmax then

mi ← j;

mj ← i;

break;

end

end

end

其中 p(j, Mj)表示工件 j分配到机器Mj的加工时间,

Ci表示机器 i的加工完成时间.

插插插入入入操操操作作作 对于关键机器, 顺序选取其加工的

工件,考虑将该工件顺序移到其他机器上加工, 若能

减小Cmax,则接受移动.插入搜索的伪代码如下:

times= 0;
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while times<LStime do

for j = arg(mj =Num) do

times++;

i∗ = argmin(Ci + p(j, i)), i = 1, 2, · · · ,m;

if Ci∗ + p(j, i∗) < Cmax then

mj ← i∗;

calculate Num;

end

end

end

其中局部搜索深度LStime设置为 50.

2.6 学学学习习习速速速率率率的的的自自自适适适应应应调调调整整整机机机制制制

研究表明[15], EDA的学习速率过大会导致算法

早熟收敛,而过小会导致算法收敛缓慢. 在此,设计学

习速率的一种基于信息熵的自适应调整机制.

信息熵是信息论中衡量随机变量出现的期望值

和测量变量不确定度的一个度量[16]. EDA概率模型

的信息熵可以反映概率模型的无序程度,表征基于概

率模型采样所得种群的多样性,可用于调整学习速率.

当概率模型信息量较大时学习速率较大,有利于快速

的全局搜索. 随着种群进化,概率模型的信息量降低,

学习速率减小,有利于细致的局部搜索.

随机变量X的信息熵计算如下:

H(X) =
∑
i

−p(xi) logp(p(xi)). (7)

其中: xi为变量X的可能取值, p(xi)为xi的出现概

率, p为信息量对数的底,通常设为 2.

对于相互独立的多个变量,其联合信息熵计算如

下:

H(X1, X2, · · ·, Xi, · · ·, Xn) =

−
∑
i

∑
j

p(xij) logp(p(xij)), (8)

其中 p(xij)表示第 i个变量的第 j种取值的概率.

对于AEDA的概率模型Q = [qij ],记工件 j所分

配的机器为随机变量Mj ,根据式 (7), Mj的信息熵为

H(Mj) = −
m∑
i=1

qij logp(qij). (9)

对于每个个体, 鉴于工件间的独立性, 根据式 (8), 所

有工件的机器分配的联合信息熵为

H(M1,M2, · · ·,Mj , · · ·,Mn) =

−
n∑

j=1

m∑
i=1

qij logp(qij). (10)

考虑概率模型基于增量学习的更新方式,即式 (6),令

rlij =
1

N

N∑
k=1

δkl (i, j),

则第 l + 1代中工件 j分配到机器 i的概率可改写为

ql+1
ij = (1− α)qlij + αrlij .

进而,令 f(x) = −x log(x),则第 l + 1代中工件 j所分

配的机器的信息熵为

H(Mj)
l+1 =

m∑
i=1

f((1− α)qlij + αrlij). (11)

其中:
m∑
i=1

qij = 1,

m∑
i=1

rij = 1.

对于基于增量学习的更新方式, α较小时, 概率

模型较大程度保持上一代信息,信息熵变化缓慢; 反

之,概率模型较大程度依赖优势个体进行调整, 信息

熵变化较快. 对于EDA算法而言, 种群进化初始时,

信息熵相对较大,设置较大的α使得概率模型可根据

优势个体快速得到调整,有利于算法在解空间快速趋

于性能较好的区域;在种群进化后期,信息熵相对较

小, 设置较小的α使得概率模型变化缓慢, 有利于算

法在较好区域进行细搜索. 对于前文设计的初始化概

率模型,相应的信息熵为

H0 = −
n∑

j=1

m∑
i=1

1

m
logp

1

m
= n logp m. (12)

因此,设计学习速率的自适应调整机制如下所示:

αl = α0 exp(H l/(n logp m)− 1), (13)

使得学习速率与信息熵正相关. 其中α0为初始学习

速率.

下面通过仿真来验证上述分析.考虑标准测试集

(http://soa.iti.es/problem-instances)中一个n = 100、

m = 10的测试问题. 设置M = 200, N = 5, α分别

取为 0.1、0.06和 0.03,对算法分别运行 10 s,则第 1号

工件的信息熵随进化代数的变化曲线如图 1所示. 由

图 1可见, 学习速率大时, 信息熵下降较快; 反之, 信

息熵下降较慢. 仿真结果与前文分析一致.

0 200 400 600 800

50

150

250

350
α = 0.10

α = 0.06

α = 0.03

图 1 不同学习速率下单信息熵曲线

2.7 算算算法法法流流流程程程

鉴于上述设计,给出求解UPMSP的自适应分布

估计算法流程, 如图 2所示. 相对传统EDA的流程,

AEDA增加的局部搜索环节及根据信息熵自适应调

整概率模型的学习速率,有助于增强算法的搜索能力.
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图 2 AEDA流程图

3 仿仿仿真真真结结结果果果比比比较较较

下面利用不相关并行机调度问题的标准测试集

U (1, 100) (http://soa.iti.es/problem-instances)进行算法

性能测试与比较. 该测试集包括 20种规模的问题,工

件数n = {100, 200, 500, 1 000}, 机器数m = {10, 20,
30, 40, 50}, 工件加工时间为 1∼ 100均匀分布的随机

整数,每种规模含 10个测例,共 200个测例. 仿真计算

机CPU主频 2.83 GHz,内存 4 GB,采用C语言编制程

序并在Windows 7系统运行. 下面首先探讨参数对算

法性能的影响,然后给出性能测试与算法比较结果.

3.1 算算算法法法参参参数数数设设设置置置

AEDA的主要参数包括种群规模M , 优势个体

数N和初始学习速率α0. 采用第 241号测例 (m=40,

n = 200)开展实验设计 (DOE)[17]. 每个参数设 4个水

平,如表 1所示. 根据正交表L16(4
3)对每组参数设置

独立运行算法 10次, 每次运行 10 s, 算法所得平均性

能作为响应变量 (RV),结果如表 2所示. 进而,根据表

2计算得到各参数的响应值以及参数对算法性能的影

响等级, 结果如表 3所示, 各参数对算法性能的影响

趋势如图 3所示.

表 1 AEDA参数各水平取值

水平
参数

1 2 3 4

M 100 200 300 400

N 3 5 7 9

α0 0.02 0.06 0.10 0.14

由表 3可见, 优势个体数对算法性能影响最大,

其次是初始学习速率,最后是种群规模. 由图 3可见,

3个参数均不宜太大或太小. 对于优势个体数而言,太

大则使算法过度侧重于粗搜索而收敛缓慢,太小则使

算法受制于少量个体而易出现早熟收敛. 对于初始学

习速率而言,初始速率太大则使得概率模型的调整幅

表 2 参数正交表及其RV值

水平
组合编号

M N α0
RV

1 1 1 1 18.00

2 1 2 2 18.00

3 1 3 3 17.80

4 1 4 4 17.95

5 2 1 2 18.00

6 2 2 1 17.85

7 2 3 4 17.90

8 2 4 3 17.90

9 3 1 3 18.00

10 3 2 4 17.80

11 3 3 1 17.95

12 3 4 2 18.00

13 4 1 4 18.00

14 4 2 3 17.90

15 4 3 2 17.95

16 4 4 1 18.00

表 3 AEDA各参数平均RV 值

水平 M N α0

1 17.94 18.00 17.95

2 17.91 17.89 17.99

3 17.94 17.90 17.90

4 17.96 17.96 17.91

极差 0.05 0.11 0.09

等级 3 1 2

100 200 300 400

17.900

17.925

17.950

17.975

18.000

17.900

17.925

17.950

17.975

18.000

17.900

17.925

17.950

17.975

18.000

3 5 7 9

0.02 0.06 0.10 0.14

(a) !"#$

(b) %&'()

(c) *+,-./

0
1

2
3

0
1

2
3

0
1

2
3

图 3 参数对算法性能影响的水平趋势
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度较大而导致细搜索能力不强,太小则使模型的调整

幅度较小而导致算法全局搜索能力不足. 对于种群规

模而言, 在总计算时间固定的前提下, 种群规模太大

则使算法的总进化代数变小而导致进化不充分,太小

则使算法每代的群体进化能力变弱. 基于上述探讨,

在后续实验中AEDA设置M = 200, N = 5, α0 = 0.1.

3.2 学学学习习习速速速率率率自自自适适适应应应调调调整整整机机机制制制有有有效效效性性性验验验证证证

为验证学习速率的自适应调整机制的有效性,将

AEDA与固定学习速率的EDA (α = 0.03)进行比较,

两算法对每个测例均独立运行 10次, 每次运行 10 s,

进而将相同规模的 10个测例的 100次结果作为一组

进行统计检验. 考虑到各次运行结果未必服从正态

分布, 在 95%置信水平下采用非参数检验方法曼-惠

特尼检验 (Mann-Whitney U test)[18]检验两种算法的性

能是否存在显著差异. 结果如表 4所示, 其中 ηAEDA

和 ηEDA表示两算法所得结果的中位数.若检验统计

量小于 0.05,则表明AEDA的性能显著优于EDA.

表 4 学习速率自适应调整机制有效性验证

n, m ηAEDA ηEDA 检验统计量 是否显著

100, 10 105.0 105.0 — N

100, 20 32.0 32.0 — N

100, 30 18.5 18.5 — N

100, 40 13.0 13.0 0.485 5 N

100, 50 10.0 10.0 — N

200, 10 200.0 200.0 — N

200, 20 59.0 59.0 0.140 7 N

200, 30 30.0 30.0 0.005 6 N

200, 40 19.0 20.0 0.000 0 Y

200, 50 14.0 15.0 0.000 0 Y

500, 10 491.5 492.5 0.101 9 N

500, 20 143.0 145.0 0.007 0 Y

500, 30 73.0 77.0 0.000 0 Y

500, 40 46.0 48.0 0.000 0 Y

500, 50 33.0 36.0 0.000 0 Y

1 000,10 980.5 982.5 0.019 4 Y

1 000,20 280.0 285.0 0.000 0 Y

1 000,30 140.0 145.0 0.000 0 Y

1 000,40 88.0 93.0 0.000 0 Y

1 000,50 64.0 67.0 0.000 0 Y

由表 4可见,算法在自适应变速率机制的性能基

本都优于固定速率算法,尤其在大规模问题上表现出

显著的优越性. 因此,学习速率的自适应调整机制有

助于改善EDA的性能.

另外,采用一个n = 100, m = 10的测试问题,给

出学习速率分别为 0.1、0.03和自适应机制 (初始速率

为 0.1)下的算法所得最优性能随进化代数的变化曲

线,如图 4所示. 曲线再次验证了自适应变速率机制

在收敛质量与效率方面的优越性.
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图 4 不同学习速率下最优个体性能的下降曲线

3.3 仿仿仿真真真结结结果果果比比比较较较与与与分分分析析析

下面, 将AEDA与并行遗传算法 (PGA)[19]进行

比较.另外,由于文献 [19]采用 10台服务器运行算法,

本文给予 PGA 100 s与AEDA (运行 10 s)在同一计算

机上进行性能比较. 对每个测例均独立运行算法 20

次,以所得最优解和平均解相对C∗
max的百分偏差

RPD =
100(Cmax − C∗

max)

C∗
max

(14)

作为性能评价指标,其中C∗
max为CPLEX11.0运行 2 h

所得的最优结果,对比结果如表 5所示.

表 5 AEDA与PGA结果比较

AEDA PGA
n,m

最优偏差 平均偏差 最优偏差 平均偏差
是否显著

100, 10 1.06 1.75 3.74 6.61 Y

100, 20 2.49 4.23 6.64 11.39 Y

100, 30 1.10 2.36 6.07 9.06 Y

100, 40 3.58 5.32 12.29 16.94 Y

100, 50 1.25 2.99 9.10 14.44 Y

200, 10 0.99 1.34 4.80 7.07 Y

200, 20 2.98 4.07 10.42 14.48 Y

200, 30 5.46 7.42 14.33 18.32 Y

200, 40 7.74 10.42 17.06 23.17 Y

200, 50 12.12 14.02 22.36 28.44 Y

500, 10 0.93 1.15 6.94 8.82 Y

500, 20 4.96 5.83 13.11 15.86 Y

500, 30 10.75 12.31 17.50 20.54 Y

500, 40 15.73 17.70 19.34 22.13 Y

500, 50 23.62 26.56 23.23 2687 N

1 000,10 0.99 1.19 9.55 10.97 Y

1 000,20 4.47 4.95 14.75 16.52 Y

1 000,30 8.77 10.21 20.06 21.70 Y

1 000,40 17.58 19.79 21.79 23.36 Y

1 000,50 23.03 24.57 24.57 25.93 Y

平均值 7.48 8.09 13.88 17.17 —

由表 5可见, AEDA在所有测试问题上的平均性

能均优于 PGA,在最优性能上除 (500,50)问题外均优

于 PGA.因此, AEDA是求解UPMSP的一种更有效的

算法. AEDA性能的优越性主要归功于两方面, 一是

基于概率模型的全局搜索与基于关键机器的局部搜

索的结合;二是基于信息熵的学习速率自适应调整.
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本文提出了求解不相关并行机调度问题的一种

自适应分布估计算法. 一方面,将基于关键机器的局

部搜索引入算法,均衡了算法的全局搜索与局部搜索

能力; 另一方面, 通过引入基于信息熵的学习速率自

适应调整机制, 使得算法的搜索能力得到动态调整.

仿真比较与分析验证了所提出自适应策略和算法的

有效性. 进一步的工作可探讨优势个体数与种群数的

自适应调整机制,并探讨自适应分布估计算法在其他

类型的生产调度问题 (包括多目标问题)上的应用.
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